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　　　犅狌狉犵犲狉狊犎狌狓犾犲狔方程的精确行波解
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摘要：　分别采用（犌′／犌）展开法和犉展开法，得到ＢｕｒｇｅｒｓＨｕｘｌｅｙ方程各种形式的精确行波解。研究结果

表明：（犌′／犌）展开法只能得到ＢｕｒｇｅｒｓＨｕｘｌｅｙ方程在λ
２－４μ＞０时的解，而犉展开法只能得到Ｂｕｒｇｅｒｓ

Ｈｕｘｌｅｙ方程在某些特殊情况下的解。
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１　预备知识

ＢｕｒｇｅｒｓＨｕｘｌｅｙ（ＢＨ）方程是一类重要的非线性反应扩散方程，其形式为

狌狋＋狆狌狓－狌狓狓＋狇狌（狌－１）（狌－狊）＝０。 （１）

式（１）中：狆，狇，狊均为非零常数。

ＢＨ方程（１）的解及其性态研究具有重要的理论和应用价值。目前，已经得到ＢＨ方程（１）的部分

精确解。Ｆａｎ
［１］通过符号计算，得到ＢＨ方程（１）的一些精确解。Ｙｅｆｉｍｏｖａ等

［２］通过ＣｏｌｅＨｏｐｆ变换，

得到ＢＨ方程（１）的部分解。基于首次积分法，刘新源等
［３］得到ＢＨ方程（１）的部分精确解和隐式解。

从动力系统的角度［４５］，王勤龙等［６］对ＢＨ方程（１）的行波解进行研究。基于齐次平衡法，詹雨等
［７］得到

ＢＨ方程（１）的几种不同形式的行波解；夏鸿鸣等
［８］尝试选择适当的试探函数，得到ＢＨ方程（１）的扭状

孤波解和奇异行波解。Ｋｕｓｈｎｅｒ等
［９］基于ＢＨ方程（１）的动力学，构造其部分精确解。虽然已经找到了

ＢＨ方程（１）的部分解，但基于新的方法可能会找到新的解。基于此，本文分别采用（犌′／犌）展开法
［１０］和

犉展开法
［１１］，得到了ＢＨ方程（１）的各种形式的精确行波解。
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　　为了研究ＢＨ方程（１）的行波解，利用变换狌（狓，狋）＝狌（ξ），ξ＝狓－犮狋，将ＢＨ方程（１）写为

－犮狌′＋狆狌′－狌″＋狇狌（狌－１）（狌－狊）＝０。 （２）

２　利用（犌′／犌）展开法求解犅犎方程（１）

假定狌（ξ）可以展开为关于（犌′／犌）的多项式，有

狌（ξ）＝∑
犿

犻＝０

犪犻（犌′／犌）
犻，　　犪犿 ≠０。 （３）

式（３）中：犪０，犪１，…，犪犿 为待确定的常数，且犌＝犌（ξ），满足

犌″＋λ犌′＋μ犌＝０。 （４）

式（４）中：λ，μ为常数。

关于方程（４）的解，可参考文献［１０］的式（１８）～（２０）。利用狌″与狌（狌－１）（狌－狊）之间的齐次平衡，

可得式（３）中的最高次幂为犿＝１。把式（３）代入式（２），并利用式（４），可得

犪１（犪
２
１狇－２）（犌′／犌）

３＋犪１（犮－狆－３λ＋狇犪１（３犪０－１－狊））（犌′／犌）
２＋（犪１（犮－狆－λ）λ－２犪１μ＋

狇犪１（３犪
２
０－２犪０（１＋狊）＋狊））（犌′／犌）＋犪１（犮－狆－λ）μ＋狇犪０（犪０－１）（犪０－狊）＝０。 （５）

令式（５）中（犌′／犌）犽（犽＝０，１，２，３）的系数为零，可得

犪１（犮－狆－λ）μ＋狇犪０（犪０－１）（犪０－狊）＝０，

犪１（犮－狆－λ）λ－２犪１μ＋狇犪１（３犪
２
０－２犪０（１＋狊）＋狊）＝０，

犪１（犮－狆－３λ＋狇犪１（３犪０－１－狊））＝０，

犪１（犪
２
１狇－２）＝０

烍

烌

烎。

（６）

方程组（６）有以下解。

ⅰ）当狇＝２（λ
２－４μ）时，有

犪０＝
１

２
１±

λ

λ
２－４槡（ ）
μ
，　　犪１＝±

２

槡狇，　　犮＝狆±（２狊－１）λ
２－４槡 μ。 （７）

ⅱ）当狇＝
２（λ

２－４μ）
（狊－１）２

，狊＞１时，有

犪０＝
１

２
狊＋１±

（狊－１）λ

λ
２－４槡（ ）
μ
，　　犪１＝±

２

槡狇，　　犮＝狆
狊＋１
狊－１

λ
２－４槡 μ。 （８）

ⅲ）当狇＝
２（λ

２－４μ）
（狊－１）２

，狊＜１时，有

犪０＝
１

２
狊＋１

（狊－１）λ

λ
２－４槡（ ）
μ
，　　犪１＝±

２

槡狇，　　犮＝狆±
狊＋１
狊－１

λ
２－４槡 μ。 （９）

ⅳ）当狇＝
２（λ

２－４μ）

狊２
，狊＜０时，有

犪０＝
狊
２
１

λ

λ
２－４槡（ ）
μ
，　　犪１＝±

２

槡狇，　　犮＝狆±
狊－２
狊

λ
２－４槡 μ。 （１０）

ⅴ）当狇＝
２（λ

２－４μ）

狊２
，狊＞０时，有

犪０＝
狊
２
１±

λ

λ
２－４槡（ ）
μ
，　　犪１＝±

２

槡狇，　　犮＝狆
狊－２
狊

λ
２－４槡 μ。 （１１）

利用式（３），（７）～（１１），以及文献［１０］中的式（１９），可得定理１。

定理１　ⅰ）当狇＝２（λ
２－４μ）时，ＢＨ方程（１）有解

狌±１（ξ）＝
１

２
１±

λ

λ
２
－４槡（ ）
μ
λ

１

２槡狇±
λ
２
－４μ
２槡 狇

×

犮１ｅｘｐ
１

２
λ
２
－４槡（ ）μξ －犮２ｅｘｐ －

１

２
λ
２
－４槡（ ）μξ

犮１ｅｘｐ
１

２
λ
２
－４槡（ ）μξ ＋犮２ｅｘｐ －

１

２
λ
２
－４槡（ ）μξ

。
（１２）
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式（１２）中：ξ＝狓－犮狋，犮＝狆±（２狊－１）λ
２－４槡 μ。

ⅱ）当狇＝２（λ
２－４μ）／（狊－１）

２，狊＞１时，ＢＨ方程（１）有解

狌±２（ξ）＝
１

２
狊＋１±

（狊－１）λ

λ
２
－４槡（ ）
μ
λ

１

２槡狇±
λ
２
－４μ
２槡 狇

×

犮１ｅｘｐ
１

２
λ
２
－４槡（ ）μξ －犮２ｅｘｐ －

１

２
λ
２
－４槡（ ）μξ

犮１ｅｘｐ
１

２
λ
２
－４槡（ ）μξ ＋犮２ｅｘｐ －

１

２
λ
２
－４槡（ ）μξ

。 （１３）

式（１３）中：ξ＝狓－犮狋，犮＝狆
狊＋１
狊－１

λ
２－４槡 μ。

ⅲ）当狇＝２（λ
２－４μ）／（狊－１）

２，狊＜１时，ＢＨ方程（１）有解

狌±３（ξ）＝
１

２
狊＋１

（狊－１）λ

λ
２
－４槡（ ）
μ
λ

１

２槡狇±
λ
２
－４μ
２槡 狇

×

犮１ｅｘｐ
１

２
λ
２
－４槡（ ）μξ －犮２ｅｘｐ －

１

２
λ
２
－４槡（ ）μξ

犮１ｅｘｐ
１

２
λ
２
－４槡（ ）μξ ＋犮２ｅｘｐ －

１

２
λ
２
－４槡（ ）μξ

。 （１４）

式（１４）中：ξ＝狓－犮狋，犮＝狆±
狊＋１
狊－１

λ
２－４槡 μ。

ⅳ）当狇＝２（λ
２－４μ）／狊

２，狊＜０时，ＢＨ方程（１）有解

狌±４（ξ）＝
狊
２
１

λ

λ
２
－４槡（ ）
μ
λ

１

２槡狇±
λ
２
－４μ
２槡 狇

×

犮１ｅｘｐ
１

２
λ
２
－４槡（ ）μξ －犮２ｅｘｐ －

１

２
λ
２
－４槡（ ）μξ

犮１ｅｘｐ
１

２
λ
２
－４槡（ ）μξ ＋犮２ｅｘｐ －

１

２
λ
２
－４槡（ ）μξ

。 （１５）

式（１５）中：ξ＝狓－犮狋，犮＝狆±
狊－２
狊

λ
２－４槡 μ。

ⅴ）当狇＝２（λ
２－４μ）／狊

２，狊＞０时，ＢＨ方程（１）有解

狌±５（ξ）＝
狊
２
１±

λ

λ
２
－４槡（ ）
μ
λ

１

２槡狇±
λ
２
－４μ
２槡 狇

×

犮１ｅｘｐ
１

２
λ
２
－４槡（ ）μξ －犮２ｅｘｐ －

１

２
λ
２
－４槡（ ）μξ

犮１ｅｘｐ
１

２
λ
２
－４槡（ ）μξ ＋犮２ｅｘｐ －

１

２
λ
２
－４槡（ ）μξ

。 （１６）

式（１６）中：ξ＝狓－犮狋，犮＝狆
狊－２
狊

λ
２－４槡 μ。

狌＋１ 和狌
－
１ （式（１２））的波形图，如图１所示。其他解的波形图类似。

（ａ）狌＋１ 　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）狌
－
１ 　

图１　狌
＋
１ 和狌

－
１ 的波形图

Ｆｉｇ．１　Ｗａｖｅｆｏｒｍｄｉａｇｒａｍｓｏｆ狌
＋
１ ａｎｄ狌

－
１
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３　利用犉展开法求解犅犎方程（１）

假定狌（ξ）可以展开成关于犉（ξ）的多项式，即

狌（ξ）＝∑
犿

犻＝０

犪犻犉
犻（ξ），　　犪犿 ≠０。 （１７）

式（１７）中：犪０，犪１，…，犪犿 为待定的常数，且犉（ξ）满足一阶常微分方程

（犉′）２＝狇０＋狇２犉
２＋狇４犉

４。 （１８）

式（１８）中：狇０，狇２，狇４ 为常数。

根据式（１８），有犉′犉″＝狇２犉犉′＋２狇４犉
３犉′。进一步有

犉″＝狇２犉＋２狇４犉
３。 （１９）

关于方程（１４）的解，可参考文献［１１］的表１。利用狌″与狌（狌－１）（狌－狊）之间的齐次平衡，可得式

（１７）中的最高次幂为犿＝１。把式（１７）代入式（２），并利用式（１９），可得

犪１（狆－犮）犉′（ξ）＋犪１（犪
２
１狇－２狇４）犉

３（ξ）＋狇犪
２
１（３犪０－１－狊）犉

２（ξ）＋

（狇犪１（３犪
２
０－２犪０（１＋狊）＋狊）－犪１狇２）犉（ξ）＋狇犪０（犪０－１）（犪０－狊）＝０。 （２０）

令式（２０）中犉′（ξ），犉
犽（ξ）（犽＝０，１，２，３）的系数为零，可得

犪１（狆－犮）＝０，

犪１（犪
２
１狇－２狇４）＝０，

狇犪
２
１（３犪０－１－狊）＝０，

狇犪１（３犪
２
０－２犪０（１＋狊）＋狊）－犪１狇２＝０，

狇犪０（犪０－１）（犪０－狊）＝０

烍

烌

烎。

（２１）

方程组（２１）有如下解。

ⅰ）犪０＝
１

２
，犪１＝±

２狇４

槡狇 ，狊＝
１

２
，犮＝狆，狇＝－４狇２。

ⅱ）犪０＝１，犪１＝±
２狇４

槡狇 ，狊＝２，犮＝狆，狇＝－狇２。

ⅲ）犪０＝０，犪１＝±
２狇４

槡狇 ，狊＝－１，犮＝狆，狇＝－狇２。

利用式（１７）和方程组（２１）的上述解，以及文献［１１］中的表１，可得ＢＨ方程（１）的解。

定理２　ⅰ）假定狇０＝１，狇２＝－２，狇４＝１。当狊＝
１

２
，犮＝狆，狇＝８时，ＢＨ方程（１）有解

狌±６ （ξ）＝
１

２
（１±ｔａｎｈξ）或狌

±
７ （ξ）＝

１

２
（１±ｃｏｔｈξ）。 （２２）

当狊＝２，犮＝狆，狇＝２时，ＢＨ方程（１）有解

狌±８ （ξ）＝１±ｔａｎｈξ或狌
±
９ （ξ）＝１±ｃｏｔｈξ。 （２３）

当狊＝－１，犮＝狆，狇＝２时，ＢＨ方程（１）有解

狌±１０（ξ）＝±ｔａｎｈξ或狌
±
１１（ξ）＝±ｃｏｔｈξ。 （２４）

ⅱ）假定狇０＝０，狇２＝１，狇４＝－１。当狊＝
１

２
，犮＝狆，狇＝－４时，ＢＨ方程（１）有解

狌±１２（ξ）＝
１

２
±
１

槡２
ｓｅｃｈξ。 （２５）

当狊＝２，犮＝狆，狇＝－１时，ＢＨ方程（１）有解

狌±１３（ξ） 槡＝１± ２ｓｅｃｈξ。 （２６）

当狊＝－１，犮＝狆，狇＝－１时，ＢＨ方程（１）有解

狌±１４（ξ） 槡＝± ２ｓｅｃｈξ。 （２７）

ⅲ）假定狇０＝０，狇２＝－１，狇４＝１。当狊＝
１

２
，犮＝狆，狇＝４时，ＢＨ方程（１）有解
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狌±１５（ξ）＝
１

２
±
１

槡２
ｃｓｃξ或狌

±
１６（ξ）＝

１

２
±
１

槡２
ｓｅｃξ。 （２８）

当狊＝２，犮＝狆，狇＝１时，ＢＨ方程（１）有解

狌±１７（ξ） 槡＝１± ２ｃｓｃξ或狌
±
１８（ξ） 槡＝１± ２ｓｅｃξ。 （２９）

当狊＝－１，犮＝狆，狇＝１时，ＢＨ方程（１）有解

狌±１９（ξ） 槡＝± ２ｃｓｃξ或狌
±
２０（ξ） 槡＝± ２ｓｅｃξ。 （３０）

定理２部分解的波形图，如图２所示。其他解对应的波形图类似。

（ａ）狌＋６ 　　　　　　　　　　　 　　　（ｂ）狌
＋
７ 　　　　　　　　　　　　　　（ｃ）狌

＋
１２　

（ｄ）狌＋１５　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｅ）狌
＋
１６　

图２　定理２部分解的波形图

Ｆｉｇ．２　Ｗａｖｅｆｏｒｍｄｉａｇｒａｍｓｏｆｐａｒｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｉｎｔｈｅｏｒｅｍ２

４　结束语

基于（犌′／犌）展开法和犉展开法，分别得到了ＢＨ方程（１）的各种形式的精确行波解。通过对解的

分析，利用（犌′／犌）展开法只能得到ＢＨ方程（１）在λ
２－４μ＞０时的解，而无法得到其在λ

２－４μ＜０时的

解；而利用犉展开法只能得到ＢＨ方程（１）在某些特殊情况下的解。这是由ＢＨ方程（１）本身的结构造

成的。近年来，奇异扰动微分方程也受到广泛的关注［１２１６］，今后将进一步研究奇异扰动ＢＨ方程的解的

性态。
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