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　　　犌狉犪狔犛犮狅狋狋模型的高阶紧致

线性化差分格式

张馨心，陈心妍，蔡耀雄

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　研究Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件下的整数阶ＧｒａｙＳｃｏｔｔ方程。考虑将紧差分方法与算子分裂算法相结合，提

出一种高效求解ＧｒａｙＳｃｏｔｔ方程的数值格式。首先，基于算子分裂思想将原问题分解为线性部分与非线性部

分；然后，线性子问题采用４阶紧致差分格式，非线性子问题采用ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ差分格式，并且利用Ｒｕｂｉｎ

Ｇｒａｖｅｓ线性化技术处理非线性项，建立线性求解格式，实现有效求解；最后，严格证明了格式的稳定性，给出

其误差估计，并且通过数值实验验证了格式的有效性。
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ＧｒａｙＳｃｏｔｔ（ＧＳ）模型是一种用于描述反应扩散的数学模型，该模型最初由物理学家Ｇｒａｙ和Ｓｃｏｔｔ

在１９８４年提出
［１］，广泛用于研究自然界和工业过程中的模式形成和结构动力学［２９］，主要关注两种化学

物质之间的反应和扩散过程。整数阶ＧＳ模型通常可以写成以下形式

狌狋＝μ狌Δ狌－狌狏
２＋犉（１－狌），　　（狓，狋）∈Ω×（０，犜］，　μ狌＞０，

狏狋＝μ狏Δ狏＋狌狏
２－（犉＋κ）狏，　　（狓，狋）∈Ω×（０，犜］，　μ狏＞０

烍
烌

烎。
（１）
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式（１）中：狌，狏分别表示２种反应物的浓度；μ狌，μ狏 分别表示２种反应物扩散的速率；犉≥０表示进料速

率；κ≥０表示第２次反应的衰减速率。

ＧｒａｙＳｃｏｔｔ模型以其在反应扩散系统中产生复杂时空结构的能力而闻名，如斑点、条纹等，这使其

在研究自然界中的图案形成［１０］、生物体内的化学过程等方面得到了广泛应用。研究人员通过调整模型

的参数，可以模拟出不同条件下的系统行为，从而更好地理解复杂系统中的动力学现象。

Ｐｅａｒｓｏｎ
［１１］进行了ＧＳ模型的细致数值探索，揭示了解中复杂结构的存在，然而，他采用的是一种基

本的积分方案，引发了有关数值伪影的讨论。Ｄｏｅｌｍａｎ
［１２］对一维ＧＳ模型中奇异同次元静止解和空间

周期性静止解进行了线性稳定性分析，这种分析对于解释自复制脉冲现象具有一定的影响。Ｗａｎｇ

等［１３］提出了一个二阶的有限差分方案，用于处理分数阶ＧＳ模型，并进行了时间稳定性的分析。另一方

面，Ｚｈａｎｇ等
［１４］则提出了一种非线性空间分数阶反应扩散方程的稳定半隐式傅里叶谱方法，这一方法

已成功应用于解决分数阶ＧＳ模型的问题。Ｚｈａｉ等
［１５］利用半隐式谱延迟校正（ＳＤＣ）方法与算子分裂方

案相结合模拟分数阶ＧＳ模型，并验证了该方法的稳定性与收敛性。

研究方程（１）在Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件及如下初值条件下的ＧＳ模型，即

狌（狓，０）＝狌０（狓），　　狏（狓，０）＝狏０（狓），　　狓∈Ω。

其中，Ω＝［－犔，犔］为有界区域。

利用算子分裂思想［１６］，可将原始方程分裂为线性部分和非线性部分。其中，线性部分的数值解算

子记为犛Ａ，非线性部分的数值解算子记为犛Ｂ。算子分裂格式有 ＭａｒｃｈｕｋＳｔｒａｎｇ分裂格式、ＴｒｏｔｔｅｒＬｉｅ

分裂格式及对称加权分裂格式等，本文采用 ＭａｒｃｈｕｋＳｔｒａｎｇ算子分裂格式
［１７］求解ＧｒａｙＳｃｏｔｔ模型。

１　算子分裂法求解犌狉犪狔犛犮狅狋狋方程

１．１　犛狋狉犪狀犵算子分裂方法

运用Ｓｔｒａｎｇ算子分裂求解模式如下：１）计算前半步算子犛Ａ，其中狋∈ 狋犽，狋犽＋［ ］１
２
；２）计算完整一步

算子犛Ｂ，其中狋∈［狋犽，狋犽＋１］，且狌
狋犽＝狌狋犽＋１２；３）计算后半步算子犛Ａ，其中狋∈ 狋犽＋１２，狋犽［ ］＋１ ，且狌

狋犽＋１
２ ＝狌

狋犽＋１。

在ＧｒａｙＳｃｏｔｔ方程（１）中，根据分裂策略，令犛Ａ 和犛Ｂ 是以下线性部分和非线性部分相关的精确解

算子，将其分为线性部分

狌狋＝μ狌Δ狌－犉狌，

狏狋＝μ狏Δ狏－（犉＋κ）
｝狏 （２）

与非线性部分

狌狋＝－狌狏
２＋犉，

狏狋＝狌狏
２

烍
烌

烎。
（３）

则问题（１）可以通过三步格式进行求解，即

狌（狓，狋＋τ）≈犛Ａ
τ（ ）２ 犛Ｂ（τ）犛Ａ τ（ ）２ 狌（狓，狋）。 （４）

式（４）中：狌＝（狌，狏）Ｔ。

１．２　线性子问题的数值近似：犛犃→犛
τ，犺
犃

取空间区域为［－犔，犔］，空间节点数为犖，则空间步长为犺＝
２犔
犖
，空间节点可表示为狓犻＝－犔＋犻犺；

取时间区域为［０，犜］，时间节点数为犕，则时间步长为τ＝
犜
犕
，时间节点可表示为狋犽＝犽τ，狌

犽
犻 与狌（狓犻，狋犽）

分别表示数值解与精确解。

对于线性子问题犛Ａ，在时间上，采用ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ方法对其进行离散化得到

狌犽＋１犻 －狌犽犻

τ
＝μ狌（狌狓狓）

犽＋
１
２

犻 －犉狌犽＋
１
２

犻 ，

狏犽＋１犻 －狏犽犻

τ
＝μ狏（狏狓狓）

犽＋
１
２

犻 －（犉＋κ）狏
犽＋

１
２

犻

烍

烌

烎
。

（５）

在空间上，令二阶中心差分算子为
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δ
２
狓狌犻＝

狌犻－１－２狌犻＋狌犻＋１
犺２

。 （６）

进一步，引进４阶帕德逼近格式

狌″（狓犻）＝
δ
２
狓狌（狓犻）

１＋
犺２

１２
δ
２
狓

＋犗（犺４）。 （７）

结合（５）式及ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ方法可得到全离散格式

狌犽＋１犻 －狌犽犻

τ
＝μ

狌

２

δ
２
狓狌
犽
犻

１＋
犺２

１２
δ
２
狓

＋
δ
２
狓狌
犽＋１
犻

１＋
犺２

１２
δ
２

烄

烆

烌

烎
狓

－
犉
２
（狌犽犻＋狌

犽＋１
犻 ），

狏犽＋１犻 狏
犽
犻

τ
＝μ

狏

２

δ
２
狓狏
犽
犻

１＋
犺２

１２
δ
２
狓

＋
δ
２
狓狏
犽＋１
犻

１＋
犺２

１２
δ
２

烄

烆

烌

烎
狓

－
犉＋κ
２
（狏犽犻＋狏

犽＋１
犻

烍

烌

烎

）。

（８）

进一步化简为

１

１２
－
τμ狌
２犺２
＋
犉τ（ ）２４
狌犽＋１犻－１＋

１０

１２
＋
τμ狌
犺２
＋
１０犉τ（ ）２４

狌犽＋１犻 ＋
１

１２
－
τμ狌
２犺２
＋
犉τ（ ）２４
狌犽＋１犻＋１＝

１

１２
＋
τμ狌
２犺２
－
犉τ（ ）２４
狌犽犻－１＋

１０

１２
－
τμ狌
犺２
－
１０犉τ（ ）２４

狌犽犻＋
１

１２
＋
τμ狌
２犺２
－
犉τ（ ）２４
狌犽犻＋１，

１

１２
－
τμ狏
２犺２
＋
（犉＋κ）τ（ ）２４

狏犽＋１犻－１＋
１０

１２
＋
τμ狏
犺２
＋
１０（犉＋κ）τ（ ）２４

狏犽＋１犻 ＋
１

１２
－
τμ狏
２犺２
＋
（犉＋κ）τ（ ）２４

狏犽＋１犻＋１＝

１

１２
＋
τμ狏
２犺２
－
（犉＋κ）τ（ ）２４

狏犽犻－１＋
１０

１２
－
τμ
犺２
－
１０（犉＋κ）τ（ ）２４

狏犽犻＋
１

１２
＋
τμ狏
２犺２
－
（犉＋κ）τ（ ）２４

狏犽犻＋１

烍

烌

烎
。

（９）

令犪＝
１

１２
－
τμ狌
２犺２
＋
犉τ
２４
，犫＝

１０

１２
＋
τμ狌
犺２
＋
１０犉τ
２４
，犮＝

１

１２
＋
τμ狌
２犺２
－
犉τ
２４
，犱＝

１０

１２
－
τμ狌
犺２
－
１０犉τ
２４
，犲＝

１

１２
－
τμ狏
２犺２

＋

（犉＋κ）τ
２４

，犳＝
１０

１２
＋
τμ狏
犺２
＋
１０（犉＋κ）τ
２４

，犵＝
１

１２
＋
τμ狏
２犺２
－
（犉＋κ）τ
２４

，犺＝
１０

１２
－
τμ狏
犺２
－
１０（犉＋κ）τ
２４

。

可以将式（９）进一步化简为

犪狌犽＋１犻－１＋犫狌
犽＋１
犻 ＋犪狌犽＋１犻＋１＝犮狌

犽
犻－１＋犱狌

犽
犻＋犮狌

犽
犻＋１，

犲狌犽＋１犻－１＋犳狌
犽＋１
犻 ＋犲狌犽＋１犻＋１＝犵狌

犽
犻－１＋犺狌

犽
犻＋犵狌

犽
犻＋１

烍
烌

烎。
（１０）

式（１０）的矩阵表达式为

犃犝犽＋１＝犅犝犽，

犆犞犽＋１＝犇犞犽｛ 。

其中：

犃＝

犫 犪

犪 犫 犪

  

  犪

烄

烆

烌

烎犪 犫 （犖－１）×（犖－１）

，　　犅＝

犱 犮

犮 犱 犮

  

  犮

烄

烆

烌

烎犮 犱 （犖－１）×（犖－１）

，

犆＝

犳　犲　　　

犲　犳　犲　　

　　　　

　　　　犲

　　　犲　

烄

烆

烌

烎犳 （犖－１）×（犖－１）

，　　犇＝

犺 犵

犵 犺 犵

  

  犵

犵

烄

烆

烌

烎犺 （犖－１）×（犖－１）

，

犝犽＋１＝

狌犽＋１１



狌犽＋１犖

烄

烆

烌

烎－１

，　　犝
犽＝

狌犽１



狌犽犖

烄

烆

烌

烎－１

，　　犞
犽＋１＝

狏犽＋１１



狏犽＋１犖

烄

烆

烌

烎－１

，　　犞
犽＝

狏犽１



狏犽犖

烄

烆

烌

烎－１

。

由于式（１０）中２个式子的证明类似，故以式（１０）的第１式为例利用Ｆｏｕｒｉｅｒ方法进行稳定性分析。
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定理１　差分方程按照谱范数稳定的充分必要条件是对于任意满足０≤τ≤τ０，０≤狀τ≤犜的格式成

立｜犌（τ，犽）｜≤１。

证明：格式（１０）中第１式的无条件稳定性。首先，令ω＝
τ
犺２
，狌犽犻＝狆

犽ｅｉω狓犻，则有

狆
犽＋１（犪ｅ－ｉω犺＋犫＋犪ｅｉω犺）＝狆

犽（犮ｅ－ｉω犺＋犱＋犮ｅｉω犺）。

利用欧拉公式ｅｉω犺＝ｃｏｓω犺＋ｉｓｉｎω犺，可得到狆
犽＋１（２犪ｃｏｓω犺＋犫）＝狆

犽（２犮ｃｏｓω犺＋犱）。

令μ狌＝λ１。则进一步可得到

狆
犽＋１＝

２ｃｏｓω犺
１

１２
＋
λ１
２
ω－
犉τ（ ）２４

＋
１０

１２
－λ１ω－

１０

２４
犉（ ）τ

２ｃｏｓω犺
１

１２
－
λ１
２
ω＋
犉τ（ ）２４

＋
１０

１２
＋ωλ１＋

１０

２４
犉（ ）τ
狆
犽。

最终可得到增长因子

犌（τ，犽）＝

１

６
ｃｏｓω犺＋

１０

１２
＋ωλ１（ｃｏｓω犺－１）－

犉τ
１２
（ｃｏｓω犺＋５）

１

６
ｃｏｓω犺＋

１０

１２
＋ωλ１（１－ｃｏｓω犺）＋

犉τ
１２
（ｃｏｓω犺＋５）

。

由此可见，｜犌（τ，犽）｜≤１。同理可证明格式（１０）的第２式也是无条件稳定的，故证得格式（１０）是无

条件稳定的，即说明线性子问题犛Ａ 的算法格式是稳定的。

引理１　对于任意的网格函数Ψ＝｛（狌犻，狏犻）
Ｔ
｜０≤犻≤犖－１｝满足 犛τ

，犺
Ａ Ψ ≤‖Ψ‖，其中，‖Ψ‖

２
＝

犺２ ∑
０≤犻≤犖－１

（狌２犻 ＋狏
２
犻）。

证明：由上述线性子问题犛Ａ 的算法格式是无条件稳定即可得。

１．３　非线性子问题的数值近似：犛犅→犛
τ，犺
犅

对于非线性子问题犛Ｂ，在时间上，采用ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ格式对其进行离散化得到

狌犽＋１犻 －狌犽犻

τ
＝－（狌狏２）犽＋

１
２＋犉，

狏犽＋１犻 －狏犽犻

τ
＝（狌狏２）犽＋

１
２

烍

烌

烎
。

（１１）

进一步化简得

狌犽＋１犻 －狌犽犻

τ
＝－

（狌狏２）犽＋１

２
－
（狌狏２）犽

２
＋犉，

狏犽＋１犻 －狏犽犻

τ
＝
（狌狏２）犽＋１

２
＋
（狌狏２）犽

２

烍

烌

烎
。

（１２）

根据ＲｕｂｉｎＧｒａｖｅｓ线性化技术
［１８］处理非线性部分狌狏２，即

（狌狏２）犽＋１＝（狌狏狏）犽＋１＝狌犽＋１（狏犽）２＋狌犽狏犽＋１狏犽＋狌犽狏犽狏犽＋１－２狌犽狏犽狏犽。 （１３）

结合式（１１）与式（１３）可得Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件下的非线性子问题的格式为

狌犽＋１犻 －狌犽犻

τ
＝－

１

２
（狏犽犻）

２狌犽＋１犻 ＋
１

２
（狏犽犻）

２狌犽犻－狌
犽
犻狏
犽
犻狏
犽＋１
犻 ＋犉，

狏犽＋１犻 －狏犽犻

τ
＝－

１

２
（狏犽犻）

２狌犽犻＋
１

２
（狏犽犻）

２狌犽＋１犻 ＋狌犽犻狏
犽
犻狏
犽＋１
犻

烍

烌

烎
。

（１４）

现使用“冻结系数”策略［１９］讨论格式（１４）的稳定性。由以下常数冻结（狏犽）２ 和狌犽狏犽 两项，即

θ１：＝ｍａｘ
０≤犽≤犕

ｍａｘ
０≤犻≤犖－１

｛（狏犽犻）
２｝，　　θ２：＝ｍａｘ

０≤犽≤犕
ｍａｘ

０≤犻≤犖－１

｛狌犽犻狏
犽
犻｝。

那么，式（１４）用矩阵可以表示为

犡狌犽＋１犻 ＝犢狌犽犻＋犣。 （１５）

式（１５）中：

狌犽犻 ＝
狌犽犻

狏犽
烄

烆

烌

烎犻
，　　犡＝

１＋
τ
２
θ１ τθ２

－
τ
２
θ１ １－τθ

烄

烆

烌

烎
２

，　　犢＝

１＋
τ
２
θ１ ０

０ １－
τ
２
θ

烄

烆

烌

烎
２

，　　犣＝
犉τ（ ）０ 。
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　　当１－τθ２＋
τ
２
θ１≠０时，矩阵犡可逆。于是有

犡－１犢＝
１

１－τθ２＋
τ
２
θ１

１＋
τ
２
θ１－τθ２－

τ
２

２
θ１θ２ －τθ２（１－

τ
２
θ２）

τ
２
θ１（１＋

τ
２
θ１） １－

τ
２
θ２＋

τ
２
θ１－

τ
２

４
θ１θ

烄

烆

烌

烎
２

。

记

犵１１＝１＋
τ
２
θ１－τθ２－

τ
２

２
θ１θ２，犵１２＝－τθ２ １－

τ
２
θ（ ）２ ，

犵２１＝
τ
２
θ１ １＋

τ
２
θ（ ）１ ，犵２２＝１－τ２θ２＋τ２θ１－τ

２

４
θ１θ２

烅

烄

烆
。

于是有

（犡－１犢）Ｔ（犡－１犢）＝
１

１－τθ２＋
τ
２
θ（ ）１

２

犵
２
１１＋犵

２
２１ 犵１１犵１２＋犵２１犵２２

犵１１犵１２＋犵２１犵２２ 犵
２
１２＋犵

２
２

烄

烆

烌

烎２

。

假设

τ≤
１

θ１－２θ２
。 （１６）

于是存在一个常数犆１，使得

犵
２
１１＋犵

２
２１＋ 犵１１犵１２＋犵２１犵２２

１－τθ２＋
τ
２
θ（ ）１

２ ≤
犵
２
１１＋犵

２
２１＋ 犵１１犵１２ ＋ 犵２１犵２２

１－τθ２＋
τ
２
θ（ ）１

２ ＝ １－

τ
２

２
θ１θ２

１＋τ
θ１
２
－θ（ ）

烄

烆

烌

烎
２

２

＋

τ
２

４

θ
２
１ １＋

τ
２
θ（ ）１

２

１＋τ
θ１
２
－θ（ ）（ ）２

２＋τ

θ２ １－
τ
２
θ（ ）２

１＋τ
θ１
２
－θ（ ）２

· １－

τ
２

２
θ１θ２

１＋τ
θ１
２
－θ（ ）２

＋

τ
２

θ１ １＋
τ
２
θ（ ）１

１＋τ
θ１
２
－θ（ ）２

· １＋

τ
２
θ２ １－

τ
２
θ（ ）１

１＋τ
θ１
２
－θ（ ）２

≤１＋犆１τ，

以及

犵１１犵１２＋犵２１犵２２ ＋犵
２
１２＋犵

２
２２

１－τθ２＋
τ
２
θ（ ）１

２ ≤
犵１１犵１２ ＋ 犵２１犵２２ ＋犵

２
１２＋犵

２
２２

１－τθ２＋
τ
２
θ（ ）１

２ ＝τ

θ２ １－
τ
２
θ（ ）２

１＋τ
θ１
２
－θ（ ）２

·

１－

τ
２

２
θ１θ２

１＋τ
θ１
２
－θ（ ）２

＋
τ
２

θ１ １＋
τ
２
θ（ ）１

１＋τ
θ１
２
－θ（ ）２

· １＋

τ
２
θ２ １－

τ
２
θ（ ）１

１＋τ
θ１
２
－θ（ ）２

＋

τ
２
θ
２
２ １－

τ
２
θ（ ）２

２

１＋τ
θ１
２
－θ（ ）（ ）２

２＋ １＋

τ
２
θ２ １－

τ
２
θ（ ）１

１＋τ
θ１
２
－θ（ ）

烄

烆

烌

烎
２

２

≤１＋犆１τ。

　　结合上述２个不等式，得到

犡－１犢 ２
２≤ （犡－１犢）Ｔ（犡－１犢） ∞≤１＋犆１τ。 （１７）

式（１７）中：‖犡‖２ 和‖犡‖∞是犡的２范数和∞范数。

因此，通过式（１５）和式（１７）有定理２。

引理２　在式（１６）的条件下，对于任何一种网格剖分方法犝＝｛（狌犻，狏犻）
Ｔ
｜０≤犻≤犖－１｝，有

犛τ
，犺
Ｂ犝 ≤ １＋犆１槡 τ‖犝‖。

结合式（１）、（１０）、（１４），可以得到Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件下ＧｒａｙＳｃｏｔｔ方程的高效４阶算子分裂格式
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犝＝犃－１犅
τ（ ）２ 犝犽，

犞＝犆－１犇
τ（ ）２ 犞犽，

犝－犝

τ
＝－

１

２
（犞）２犝－犝犞犞＋

１

２
（犞）２犝＋犉，

犞－犞

τ
＝
１

２
（犞）２犝＋犝犞犞－

１

２
（犞）２犝，

犝犽＋１＝犃－１犅
τ（ ）２ 犝，

犞犽＋１＝犆－１犇
τ（ ）２ 犞

烍

烌

烎
。

（１８）

式（１８）中：（犝，犞）和（犝，犞）均是中间变量；犉＝犉（１，…，１）Ｔ。

根据式（４），算法（１８）也可表示为

Φ
犿＋１＝犛

τ
２
，犺

Ａ 犛
τ，犺
Ｂ犛

τ
２
，犺

Ａ Φ
犿。

上式中：Φ
犿＝（犝犿，犞犿）Ｔ 是格式（１８）在时间狋犿 处的数值解；犛

τ
２
，犺

Ａ 和犛τ
，犺
Ｂ 分别是犛Ａ 和犛Ｂ 的数值近似。

注　在条件（１６）的情况下，可以验证矩阵犡的行列式满足｜犡｜＝１－τθ２＋
τ
２
θ１，｜犡｜∈

１

２
，（ ）３２ ，因

此，犡为可逆矩阵。

２　稳定性和收敛性理论分析

２．１　稳定性分析

定理２　在条件（１６）的情况下，对于问题（１）的算子分裂格式（１７）是稳定的，有

Φ
犽＋１

≤ｅ
犆
１
犜

２ Φ
０ 。 （１９）

证明：由引理１及引理２，有

Φ
犽＋１ ＝ 犛

τ
２
，犺

Ａ 犛
τ，犺
Ｂ犛

τ
２
，犺

Ａ Φ
犽
≤ 犛

τ，犺
Ｂ犛

τ
２
，犺

Ａ Φ
犽
≤ １＋犆１槡 τ 犛

τ
２
，犺

Ａ Φ
犽
≤ １＋犆１槡 τ Φ

犽
≤ｅ

犆
１
犜

２ Φ
０ 。

定理２证明完毕。

２．２　收敛性分析

假设所研究模型（２）在Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件下的解狌（狓，狋）与狏（狓，狋）满足正则性条件

狌（狓，狋）∈犎
３（０，犜；犎犛（Ω）），　　狏（狓，狋）∈犎

３（０，犜；犎犛（Ω）），　　犛＞１。 （２０）

需要以下引理从而证明格式的收敛性。

引理３　对于任意函数狌，狏∈犎
３（０，犜；犎２（Ω）），成立不等式

犐犺犛Ａ（τ）狌－犛
τ，犺
Ａ犐

犺狌 ≤犆２τ（τ
２＋犺４）。

上式中：狌＝（狌，狏）Ｔ；犆２ 是与τ、犺无关的正常数。

证明：由于式（９）是基于时间上的二阶ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ格式及空间上的４阶紧致差分格式得到的，

因此，可得引理３的结论。

引理４　对于任意函数狌、狏满足狌，狏∈犎
３（０，犜；犔２（Ω）），可得到结论

犐犺犛Ｂ（τ）狌－犛
τ，犺
Ｂ犐

犺狌 ≤犆３τ
３。

证明：由于式（１３）是基于时间上的二阶ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ格式与二阶ＲｕｂｉｎＧｒａｖｅｓ线性化得到的，

因此，可以得到引理４的结论。

定义狌
︶
（狓，狋）＝（狌

︶
（狓，狋），狏

︶
（狓，狋））Ｔ 为算子分裂方案（４）的精确解，可得整体收敛性结论如下。

定理３　设狌
犽＝（狌（狋犽），狏（狋犽））

Ｔ 与Φ
犽＝（犝犽，犞犽）Ｔ 分别是方程（１）在Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件下与算法

（１８）在时间节点狋犽 处的解，则在满足式（１６）及式（２０）的正则性条件下，可以得到结论

Φ
犽＋１－犐犺狌犽＋１ ≤犆（τ

２＋犺４）。

上式中：犆是正常数。
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证明：对于０≤犽≤犕，成立不等式

Φ
犽＋１－犐犺狌犽＋１ ≤ Φ

犽＋１－犐犺狌
︶
犽＋１ ＋ 犐犺狌

︶
犽＋１－犐犺狌犽＋１ 。 （２１）

根据文献［２０］可得到

犐犺狌
︶
犽＋１－犐犺狌犽＋１ ≤犆４τ

２。 （２２）

式（２２）中：犆４ 是正常数。

根据引理１与引理３，式（２１）右侧的第１项满足

Φ
犽＋１
－犐

犺狌
︶
犽＋１

＝ 犛
τ
２
，犺

Ａ 犛
τ，犺
Ｂ犛

τ
２
，犺

Ａ Φ
犽
－犐

犺犛Ａ
τ（ ）２ 犛Ｂ（τ）犛Ａ τ（ ）２ 狌

︶
犽
≤

犛
τ
２
，犺

Ａ 犛
τ，犺
Ｂ犛

τ
２
，犺

Ａ Φ
犽
－犛

τ
２
，犺

Ａ 犐
犺犛Ｂ（τ）犛Ａ

τ（ ）２ 狌
︶
犽
＋

犛
τ
２
，犺

Ａ 犐
犺犛Ｂ（τ）犛Ａ

τ（ ）２ 狌
︶
犽
－犐

犺犛Ａ
τ（ ）２ 犛Ｂ（τ）犛Ａ τ（ ）２ 狌

︶
犽
≤

犛τ
，犺
Ｂ犛

τ
２
，犺

Ａ Φ
犽
－犐

犺犛Ｂ（τ）犛Ａ
τ（ ）２ 狌

︶
犽
＋犆２τ（τ

２
＋犺

４）。 （２３）

再根据引理２与引理４，式（２３）中的第１项满足

犛τ
，犺
Ｂ犛

τ
２
，犺

Ａ Φ
犽
－犐

犺犛Ｂ（τ）犛Ａ
τ（ ）２ 狌

︶
犽
≤ 犛

τ，犺
Ｂ犛

τ
２
，犺

Ａ Φ
犽
－犛

τ，犺
Ｂ犐

犺犛Ａ
τ（ ）２ 狌

︶
犽
＋

犛τ
，犺
Ｂ犐

犺犛Ａ
τ（ ）２ 狌

︶
犽
－犐

犺犛Ｂ（τ）犛Ａ
τ（ ）２ 狌

︶
犽
≤

１＋犆１槡 τ 犛
τ
２
，犺

Ａ Φ
犽
－犐

犺犛Ａ
τ（ ）２ 狌

︶
犽
＋犆３τ

３。 （２４）

　　再次利用引理１与引理３，可得到

犛
τ
２
，犺

Ａ Φ
犽
－犐

犺犛Ａ
τ（ ）２ 狌

︶
犽
≤ 犛

τ
２
，犺

Ａ Φ
犽
－犛

τ
２
，犺

Ａ 犐
犺狌
︶
犽
＋ 犛

τ
２
，犺

Ａ 犐
犺狌
︶
犽
－犐

犺犛Ａ
τ（ ）２ 狌

︶
犽
≤

Φ
犽
－犐

犺狌
︶
犽
＋犆２τ（τ

２
＋犺

４）。 （２５）

结合式（２３）～（２５）可得式（２１）右侧的第１项满足

Φ
犽＋１
－犐

犺狌
︶
犽＋１

≤ １＋犆１槡 τ Φ
犽
－犐

犺狌
︶
犽
＋（１＋犆１槡 τ＋１）犆２τ（τ

２
＋犺

４）＋犆３τ
３。 （２６）

结合 Φ
０－犐犺狌

︶
０ ＝０，可由Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式得到

Φ
犽＋１－犐犺狌

︶
犽＋１

≤犆（τ
２＋犺４）。 （２７）

最后，结合式（２１）、（２２）、（２７）可以证明

Φ
犽＋１－犐犺狌犽＋１ ≤犆（τ

２＋犺４）。

定理证明完毕。

３　数值算例

３．１　符号说明

通过具体的数值算例验证４阶高精度算子分裂格式的收敛阶和稳定性。为便于分析，对符号进行

解释，即

Ｅｒｒ∞＝ ｍａｘ
１≤犻≤犖，１≤犽≤犕

狌（狓犻，狋犽）－狌
犽
犻 ，

Ｅｒｒ２＝槡犺 ∑
犖

犻＝１

（狌（狓犻，狋犽）－狌
犽
犻）槡
２。

在验证格式的高效性及有效性时，通过如下原则进行考虑。

假设Ｅｒｒ∞（τ，犺）＝犗（τ
狉＋犺狊），考虑空间精度，当时间剖分网格加密到一定程度，即τ取值充分小时，

满足Ｅｒｒ∞（犺）＝犮１犺
狊，且有狊≈ｌｏｇ２

Ｅｒｒ∞（τ，犺１）

Ｅｒｒ∞（τ，犺２）
成立。

考虑时间精度，当空间剖分网格加密到一定程度，即犺取值充分小时，满足Ｅｒｒ∞（τ）＝犮２τ
狉，有狉≈

ｌｏｇ２
Ｅｒｒ∞（τ１，犺）

Ｅｒｒ∞（τ２，犺）
成立。
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３．２　收敛性验证

要验证数值格式（１８）的收敛性，考虑初始条件

狌０（狓）＝ｃｏｓ（２．５π狓），　　狓∈［－１，１］，

狏０（狓）＝ｃｏｓ（２．５π狓），　　狓∈［－１，１
｛ ］。

首先，考虑空间方向阶数，参数选取μ狌＝１、μ狏＝１、犉＝１、κ＝１。固定时间剖分犕＝３０００，时间方向

的区间犜＝０．１，犝、犞 的空间收敛阶分别如表１、２所示。由表１、２可知：空间方向接近４阶精度，与理论

分析一致。

表１　犝 的空间收敛阶（犜＝０．１，犕＝３０００）

Ｔａｂ．１　Ｓｐａｔｉａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｒａｔｅｏｆ犝 （犜＝０．１，犕＝３０００）

犖 犝Ｅｒｒ∞ Ｒａｔｅ 犝Ｅｒｒ２ Ｒａｔｅ

４ １．１４４５ － １．３４９６ －

８ ６．４０４７×１０－２ ４．２２７３ ６．７９４８×１０－２ ４．４５６７

１６ ３．９２９９×１０－３ ４．０３７０ ３．５７１３×１０－３ ４．３６１９

３２ ２．８３４８×１０－４ ３．７２３３ ２．２８２６×１０－４ ３．９５５５

表２　犞 的空间收敛阶（犜＝０．１，犕＝３０００）

Ｔａｂ．２　Ｓｐａｔｉａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｒａｔｅｏｆ犞 （犜＝０．１，犕＝３０００）

犖 犞Ｅｒｒ∞ Ｒａｔｅ 犞Ｅｒｒ２ Ｒａｔｅ

４ ２．５７８７ － ２．３０７２ －

８ ７．７１９５×１０－２ ５．７７９７ ７．３２４４×１０－２ ５．６１２５

１６ ４．０３７４×１０－３ ４．３７２６ ４．０２８７×１０－３ ４．２６３９

３２ ２．４４３２×１０－４ ４．０６５１ ２．４３８７×１０－４ ４．０６４５

　　然后，考虑时间方向阶数，参数选取μ狌＝０．０１、μ狏＝１、犉＝０．０３、κ＝０．０６２。固定空间剖分 犖＝

３０００、犜＝１，犝、犞 的时间收敛阶分别如表３、４所示。由表３、４可知：随着网格的加密，最大误差和犔２

误差均逐渐减小，且时间方向接近２阶精度，与理论分析一致。

表３　犝 的时间收敛阶（犜＝１，犖＝３０００）

Ｔａｂ．３　Ｔｅｍｐｏｒａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｒａｔｅｏｆ犝 （犜＝１，犖＝３０００）

犕 犝Ｅｒｒ∞ Ｒａｔｅ 犝Ｅｒｒ２ Ｒａｔｅ

１０ ５．１７６８×１０－１ － ３．３６７７×１０－１ －

２０ １．４２７４×１０－１ １．９０４４ ９．０８９３×１０－２ １．９２４９

４０ ３．５３６１×１０－２ ２．００９１ ２．３００８×１０－２ １．９８７６

８０ ８．７５０５×１０－３ ２．０１０２ ５．７６００×１０－３ １．９９８６

表４　犞 的时间收敛阶（犜＝１，犖＝３０００）

Ｔａｂ．４　Ｔｅｍｐｏｒａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｒａｔｅｏｆ犞 （犜＝１，犖＝３０００）

犕 犞Ｅｒｒ∞ Ｒａｔｅ 犞Ｅｒｒ２ Ｒａｔｅ

１０ １．０５３２ － ６．２３３８×１０－１ －

２０ ２．５７８２×１０－１ ２．０２１１ １．７３１８×１０－１ １．８９７３

４０ ５．８９５８×１０－２ ２．０９１２ ４．４４５９×１０－２ １．９７３６

８０ １．４１５６×１０－２ ２．０４０８ １．１１９７×１０－２ １．９９２６

４　结束语

提出求解ＧｒａｙＳｃｏｔｔ模型高效的算子分裂方法，并对其进行严格的理论分析，得到时间具有２阶

精度、空间具有４阶精度的数值方法。数值实验的结果表明，该方法具有良好的稳定性与有效性。
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ｅｎｃｅ．２６１．５１１８．１８９．

［１２］　ＤＯＥＬＭＡＮＡ，ＧＡＲＤＮＥＲＲＡ，ＫＡＰＥＲＴＪ．Ｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｏｆｓｉｎｇｕｌａｒｐａｔｔｅｒｎｓｉｎｔｈｅ１ＤＧｒａｙＳｃｏｔｔｍｏｄｅｌ：

Ａｍａｔｃｈｅｄａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｓａｐｐｒｏａｃｈ［Ｊ］．ＰｈｙｓｉｃａＤ：ＮｏｎｌｉｎｅａｒＰｈｅｎｏｍｅｎａ，１９９８，１２２（１／２／３／４）：１３６．ＤＯＩ：１０．１０１６／

Ｓ０１６７２７８９（９８）００１８０８．

［１３］　ＷＡＮＧＴｉｎｇｔｉｎｇ，ＳＯＮＧＦａｎｇｙｉｎｇ，ＷＡＮＧＨｏｎｇ，犲狋犪犾．ＦｒａｃｔｉｏｎａｌＧｒａｙＳｃｏｔｔｍｏｄｅｌ：Ｗｅｌｌｐｏｓｅｄｎｅｓｓ，ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａ

ｔｉｏｎ，ａｎｄｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＣｏｍｐｕｔｅｒＭｅｔｈｏｄｓｉｎＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓａｎｄＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２０１９，３４７：１０３０１０４９．ＤＯＩ：

１０．１０１６／ｊ．ｃｍａ．２０１９．０１．００２．

［１４］　ＺＨＡＮＧＨｕｉ，ＪＩＡＮＧＸｉａｏｙｕｎ，ＺＥＮＧＦａｎｈａｉ，犲狋犪犾．ＡｓｔａｂｉｌｉｚｅｄｓｅｍｉｉｍｐｌｉｃｉｔＦｏｕｒｉｅｒｓｐｅｃｔｒａｌｍｅｔｈｏｄｆｏｒｎｏｎｌｉｎｅａｒ

ｓｐａｃｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｒｅａｃｔｉｏｎｄｉｆｆｕｓｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＰｈｙｓｉｃｓ，２０２０，４０５：１０９１４１．ＤＯＩ：１０．

１０１６／ｊ．ｊｃｐ．２０１９．１０９１４１．

［１５］　ＺＨＡＩＳｈｕｙｉｎｇ，ＷＥＮＧＺｈｉｆｅｎｇ，ＺＨＵＡＮＧＱｉｎｇｑｕ，犲狋犪犾．Ａｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｏｐｅｒａｔｏｒｓｐｌｉｔｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄｂａｓｅｄｏｎｓｐｅｃｔｒａｌ

ｄｅｆｅｒｒｅｄｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌＧｒａｙＳｃｏｔｔｍｏｄｅｌ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌａｎｄＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，

２０２３，４２５：１１４９５９．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｃａｍ．２０２２．１１４９５９．

［１６］　ＳＴＲＡＮＧＧ．Ｏｎｔｈｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎａｎｄｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｓ［Ｊ］．ＳＩＡＭＪｏｕｒｎａｌｏｎＮｕｍｅｒｉｃａｌＡｎａｌｙｓｉｓ，

１９６８，５（３）：５０６５１７．ＤＯＩ：１０．１１３７／０７０５０４１．

［１７］　ＬＡＤＩＣＳＴ．Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｏｐｅｒａｔｏｒｓｐｌｉｔｔｉｎｇｉｎｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｒｅａｃｔｉｏｎｄｉｆｆｕｓｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｃ］∥ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｉｎＡｐ

ｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ．Ｂｅｒｌｉｎ：ＷＩＬＥＹＶＣＨ Ｖｅｒｌａｇ，２００７：２０２０１３５２０２０１３６．ＤＯＩ：１０．１００２／ｐａｍｍ．

２００７０１０１７．

［１８］　ＲＵＢＩＮＳＧ，ＧＲＡＶＥＳＲＡ．Ｖｉｓｃｏｕｓｆｌｏｗｓｏｌｕｔｉｏｎｓｗｉｔｈａｃｕｂｉｃｓｐｌｉｎｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ＆Ｆｌｕｉｄｓ，

１９７５，３（１）：１３６．ＤＯＩ：１０．１０１６／００４５７９３０（７５）９０００６７．

［１９］　ＰＥＲＯＶＡＩ，ＫＯＳＴＲＵＢＩＤ，ＫＡＶＥＲＩＮＡＶＫ．ＭｅｔｈｏｄｏｆｆｒｏｚｅｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｉｎＨｌｄｅｒｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ

Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ，２０２１，５７（５）：５８７５９３．ＤＯＩ：１０．１１３４／Ｓ００１２２６６１２１０５００３７．

［２０］　ＤＵＱｉａｎｇ，ＪＵＬｉｌｉ，ＬＩＸｉａｏ，犲狋犪犾．ＳｔａｂｉｌｉｚｅｄｌｉｎｅａｒｓｅｍｉｉｍｐｌｉｃｉｔｓｃｈｅｍｅｓｆｏｒｔｈｅｎｏｎｌｏｃａｌＣａｈｎＨｉｌｌｉａｒｄｅｑｕａｔｉｏｎ

［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＰｈｙｓｉｃｓ，２０１８，３６３：３９５４．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｊｃｐ．２０１８．０２．０２３．
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