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　　　犚狅狆犲狉犛狌犳犳狉犻犱犵犲算子和ε星形映照
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（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　应用正定二次型构造比复单位球犅狀 更广泛的区域，并在该域上利用双曲度量证明了ＲｏｐｅｒＳｕｆｆｒｉｄｇｅ

算子保凸性、保星形和保ε星形性。该结果丰富了已有ＲｏｐｅｒＳｕｆｆｒｉｄｇｅ算子的研究，给出了推广ＲｏｐｅｒＳｕｆ

ｆｒｉｄｇｅ算子的不一样思路。
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１　记号与概念

记犇犆为单位圆盘，犅
狀＝ 狕＝ （狕１，狕２，…，狕狀）∈犆

狀：∑
狀

犽＝１

狕犽
２
＜｛ ｝１ 为狀维复线性空间犆狀 中的

复单位球。当狀＝１时，犅１＝犇。

设Ω犆
狀，若对于任意的狕，狑∈Ω和狋∈［０，１］，均有（１－狋）狕＋狋狑∈Ω，则称域Ω为凸域。若０∈Ω，且

对于任意的狕，狑∈Ω和狋∈［０，１］，均有（１－狋）狕∈Ω，则称域Ω为关于原点的星形域。又设ε∈［０，１］，若

对于任意的狕，狑∈Ω和狋∈［０，１］，均有（１－狋）狕＋ε狋狑∈Ω，则称域Ω为ε星形域。不难看出，１星形域就

是凸域，０星形域就是星形域，故ε星形域统一处理了凸域与星形域。

设犳：犅
狀
→犆

狀 是双全纯映照，若犳（０）＝０，犑犳（０）＝犐狀，则称犳是正规化的，其中，犑犳（０）是犳在狕＝０

处的Ｊａｃｏｂｉ矩阵；犐狀 是狀 阶单位矩阵。记犛（犅
狀）为犅狀 上的所有正规化双全纯映照的集合。分别用

犓（犅狀），犛（犅狀），犈
ε （犅

狀）表示犅狀 上的正规化双全纯凸映照、星形映照和ε星形映照，即

犓（犅狀）＝ 犳∈犛（犅
狀）：犳（犅

狀）｛ ｝是凸域 ，
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犛（犅狀）＝ 犳∈犛（犅
狀）：犳（犅

狀）｛ ｝是星形域 ，

犈
ε （犅

狀）＝ 犳∈犛（犅
狀）：犳（犅

狀）是ε?｛ ｝星形域 。

不难看出，当０≤ε１≤ε２≤１时，有如下关系成立：

犓（犅狀）犈
ε２
（犅狀）犈

ε１
（犅狀）犛（犅

狀）。

２　犚狅狆犲狉犛狌犳犳狉犻犱犵犲算子和主要结果

１９９５年，Ｒｏｐｅｒ等
［１］引入算子

Φ狀（犳）（狕）＝犉（狕）＝ 犳（狕１），犳′（狕１槡 ）狕（ ）０ 。

其中：犳是犇 上的双全纯函数，狕＝（狕１，狕０）∈犅
狀，狕０＝（狕２，狕３，…，狕狀）∈犆

狀－１，幂函数取 犳′（０槡 ）＝１的解析

单值分支。

现称该算子为ＲｏｐｅｒＳｕｆｆｒｉｄｇｅ算子，具有以下３个重要性质：

１）若犳∈犓（犇），则犉∈犓（犅
狀）；

２）若犳∈犛（犇），则犉∈犛（犅
狀）；

３）若犳∈犈
ε （犇），则犉∈犈


ε （犅

狀）。

Ｒｏｐｅｒ等
［１］首次证明了性质１）。之后，Ｇｒａｈａｍ等

［２］简化了性质１）的证明，并证明了性质２）。Ｇｏｎｇ

等［３］引入了ε星形映照，推广了ＲｏｐｅｒＳｕｆｆｒｉｄｇｅ算子，解决了Ｇｒａｈａｍ等
［２］的公开问题，并给出了性质

３）的证明。王建飞等
［４］给出了性质３）的简洁证明。由于对犆狀 上具体凸映照、星形映照和ε星形映照的

研究较少，而用ＲｏｐｅｒＳｕｆｆｒｉｄｇｅ算子可构造出许多这样的映照。这引起多复变专家研究 ＲｏｐｅｒＳｕｆ

ｆｒｉｄｇｅ算子的兴趣
［５１４］。因此，本文研究ＲｏｐｅｒＳｕｆｆｒｉｄｇｅ算子在比犅

狀 更广泛的域上的保凸性、保星形

和保ε星形性，所得主要结果如下。

定理１　假设犃为狀－１阶实对称正定矩阵。记

犎犃（狕０）＝（｜狕２｜，｜狕３｜，…，｜狕狀｜）犃（｜狕２｜，｜狕３｜，…，｜狕狀｜）
Ｔ。

若犳∈犈

ε （犇），则

Φ狀（犳）（狕）＝犉（狕）＝ 犳（狕１），犳′（狕１槡 ）狕（ ）０ ∈犈
ε （Ω犃）。

其中：狕０＝（狕２，狕３，…，狕狀）∈犆
狀－１，Ω犃＝ （狕１，狕０）∈犆

狀：｜狕１｜
２＋犎犃（狕０）＜｛ ｝１ ，幂函数取 犳′（０槡 ）＝１的解析

单值分支。

注１　若犃＝犐狀－１，则Ω犃＝犅
狀，此时，定理１退化为性质３）。

注２　当ε＝１时，定理１表明犳∈犓（犇），则犉∈犓（Ω犃）；当ε＝０时，定理１表明犳∈犛
（犇），则犉∈

犛（Ω犃）。

３　双曲度量的基本知识

证明定理１，需要引入双曲度量，给出双曲度量的定义及其重要性质。

定义１
［５，１５］设Ω犆单连通域，犳：犇→Ω为双全纯函数且犳（犇）＝Ω。那么，称

λΩ（狕）｜ｄ狕｜＝
｜ｄ狑｜

（１－｜狑｜
２）｜犳′（狑）｜

，　　狕＝犳（狑），　狑∈犇

为Ω上的双曲度量。不难看出，λΩ（狕）与犳的选择无关。特别地，λ犇（狕）｜ｄ狕｜＝
｜ｄ狕｜
１－｜狕｜

２
。

双曲度量有以下２个重要性质
［１５］．

１）共形不变性。设Ω１，Ω２犆为单连通域，犳：Ω１→Ω２ 双全纯且犳（Ω１）＝Ω２，则

λΩ１（狕）＝λΩ２（犳（狕））｜犳′（狕）｜，　　狕∈Ω１。

２）ＳｃｈｗａｒｚＰｉｃｋ估计。设Ω犆是单连通域。若犳：犇→Ω为全纯的，则

λΩ（犳（狕））｜犳′（狕）｜≤
１

１－｜狕｜
２
，　　狕∈犇。

特别地，若Ω＝犇，则｜犳′（狕）｜≤
１－｜犳（狕）｜

２

１－｜狕｜
２
，即为犇上的ＳｃｈｗａｒｚＰｉｃｋ引理。
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关于ε星形域，有引理１
［４］。

引理１
［４５］
　假设犌犆为ε星形域 （ε∈［０，１］），则对于任意的狕１，狕２∈犌和狋∈［０，１］，恒有

１

λ犌 （１－狋）狕１＋ε狋狕（ ）２
≥
１－狋

λ犌（狕１）
＋
ε狋

λ犌（狕２）
。

特别地，当ε＝１时，引理１表示
１

λ犌（狕）
是犌上的凹函数，该结果首次由Ｇｕｓｔａｆｓｓｏｎ

［１６］发现。

４　主要结果的证明

定理１的证明：令

狌１＝犳（狕１），

狌０＝ 犳′（狕１槡 ）狕０
烅
烄

烆 ，

其中，狌０＝（狌２，狌３，…，狌狀）。

于是

狌１＝犳（狕１），

犎犃（狌０）＝｜犳′（狕１）｜犎犃（狕０
｝）。 （１）

记犌＝犳（犇），由双曲度量的共形不变性，有

λ犌（犳（狕１））｜犳′（狕１）｜＝
１

１－｜狕１｜
２
。 （２）

由式（１），（２）可知，

λ犌（狌１）
犎犃（狌０）

犎犃（狕０）
＝

１

１－｜狕１｜
２
，

即犎犃（狌０）λ犌（狌１）＝犎犃（狕０）
１

１－｜狕１｜
２＜１。于是，犎犃（狌０）－

１

λ犌（狌１）
＜０。表明域犉（Ω犃）为

槇
Ω＝犉（Ω犃）＝ 犉（狕）：狕∈Ω｛ ｝犃 ＝ （狌１，狌０）：犎犃（狌０）－

１

λ犌（狌１）
＜｛ ｝０ 。 （３）

要证明犉∈犈

ε （Ω犃），只需证明

槇
Ω为ε星形域。即证明对于任意的（狌１，狌０），（狏１，狏０）∈

槇
Ω和狋∈［０，

１］，均有

（１－狋）（狌１，狌０）＋ε狋（狏１，狏０）∈
槇
Ω。

事实上，由引理１可得

－
１

λ犌 （１－狋）狌１＋ε狋狏（ ）１
≤－

１－狋

λ犌（狌１）
－
ε狋

λ犌（狏１）
。 （４）

另一方面，由于犃 是实对称正定矩阵，从而 犎犃（狕０）＝（｜狕２｜，｜狕３｜，…，｜狕狀｜）犃（｜狕２｜，｜狕３｜，…，

｜狕狀｜）
Ｔ 为犚狀－１上的凸函数。于是

犎犃（（１－狋）狌０＋ε狋狏０）≤（１－狋）犎犃（狌０）＋狋犎犃（ε狏０）≤ （１－狋）犎犃（狌０）＋ε
２狋犎犃（狏０）≤

（１－狋）犎犃（狌０）＋ε狋犎犃（狏０）。
（５）

　　由式（３）～（５）可得

犎犃 （１－狋）狌０＋ε狋狏（ ）０ －
１

λ犌 （１－狋）狌１＋ε狋狏（ ）１
≤ （１－狋）犎犃（狌０）＋ε狋犎犃（狏０）－

１－狋

λ犌（狌１）
－
ε狋

λ犌（狏１）
＝

１－（ ）狋 犎犃（狌０）－
１

λ犌（狌１（ ））＋ε狋 犎犃（狏０）－
１

λ犌（狏１（ ））＜０。
于是有（１－狋）（狌１，狌０）＋ε狋（狏１，狏０）∈犉（Ω犃）。故犉∈犈


ε （Ω犃）。

５　主要结果的应用

为说明定理１的结果比单位球犅狀 的结果更广泛，现给出狀＝３的结果。取犃＝
１ 犪

犪（ ）１ ，犪∈犚且
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｜犪｜＜１，则犃是实对称正定矩阵。此时，

犎犃（狕２，狕３）＝｜狕２｜
２＋２犪｜狕２狕３｜＋｜狕３｜

２，

Ω犃＝｛（狕１，狕２，狕３）∈犆：｜狕１｜
２＋｜狕２｜

２＋｜狕３｜
３＋２犪｜狕２狕３｜＜１｝。

应用定理１，可得推论１。

推论１　设犪∈犚且｜犪｜＜１，若犳∈犈
ε （犇），则

Φ３（犳）（狕）＝犉（狕）＝ 犳（狕１），犳′（狕１槡 ）狕２，犳′（狕１槡 ）狕（ ）３ ∈犈
ε （Ω犃），

其中，Ω犃＝ （狕１，狕２，狕３）∈犆：｜狕１｜
２＋｜狕２｜

２＋｜狕３｜
３＋２犪｜狕２狕３｜＜｛ ｝１ ，幂函数取 犳′（０槡 ）＝１的解析单值分

支。特别地，若犪＝０，则Ω犃＝犅
３。
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