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摘要：　知识空间理论（ＫＳＴ）是一种研究教育规律的科学方法，而粗糙集理论 （ＲＳＴ）是分析不确定性的重要

数学框架。经过四十年的发展，这两种理论均取得一系列研究成果。文中分别梳理了知识空间理论与粗糙集

理论的重要进展，以及近年来两者交叉研究的成果，分析了当前研究中存在的关键科学问题，并提出未来可能

的重要研究方向。
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知识空间理论（ｋｎｏｗｌｅｄｇｅｓｐａｃｅｔｈｅｏｒｙ，ＫＳＴ）是由比利时数学心理学家Ｄｏｉｇｎｏｎ和美国数学心理

学家Ｆａｌｍａｇｎｅ于１９８５年提出的一种旨在用于知识评估的数学理论
［１］。ＫＳＴ基于教育学和心理学等

理论建立了一整套研究背景和意义非常明确的数学框架。这是一种有效的研究教育的数学理论，它不

仅对教育评估和个性化学习有着深远的影响，还在计算机自适应教育认知诊断等领域展现出广泛的应
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用。知识空间理论最成功的应用之一是人工智能学习和评估系统（ａｓｓｅｓｓｍｅｎｔａｎｄｌｅａｒｎｉｎｇｉｎｋｎｏｗｌ

ｅｄｇｅｓｐａｃｅ，ＡＬＥＫＳ）
［２］，目前已有超过２５００万名学生通过该系统学习数学、化学、统计和会计学等学

科。ＫＳＴ已成为辅助学习和自适应测试等领域中
［３６］的重要理论。知识空间理论的初始发展源于纯粹

行为主义视角，其核心目标在于形式化个体知识表征体系，随着后面概念化个体的内在能力，知识空间

理论突破了单纯行为解释的局限。区别于粗糙集理论的核心研究聚焦于对近似算子的关注，以及特定

集合的上、下近似特性分析，知识空间理论着重研究特定集合构成的结构化系统。

知识结构（ｋｎｏｗｌｅｄｇｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅ）是知识空间理论中的核心概念，它为构建领域知识关联框架及评

估学习者知识掌握程度提供了理论基础。经典的知识结构采用二元评价模式（完全正确／不正确），并以

此发展出了一套成熟有效的理论。随着研究的深入，有研究者认为二元评价模式虽适用于简单问题评

估，却难以准确反映复杂问题的部分掌握状态（如８０％正确率）。针对教育学领域多维评价需求，学者

提出多分知识结构（ｐｏｌｙｔｏｍｏｕｓｋｎｏｗｌｅｄｇｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅ，ＰＫＳ）的概念
［７９］，通过引入多值响应机制（如

Ｌｉｋｅｒｔ五级评分法
［１０］）来实现评估维度的扩展。这种拓展不仅适用于传统认知评估，还可应用于心理咨

询、态度测量等多元场景。通过设置多级响应值（如完全同意至完全不同意），使评价体系能更精准地

反映个体实际认知水平。知识结构的有效构建不仅是该领域的关键研究课题，更是实现个性化学习路

径规划的前提。

１　构建知识结构的基本方法

本节梳理了构建知识结构（二分）与多分知识结构的常用方法。为了讨论方便，用犙表示非空问题

集，即知识域（ｄｏｍａｉｎ），犛表示非空技能集，犓表示由知识状态犓（犓犙）构成的集族，且犓中至少包含

和犙，（犙，犓）表示知识结构。满足并封闭的知识结构为知识空间（ｋｎｏｗｌｅｄｇｅｓｐａｃｅ），满足交封闭的知

识结构为简单闭包空间（ｓｉｍｐｌｅｃｌｏｓｕｒｅｓｐａｃｅ），既满足并封闭又满足交封闭的知识结构为拟序空间

（ｑｕａｓｉｏｒｄｉｎａｌｓｐａｃｅ）。

１．１　知识结构的构建方法

知识结构的构建方法通常有专家问询法、数据驱动法、技能映射等方法。

基于专家问询法（ｑｕｅｒｙ）构建知识结构的研究可追溯至知识空间理论的发展早期。Ｆａｌｍａｇｎｅ等
［１１］

于１９９０年系统阐述了知识空间理论，首次提出通过专家咨询构建领域知识结构的可行性。在此基础

上，Ｋｏｐｐｅｎ等
［１２１３］确立了专家主导的构建范式，强调通过结构化问题序列获取专家对领域内问题关联

性的专业判断。Ｋａｍｂｏｕｒｉ等
［１４］进一步完善了该范式的理论基础，建立了专家响应与知识空间的映射

机制。为提高构建效率，Ｄｏｗｌｉｎｇ
［１５］通过逻辑推理机制优化问询流程，显著减少了冗余判断需求。针对

专家判断可能存在的误差问题，Ｃｏｓｙｎ等
［１６］提出的ＰＳＱｕｅｒｙ机制通过错误处理算法有效控制了判断

失误对知识空间的影响。值得关注的是，Ｓｔｅｆａｎｕｔｔｉ等
［１７］创新性地提出增量式扩展算法，实现了已有知

识空间向新问题域的高效拓展，避免了重复性问询过程。

数据驱动型知识结构构建方法通过统计建模实现潜在认知状态的逆向推导。其核心范式通常遵循

三阶段建模框架：１）构建候选知识结构集；２）基于拟合准则测试筛选模型；３）确定最优拟合模型
［１８］。

该方法假设观测数据由潜在真实知识结构与随机误差的叠加而成，其核心挑战在于同步推断知识结构

与响应误差概率。现有的研究可分为两个分支。其中一个分支是将特定属性赋予数据底层的知识结

构，典型技术包括基于问卷的布尔分析与项目树分析（ｉｔｅｍｔｒｅｅａｎａｌｙｓｉｓ，ＩＴＡ）。如Ｓｃｈｒｅｐｐ
［１９］验证了

布尔分析在二值问卷分析中的有效性，Ｔｈｅｕｎｓ等
［２０］则基于共生矩阵构建知识结构。针对ＩＴＡ方法，

Ｓｃｈｒｅｐｐ
［２１］提出的ＩＴＡ算法通过优化推测关系筛选机制降低结构偏差，Ｓａｒｇｉｎ等

［２２］发展的归纳式

ＩＴＡ（ＩＩＴＡ）进一步提升了模型稳健性。另一个分支是不施加任何限制，仅将观察到的响应模式作为构

建结构的知识状态。如Ｃｈｉｕｓｏｌｅ等
［２３］提出的犽ｓｔａｔｅｓ方法突破观测模式限制，通过改进犽ｍｏｄｅｓ聚类

算法［２４］实现潜在知识状态的增量式提取。

基于技能映射的知识结构构建方法利用项目（ｉｔｅｍ）与技能（ｓｋｉｌｌ）间的逻辑关系建立技能映射

（ｓｋｉｌｌｍａｐ），并通过数学推导构建知识结构。技能映射对犙中的每一个项目（问题）狇分配了一个技能

子集，技能映射定义如下：
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设技能集犛是与犙 对应的非空有限集合，２犛 是技能集犛的幂集，τ是从犙 到２
犛
＼｛｝的映射，三元

组（犙，犛，τ）称为一个技能映射。

这种方法始于Ｄｏｉｇｎｏｎ
［２５］提出的技能映射理论，其通过最小化技能分配实现知识结构唯一性生

成，显著降低了传统问询方法的复杂度。Ｓｐｏｔｏ等
［２６２７］建立技能项目的映射框架，不仅实现心理诊断

标准的量化表征，更通过可识别性验证完善了概率模型的评估体系。在方法论创新方面，Ｓｕｃｋ
［２８３０］突

破传统由项目到技能的单向研究范式，首创基于偏序技能集的知识结构逆向构建技术。针对复杂知识

领域建模难题，Ｓｐｏｔｏ等
［３１］开发迭代优化算法，通过最小化知识结构与观测数据的差异实现动态技能映

射。在模型扩展维度方面，周银凤等 ［３２３３］基于知识空间理论与形式背景理论的对应关系，从析取模型

和合取模型两个方面，讨论了知识结构的构建问题。

经典的技能是离散“掌握／未掌握”二分法，考虑到学习者的认知能力的获取是一个从低级到高级的

不断发展趋向成熟的过程，并且不同个体对技能的潜在掌握程度存在显著差异，以及不同题目可能要求

非二元化的技能阈值。Ｓｕｎ等
［３４］将技能模糊化，提出了模糊技能映射和模糊技能多值映射。前者对问

题狇分配了一个犛上的模糊子集，后者对问题狇分配了一个犛上的模糊子集族，然后通过模糊技能映射

和模糊技能多值映射来构造知识结构。Ｃａｏ等
［３５］系统研究了模糊技能多值映射在知识结构建模中的

应用，提出基于模糊技能多值映射的可识别与双可识别知识结构，通过消除冗余项目优化测评效率，并

为相对独立知识点的评估提供理论框架。

１．２　多分知识结构的构建方法

与构造经典的二分知识结构不同，多分知识结构的研究起步更晚，构造的方式更加的复杂。多分知

识状态将对问题狇 的解答赋予等级，使得知识状态成为从问题集到问题解决等级集的映射。

Ｓｃｈｒｅｐｐ
［３６］率先突破二值响应限制，通过线性序集构建多分响应层级结构，建立了具有某些封闭性质和

推测关系的多层结构之间的本质联系。Ｓｔｅｆａｎｕｔｔｉ等
［７］将响应维度拓展至完备格结构，其多分知识结构

定义如下：

设犔为完备格，１和０分别为犔上的极大极小元，多分知识状态定义为映射犓：犙→犔，若犓犔
犙 至

少包含１犙 和０犙，则三元组（犙，犔，犓）称为多分知识结构。

Ｈｅｌｌｅｒ
［８］在此基础上引入拟序关系理论，构建广义多分知识空间框架，其通过考虑了粒度更细的优

先关系，系统整合了Ｓｃｈｒｅｐｐ
［３６］和Ｓｔｅｆａｎｕｔｔｉ等

［７］的研究成果。从多分ＫＳＴ的伽罗瓦联络角度出发，

Ｗａｎｇ等
［３７３８］针对该框架的数学完备性问题，提出ＣＤ多分知识空间，并完善了文献［７］中伽罗瓦连络

中闭元的不完全刻画问题。Ｂａｒｔｌ等
［３９］基于模糊逻辑中的完备剩余格研究了具有分级知识状态的知识

空间。Ｇｅ
［４０］通过定义多分属性完备性，构建了完备多分知识结构的概念。孙晓燕等［４１］整合程序性知

识评价结果用于构建项目状态空间，进而构造多分知识结构。基于技能映射的知识结构构建方法在多

分知识结构上也有推广，其理论较二分经典情形更为复杂，而许多经典的结果是无法直接作用到多分知

识结构上。

在分析不同技能的重要性的基础上，通过扩展模糊技能映射［３４］，如Ｓｕｎ等
［４２］提出了一种利用模糊

技能构建多分知识结构的方法。Ｓｔｅｆａｎｕｔｔｉ
［９］则通过公理化定义了属性映射，通过属性映射产生多分知

识结构。与Ｓｕｎ等
［４２］的模糊技能映射中技能模糊化不同的是，Ｓｔｅｆａｎｕｔｔｉ

［９］研究的属性是二分的（具

备／不具备）。区别于映射方法，Ｃｈｉｕｓｏｌｅ等
［４３］开发自适应犽ｍｅｄｉａｎ聚类算法，通过数据分析方法构建

多分知识结构。由于多分知识结构的研究起步更晚，以及理论更加复杂，许多方法尚在探索中。而在粗

糙集理论中，一些理论方法与知识空间理论在数学上似乎存在某种联系。例如，二元关系的上（下）近似

算子可以产生知识空间（简单闭包空间），通过格值模糊集的上（下）近似恰好可以看作多分知识状态。

知识空间理论还有一些其他的研究方向，由于这些方向目前没有使用粗糙集理论和方法的相应文

章，因此这里不做过多的介绍。其他的研究方向可以参考李金海等［４４］的文章。

２　构建知识结构常用的粗糙集方法

本节主要梳理一些常用在构建知识结构中，以及未来可能用在知识空间理论中的一些粗糙集方法。

３２１第２期　　　　　　　　　　　　徐博驰，等：知识结构的粗糙集模型与方法研究综述



犺狋狋狆狊：／／犺犱狓犫．犺狇狌．犲犱狌．犮狀／

粗糙集理论（ｒｏｕｇｈｓｅｔｔｈｅｏｒｙ，ＲＳＴ）由Ｐａｗｌａｋ
［４５］于１９８２年提出，为处理不精确、不完整信息与知

识提供了重要数学框架。粗糙集理论本源植根于结构化数据建模，其方法论核心在于通过等价类划分

的形式化机制实现知识发现。该理论通过建立基于不可区分关系的近似空间，运用上（下）近似算子量

化分类不确定性，构建了基于边界域分析的可计算知识提取框架。

经典Ｐａｗｌａｋ粗糙集模型的核心理论基础是建立于近似空间所导出的对偶近似算子之上的。在经

典Ｐａｗｌａｋ模型中，设犝 是非空有限论域，犚犝×犝 是犝 上的二元等价关系，犚称为不可分辨关系，序

对（犝，犚）称为Ｐａｗｌａｋ近似空间。下近似算子和上近似算子分别定义如下：

对任意的犡犝，犚（犡）＝｛狓∈犝｜［狓］犚犡｝，犚（犡）＝｛狓∈犝｜［狓］犚∩犡≠｝。

这里的关系作为等价关系存在，其严格的数学特性虽保证了理论严谨性，但在实际应用中呈现出显

著的局限性，这一特性促使近似算子的广义定义成为粗糙集理论研究的关键方向。粗糙集理论扩展研

究主要存在两种方法论路径：构造化方法（参见文献［４７５２］）与公理化方法（参见文献［５３５５］）。前者

以论域中具体数学结构（包括但不限于二元关系、划分体系、覆盖系统、邻域系统及布尔子代数等）为构

建基础，通过定义具体的近似算子来推导相应的粗糙集代数系统。后者则从抽象算子公理体系出发，以

满足特定公理条件的一元集合算子对作为基本研究对象：一方面，近似算子满足的公理体系可保证对

应类型二元关系的存在性；另一方面，通过构造性方法基于二元关系导出的近似算子必然满足与之对

应的公理系统。这两种方法论形成了理论扩展研究的双向进路，共同推动着粗糙集理论体系的发展。

更详细的粗糙集系统的基本理论可以参考文献［５６］。

事实上，这两种方法前者是基于集合论的分析框架，后者为基于算子代数的抽象化描述体系。研究

视角的差异性促使学者采用多元方法论路径，由此衍生出多种具有理论扩展性的粗糙集模型。值得关

注的是，粗糙集理论在处理不确定性问题时展现出独特的理论特征———区别于概率统计、模糊集理论及

证据理论等传统不确定性分析方法。该理论无需依赖数据集之外的先验知识（如概率分布函数或隶属

度参数），从而在知识发现过程中保持更高的客观性。然而，其内在机制对原始数据的不精确性缺乏直

接处理能力，这一理论局限恰与其他不确定性理论形成显著的互补效应。在此背景下，探究粗糙集理论

与相关数学理论（包括但不限于概率论、模糊数学、证据理论）的内在关联性与协同机制，已成为推动不

确定性分析领域发展的重要研究方向，相关成果将有效促进跨学科方法论的融合创新。此外，经典的

Ｐａｗｌａｋ粗糙集还以各种方式得到了扩展：

论域（ｕｎｉｖｅｒｓｅ）由单论域扩展到双论域。典型研究成果包括：Ｗｕ等
［５７］对广义模糊粗糙集进行了

系统研究，其他学者亦对此议题展开探讨（参见文献［５８６０］）；Ｌｉ
［６１］构建了双论域框架下的粗糙近似算

子理论体系；Ｌｉ等
［６２］进一步探讨了双论域粗糙模糊近似算子的数学特性；Ｚｈａｎｇ等

［６３］系统阐述了双论

域广义区间值模糊粗糙集的表征理论；Ｌｉｕ
［６４］提出基于双论域结构的粗糙集理论及其应用模型；Ａｌｉ

等［６５］深化了广义粗糙集的数学性质研究；Ｈｕ等
［６６］基于区间值模糊逻辑算子构建了广义区间值模糊粗

糙集理论框架。这一系列研究标志着双论域粗糙集理论体系的逐步完善与深化发展。这一扩展，在知

识空间理论与粗糙集理论交叉研究中产生了将知识状态看作是技能集在项目集中的上近似或下近似集

的观点。

研究对象经历了从分明集向模糊集的理论拓展进程。模糊集是由Ｚａｄｅｈ
［６７］在１９６５年提出的概念，

经过多年的理论发展，模糊集理论在不确定性建模领域同样具有核心价值［６８］。１９９０年，Ｄｕｂｏｉｓ等
［６９］率

先实现粗糙集与模糊集的方法整合，开创性地提出了粗糙模糊集与模糊粗糙集理论体系。随后，Ｎａｎｄａ

等［７０］系统构建了模糊粗糙集数学模型，而 Ｍｏｒｉｓ等
［７１］则建立了模糊粗糙集的公理化体系。随着模糊粗

糙集理论的一系列建立，模糊集也从经典的模糊集拓展到一些特殊的模糊集上。如Ｓａｍａｎｔａ等
［７２］深入

探讨了直觉模糊粗糙集与粗糙直觉模糊集的交互机理；Ｃｏｒｎｅｌｉｓ等
［７３］建立了直觉模糊粗糙集的形式化

描述框架；Ｄｕｂｏｉｓ等
［７４］成功将模糊粗糙集理论拓展至区间值模糊集合领域；Ｚｈａｎｇ

［７５］提出区间值直觉

模糊粗糙集建模方法；Ｚｈａｎｇ
［７６］系统研究了区间二型粗糙模糊集的数学特征；Ｙａｎｇ等

［７７］构建了犹豫

模糊粗糙集的构造化方法与公理化体系；Ｗａｎｇ
［７８］基于扩展ｔ模运算建立了二型模糊粗糙集理论框架；

Ｙａｎｇ等
［７９８０］创新性地提出基于模糊覆盖的粗糙集模型。这一系列理论突破显著拓展了粗糙集方法在

复杂不确定性建模中的应用边界。
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关系（ｒｅｌａｔｉｏｎ）实现了从经典等价关系向广义关系、模糊关系
［８１］、支配关系［８２］、区间值模糊关

系［６０］，以及二型模糊关系及区间值二型模糊关系［８３］的理论拓展。其中模糊关系和犔模糊关系在知识

空间理论与粗糙集理论交叉研究中有着重要应用，它们可以通过上（下）近似算子生成多分知识结构。

其代表性研究成果包括：Ｒａｄｚｉｋｏｗｓｋａ等
［５０］基于剩余格理论提出犔模糊粗糙集

［８４］概念；Ｇｒｅｃｏ等
［８５］

深入探讨了模糊粗糙集的数学性质；Ｋｏｎｄｏ
［８６］建立了广义粗糙集的结构化理论体系；Ｋｏｔｏｗｓｋｉ等

［８７］

开发了面向序分类问题的随机支配粗糙集模型；Ｌｅｕｎｇ等
［８８］提出区间值信息系统下基于粗糙集的分类

规则发现方法；Ｚｈａｎｇ
［８９］系统阐述了广义区间二型模糊粗糙集的表征理论；Ｄｕ等

［９０９１］针对不完备序信

息系统提出了基于支配关系的粗糙集方法及其在规则归纳中的应用模型。作为对粗糙集概念的进一步

概括推广，Ｑｉａｏ等
［９２］从构造法和公理化方法两方面提出基于剩余格（ｒｅｓｉｄｕａｔｅｄｌａｔｔｉｃｅ）和共同剩余格

（ｃｏｒｅｓｉｄｕａｔｅｄｌａｔｔｉｃｅ）上的（⊙，＆）模糊粗糙集；Ｓｕｎ
［９３］讨论了 犔模糊近似算子的表示理论；

Ｋｏｎｄｏ
［９４］通过算子方法深入探讨了犔模糊关系与犔正规算子的代数特性。这一系列突破性研究显著

拓展了粗糙集理论在多类型关系建模中的适用边界。

此外，算子上实现了从经典合取／析取运算向三角模与三角余模［６３］以及扩展型三角模／余模［９５９６］等

的方法演进。由于这一部分目前没有与知识空间理论上应用的交叉研究，故而不做过多的介绍。将三

角模与三角余模以及扩展型三角模／余模等方法在知识空间理论找到相应的背景意义，并应用到知识结

构构造上也是未来一个研究方向。

３　知识结构的粗糙集模型与方法

近年来，随着知识空间理论与粗糙集理论的交叉研究不断深入，研究者发现了它们之间的紧密联

系。早在２００９年，王国胤等
［９７］就指出：“粗糙集理论和知识空间理论都是研究知识结构的理论；但他

们用于解决不同的实际问题。粗糙集主要研究如何对数据进行分析及知识发现；而知识空间着重对问

题集进行分析，从而对个体知识状态进行评估。如何将知识空间理论和粗糙集理论结合正在成为一个

新的研究方向。”

在知识空间理论中，技能映射的提出建立了知识状态中技能要素与测试项目间的关联机制。在技

能映射中，可能还存在着冗余的技能，即使约简掉这些技能也不会改变现有的知识结构。粗糙集中属性

约简的思想促进了知识空间理论中技能约简的研究。为此，Ｘｕ等
［９８］结合粗糙集属性约简方法来寻找

最小技能集。高纯等［９９］也给出了一种最小技能集的生成方法。

值得注意的是，Ｙａｏ等
［１００］提出了一种基于集合论的粒空间统一框架，用于整合粗糙集分析与知识

空间理论中的粒结构及近似方法。主要工作包括：将粒定义为满足特定条件的集合，通过逻辑语言和

集合操作构建多层次粒结构，并形式化定义了粒空间三元组；基于等价关系划分的粒空间，提出了上

（下）近似算子，以可定义粒逼近任意集合，并给出了其性质；通过知识空间理论中的推测关系与推测系

统构建闭包结构和知识空间，扩展了粗糙集的近似方法，定义了非对偶的上（下）近似；对比了两类理论

在粒结构构建与近似机制上的共性与差异，揭示了粒空间框架的通用性。

Ｌｉｕ
［１０１］通过整合经典的知识空间理论与粗糙集理论，系统研究了粗糙集理论在知识结构建模中的

应用，建立了知识空间理论与粗糙集、形式概念分析间的理论关联。主要工作包括：利用上（下）近似算

子刻画知识结构的代数特性，证明了知识空间、闭包空间可被诠释为个体技能集合在序列关系下的上近

似与下近似集族生成，进而将知识状态重新定义为项目域中内在技能集合的上（下）近似；提出覆盖约

简算法，将最小技能映射问题转化为覆盖约简问题，应用了粗糙集中属性约简的思想实现了技能映射的

优化；针对技能多映射的合取模型与析取模型，证明了知识结构在并／交运算下的封闭条件，解决了

Ｆａｌｍａｇｎｅ等
［６］提出的开放性问题；通过形式背景构建概念格，揭示了知识空间与Ａｌｅｘａｎｄｒｏｆｆ拓扑、单

调伽罗瓦联络的深层对应关系。

同时，随着多分知识结构的理论研究取得显著进展，粗糙集理论中的方法与多分知识结构是否也有

相应的联系得到了人们的关注。Ｗａｎｇ等
［１０２］提出了一种基于犔模糊犛近似算子构建多分知识结构的

方法。犛近似空间是经典粗糙集的推广，经典粗糙集及其众多扩展如双论域粗糙集，犜粗糙集，变精度

粗糙集等，都可以由犛近似空间表示，犛近似空间定义如下：
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犛近似空间是一个四元组犌＝（犝，犠，犜，犛），其中犝 和犞 是两个非空有限论域，知识映射犜：犝→

２犠，决策映射犛：２犠×２犠→｛０，１｝。

设犃是犠 的任意子集，犃的下近似和上近似分别定义为

犌（犃）＝｛狓∈犝 犛（犜（狓），犃）＝１｝，　　犌（犃）＝｛狓∈犝 犛（犜（狓），犃
犮）＝０｝。

他们的主要工作包括：将犔模糊集嵌入犛近似空间，定义了犔模糊犛近似算子，证明了其在犛ｍｉｎ

条件下满足并、交运算的封闭性及对偶性等关键性质；通过上（下）犔模糊犛近似算子生成多分知识（闭

包）空间，刻画了多分知识结构；提出四类特殊犔模糊犛近似算子，将其与模糊技能映射结合，构建了

多分知识结构的析取模型与合取模型；通过实例验证模型的有效性，阐明模糊技能水平与问题解决能

力的映射关系；最后，探讨了前向分级与后向分级知识结构的充要条件，扩展了传统ＫＳＴ在能力评估

中的应用。

变精度模型是粗糙集理论中的一种重要模型［１０３１０７］。杨桃丽等［１０８１１０］针对知识空间理论中传统技

能映射模型未充分考虑个体掌握技能数量差异的问题，引入粗糙集中变精度模型，提出基于技能包含度

的概念。即

设（犙，犛，τ）是一个技能映射，对狇∈犙，犜犛，称犇（犜／τ（狇））＝
｜τ（狇）∩犜｜
｜τ（狇）｜

为关于狇和犜 的技能包含

度。然后依靠技能包含度的概念提出了α变精度模型：

设（犙，犛，τ）是一个技能映射，对狇∈犙，犜犛，α∈（０，１］，由犜通过变精度α模型诱导的知识状态为

犓α犜 ＝ ｛狇∈犙狘犇（犜／τ（狇））≥α｝。

　　对α∈（０，１］，显然有犓α＝，犓
α
犛＝犙。因此，由技能映射（犙，犛，τ）通过变精度α模型诱导的所有

知识状态的集合构成知识结构。即

犓α＝ ｛ＫαＴ｜ＴＳ｝。

　　这类知识结构的适用范围更广。其主要工作包括：提出技能包含度概念，定义为个体掌握的技能占

问题所需技能的比例，量化技能掌握程度，构建变精度α模型；证明不同α值生成的知识结构具有对偶

性；提出知识结构间的序关系，刻画其层次性与演化路径；设计算法自动计算技能包含度集并生成知

识结构图；基于ＣＯＶＩＤ１９监测数据的实验表明，模型能灵活区分不同个体的知识状态，生成对称且层

次分明的知识结构，验证了方法的有效性；讨论了技能子集约简问题。

Ｘｕ等
［１１１］则针对模糊技能映射在知识结构建模中的局限性，将技能包含度这一概念扩展到模糊技

能映射上。即设（犙，犛，τ）为模糊技能映射。对狇∈犙以及模糊技能集犃，称

犇（犃／τ狇）＝
｛狊∈犛｜０＜τ狇（狊）≤犃（狊）｝
｛狊∈犛｜τ狇（狊）＞０｝

是关于τ狇 和犃 的模糊技能包含度。其主要工作包括：提出了模糊技能包含度的新概念，并构建了变精

度α模型以细化知识状态分类；通过定义技能包含度（即满足最低要求的技能占比），量化了技能掌握

水平，克服了模糊技能的析取与合取模型的极端约束；基于包含度构建了变精度α模型，将知识结构划

分为不同层次，证明了其有限性及对偶性质，并通过实例验证了模型的有效性；进一步将该模型扩展至

模糊技能多映射，提出变精度α能力模型，丰富了知识结构的刻画方式；说明了传统析取与合取模型为

该文模型的特殊情形。

黄传义等［１１２］则基于变精度α模型提出了三种变精度γ模型，探讨了其构建知识结构的性质，并研

究了这些模型之间的联系；通过研究矩阵乘法与技能包含度的关系，提出了基于变精度模型的矩阵方

法来构建知识结构的方法。

４　未来研究方向

在粗糙集理论与知识空间理论交叉研究中，目前的研究问题主要集中在通过技能约简寻找最小技

能集、变精度模型构造知识结构，以及通过粗糙集近似算子构建知识结构等。然而，还有许多粗糙集的

方法并未引入到知识空间理论之中，许多有趣的问题也亟待解决。例如，与技能约简相对应，实际应用

中问题（项目）集中也可能存在冗余问题的情况，这可能导致学生做了许多重复的问题而降低了学习效
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率。如何通过粗糙集理论的思想对相似或相近的问题集进行约简，删除冗余问题以精简构建的知识结

构，并减少计算量，也是一个有意义的问题。

此外，传统知识空间理论研究多基于理想假设，即个体作答无粗心错误或幸运猜测。然而，实际学

习中，观测反应与潜在知识状态间的映射具有随机性，粗心算错与幸运猜对两类误差不可避免，响应

（ｒｅｓｐｏｎｓｅ）模式与真实的知识状态会有误差。Ｆａｌｍａｇｎｅ等
［６］提出基于马尔可夫链和潜在类别模型

（ＬＣＭ）的概率化知识空间理论框架，将状态概率与作答行为关联，给出了概率知识结构这一概念，建立

了基本局部独立模型（ＢＬＩＭ）。

关于概率知识结构与ＢＬＩＭ，知识空间理论中也有很多理论研究，参见文献［１１３１１５］。在粗糙集

理论中，概率模型也是一类重要问题，如Ｓｌｅｚａｋ等
［１１６］针对经典粗糙集模型在概率信息处理上的局限

性，提出基于先验概率的贝叶斯粗糙集模型，扩展了变精度粗糙集框架，为非参数化概率粗糙集方法的

研究提供了新思路与工具；Ｌｉｕ等
［１１７］提出基于损失差异的四级概率规则选择准则，通过该准则生成十

类概率粗糙集模型，形成双向概率决策模型与三支概率决策模型两组模型，通过优化决策风险构建新框

架；Ｍａ等
［１１８］提出了在一种双论域概率粗糙集框架下的贝叶斯风险决策方法，扩展了传统单论域模型，

建立了其与贝叶斯风险决策的理论对应关系，证明任意模型均存在匹配的最小风险决策问题，并涵盖单

论域广义概率粗糙集的特例。这两种理论中的概率模型融合，也是一个有趣的研究方向，不但可以扩展

两种理论的广度，还会使得这两种理论发展出更强的生命力。

５　结束语

知识空间理论（ＫＳＴ）与粗糙集理论（ＲＳＴ）作为认知建模与不确定性分析的两大数学框架，经过四

十年的发展，已形成较为系统的理论体系。文中首先系统梳理了ＫＳＴ在知识结构构建这一核心问题的

研究进展，主要包括：知识结构构建范式从二分向多分体系的演进，显著拓展了教育诊断与认知评估的

应用边界；多分知识空间理论框架的建立，为复杂知识层级建模提供了形式化工具；基于技能映射的

模型深化了知识状态与技能习得的关联分析。随后，文中总结了ＲＳＴ的部分理论与方法，并探讨了其

在ＫＳＴ研究中的潜在应用，特别是技能约简、变精度模型及基于粗糙集算子构造知识结构的方法。

当前，该交叉研究领域正面临跨学科方法论整合的需求，亟待结合形式概念分析、认知诊断理论等

工具，构建更具适应性的计算教育学框架。未来，粗糙集方法与多分知识空间理论的交叉融合研究或将

成未来突破重点。随着人工智能技术的不断发展，相信该领域今后会涌现出更多、更好的ＫＳＴ与ＲＳＴ

交叉创新方法，并在教育技术等领域发挥重要作用，为知识评估与个性化学习提供更加精准和高效的数

学工具。

参考文献：

［１］　ＤＯＩＧＮＯＮＪＰ，ＦＡＬＭＡＧＮＥＪＣ．Ｓｐａｃｅｓｆｏｒｔｈｅａｓｓｅｓｓｍｅｎｔｏｆｋｎｏｗｌｅｄｇｅ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｎＭａ

ｃｈｉｎｅＳｔｕｄｉｅｓ，１９８５，２５（２）：１７５１９６．ＤＯＩ：１０．１０１６／Ｓ００２０７３７３（８５）８００３１６．

［２］　ＲＥＤＤＹＡＡ，ＨＡＲＰＥＲＭ．ＡＬＥＫＳｂａｓｅｄｐｌａｃｅｍｅｎｔａｔｔｈｅｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆｉｌｌｉｎｏｉｓ［Ｃ］∥ＫｎｏｗｌｅｄｇｅＳｐａｃｅｓ：Ａｐｐｌｉｃａ

ｔｉｏｎｓｉｎＥｄｕｃａｔｉｏｎ．ＮｅｗＹｏｒｋ：ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇＢｅｒｌｉｎＨｅｉｄｅｌｂｅｒｇ，２０１３：５１６８．

［３］　刘艳花，杨贯中．基于扩展知识空间理论的技能自适应测试过程［Ｊ］．计算机系统应用，２０１０，１９（７）：６９７３．ＤＯＩ：１０．

３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．１００３３２５４．２０１０．０７．０１６．

［４］　刘译蓬．基于知识空间理论的认知诊断自适应测试选题方法研究［Ｄ］．锦州：渤海大学，２０１９．

［５］　谈成群，谢深泉．超文本教学系统中学生知识的自适应测评研究［Ｊ］．计算机工程与设计，２００７，２８（２０）：５０７２５０７５．

ＤＯＩ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．１０００７０２４．２００７．２０．０７７．

［６］　ＦＡＬＭＡＧＮＥＪＣ，ＤＯＩＧＮＯＮＪＰ．Ｌｅａｒｎｉｎｇｓｐａｃｅｓ：Ｉｎｔｅｒｄｉｓｃｉｐｌｉｎａｒｙａｐｐｌｉｅｄｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ［Ｍ］．Ｂｅｒｌｉｎ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ

Ｖｅｒｌａｇ，２０１１．

［７］　ＳＴＥＦＡＮＵＴＴＩＬ，ＡＮＳＥＬＭＩＰ，ＤＥＣＨＩＵＳＯＬＥＤ，犲狋犪犾．Ｏｎｔｈｅｐｏｌｙｔｏｍｏｕｓｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎｏｆｋｎｏｗｌｅｄｇｅｓｐａｃｅｔｈｅ

ｏｒｙ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＰｓｙｃｈｏｌｏｇｙ，２０２０，９４：１０２３０６．

［８］　ＨＥＬＬＥＲＪ．Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｉｎｇｑｕａｓｉｏｒｄｉｎａｌｋｎｏｗｌｅｄｇｅｓｐａｃｅｓｔｏｐｏｌｙｔｏｍｏｕｓｉｔｅｍｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＰｓｙｃｈｏｌ

ｏｇｙ，２０２１，１０１：１０２５１５．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｊｍｐ．２０２１．１０２５１５．

７２１第２期　　　　　　　　　　　　徐博驰，等：知识结构的粗糙集模型与方法研究综述



犺狋狋狆狊：／／犺犱狓犫．犺狇狌．犲犱狌．犮狀／

［９］　ＳＴＥＦＡＮＵＴＴＩＬ，ＳＰＯＴＯＡ，ＡＮＳＥＬＭＩＰ，犲狋犪犾．Ｔｏｗａｒｄｓａｃｏｍｐｅｔｅｎｃｅｂａｓｅｄｐｏｌｙｔｏｍｏｕｓｋｎｏｗｌｅｄｇｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

ｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＰｓｙｃｈｏｌｏｇｙ，２０２３，１１５：１０２７８１．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｊｍｐ．２０２３．１０２７８１．

［１０］　ＬＩＫＥＲＴＲ．Ａｔｅｃｈｎｉｑｕｅｆｏｒｔｈｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｏｆａｔｔｉｔｕｄｅｓ［Ｊ］．ＡｒｃｈｉｖｅｓｏｆＰｓｙｃｈｏｌｏｇｙ，１９３２，２２（１４０）：５５５．

［１１］　ＦＡＬＭＡＧＮＥＪＣ，ＫＯＰＰＥＮ Ｍ，ＶＩＬＬＡＮＯ Ｍ，犲狋犪犾．Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎｔｏｋｎｏｗｌｅｄｇｅｓｐａｃｅｓ：Ｈｏｗｔｏｂｕｉｌｄ，ｔｅｓｔ，ａｎｄ

ｓｅａｒｃｈｔｈｅｍ［Ｊ］．ＰｓｙｃｈｏｌｏｇｉｃａｌＲｅｖｉｅｗ，１９９０，９７（２）：２０１２２４．ＤＯＩ：１０．１０３７／００３３２９５Ｘ．９７．２．２０１．

［１２］　ＫＯＰＰＥＮＭ，ＤＯＩＧＮＯＮＪＰ．Ｈｏｗｔｏｂｕｉｌｄａｋｎｏｗｌｅｄｇｅｓｐａｃｅｂｙｑｕｅｒｙｉｎｇａｎｅｘｐｅｒｔ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ

Ｐｓｙｃｈｏｌｏｇｙ，１９９０，３４（３）：３１１３３１．ＤＯＩ：１０．１０１６／００２２２４９６（９０）９００３５８．

［１３］　ＫＯＰＰＥＮＭ．Ｅｘｔｒａｃｔｉｎｇｈｕｍａｎｅｘｐｅｒｔｉｓｅｆｏｒｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇｋｎｏｗｌｅｄｇｅｓｐａｃｅｓ：Ａｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｔｈｅ

ｍａｔｉｃａｌＰｓｙｃｈｏｌｏｇｙ，１９９３，４４（３）：３８３４０７．ＤＯＩ：１０．１００６／ｊｍｐｓ．１９９３．１００１．

［１４］　ＫＡＭＢＯＵＲＩＭ，ＫＯＰＰＥＮＭ，ＶＩＬＬＡＮＯＭ，犲狋犪犾．Ｋｎｏｗｌｅｄｇｅａｓｓｅｓｓｍｅｎｔ：ＴａｐｐｉｎｇｈｕｍａｎｅｘｐｅｒｔｉｓｅｂｙｔｈｅＱｕｅｒｙ

ｒｏｕｔｉｎｅ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＨｕｍａｎＣｏｍｐｕｔｅｒＳｔｕｄｉｅｓ，１９９４，４０（１）：１１９１５１．ＤＯＩ：１０．１００６／ｉｊｈｃ．１９９４．

１００６．

［１５］　ＤＯＷＬＩＮＧＣＥ．Ａｐｐｌｙｉｎｇｔｈｅｂａｓｉｓｏｆａｋｎｏｗｌｅｄｇｅｓｐａｃｅｆｏｒｃｏｎｔｒｏｌｌｉｎｇｔｈｅｑｕｅｓｔｉｏｎｉｎｇｏｆａｎｅｘｐｅｒｔ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ

ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＰｓｙｃｈｏｌｏｇｙ，１９９３，３７（１）：２１４８．ＤＯＩ：１０．１００６／ｊｍｐｓ．１９９３．１００２．

［１６］　ＣＯＳＹＮＥ，ＴＨＩＥＲＹＮ．Ａｐｒａｃｔｉｃａｌｐｒｏｃｅｄｕｒｅｔｏｂｕｉｌｄａｋｎｏｗｌｅｄｇｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＰｓｙｃｈｏｌ

ｏｇｙ，２０００，３７（１）：１２０．ＤＯＩ：１０．１００６／ｊｍｐｓ．１９９８．１２５２．

［１７］　ＳＴＥＦＡＮＵＴＴＩＬ，ＫＯＰＰＥＮＭ．Ａｐｒｏｃｅｄｕｒｅｆｏｒｔｈｅｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆａｋｎｏｗｌｅｄｇｅｓｐａｃｅ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ

ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＰｓｙｃｈｏｌｏｇｙ，２００３，４７（３）：２６５２７７．ＤＯＩ：１０．１０１６／Ｓ００２２２４９６（０２）０００２２６．

［１８］　ＮＬＡ，ＳＡＲＧＩＮＡ．ＤＡＫＳ：Ａｎｒｐａｃｋａｇｅｆｏｒｄａｔａａｎａｌｙｓｉｓｍｅｔｈｏｄｓｉｎｋｎｏｗｌｅｄｇｅｓｐａｃｅｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ

ＳｔａｔｉｓｔｉｃａｌＳｏｆｔｗａｒｅ，２０１０，３７（２）：１３１．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｊｎｃａ．２０１０．０３．０１５．

［１９］　ＳＣＨＲＥＰＰＭ．Ｅｘｐｌｏｒａｔｉｖｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆｅｍｐｉｒｉｃａｌｄａｔａｂｙｂｏｏｌｅａｎａｎａｌｙｓｉｓｏｆｑｕｅｓｔｉｏｎａｉｒｅｓ［Ｊ］．ＺｅｉｔｓｃｈｒｉｆｔｆüｒＰｓｙ

ｃｈｏｌｏｇｉｅ，２００２，２１０（２）：９９１０９．ＤＯＩ：１０．１０２６／００４４３４０９．２１０．２．９９．

［２０］　ＴＨＥＵＮＳＰ．Ｂｕｉｌｄｉｎｇａｋｎｏｗｌｅｄｇｅｓｐａｃｅ狏犻犪Ｂｏｏｌｅａｎａｎａｌｙｓｉｓｏｆｃｏｏｃｃｕｒｒｅｎｃｅｄａｔａ［Ｍ］．ＤＯＷＬＩＮＧＣＥ，ＲＯ

ＢＥＲＴＳＦＳ，ＴＨＥＵＮＳＰ．ＲｅｃｅｎｔＰｒｏｇｒｅｓｓｉｎＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＰｓｙｃｈｏｌｏｇｙ：Ｐｓｙｃｈｏｐｈｙｓｉｃａ，Ｋｎｏｗｌｅｄｇｅ，Ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａ

ｔｉｏｎ，ＣｏｇｎｉｔｉｏｎａｎｄＭｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ．ＮｅｗＹｏｒｋ：ＰｓｙｃｈｏｌｏｇｙＰｒｅｓｓ，１９９８：１７３１９４．
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ｔｕｒｅｓｆｒｏｍｄａｔａ［Ｊ］．ＢｅｈａｖｉｏｒＲｅｓｅａｒｃｈＭｅｔｈｏｄｓ，２０１７，４９（４）：１２１２１２２６．ＤＯＩ：１０．３７５８／ｓ１３４２８０１６０７８０７．
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ｓｐａｃｅｓ［Ｊ］．ＪＤｉｓｃｒｅｔｅＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２００３，１２７：３７３３８６．ＤＯＩ：１０．１０１６／Ｓ０１６６２１８Ｘ（０２）００２５５Ｘ．

［２９］　ＳＵＣＫＲ．Ｓｅｔｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｓｏｆｏｒｄｅｒｓａｎｄａｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｏｆｓａｔｕｒａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＰｓｙ

ｃｈｏｌｏｇｙ，２００４，４８：１５９１６６．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｊｍｐ．２００４．０３．００１．

［３０］　ＳＵＣＫＲ．Ｓｋｉｌｌｓｆｉｒｓｔ：Ａｎａｌｔｅｒｎａｔｉｖｅａｐｐｒｏａｃｈｔｏｃｏｎｓｔｒｕｃｔｋｎｏｗｌｅｄｇｅｓｐａｃｅｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＰｓｙｃｈｏｌ

ｏｇｙ，２０２１，１０１：１０２５１７．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｊｍｐ．２０２１．１０２５１７．

［３１］　ＳＰＯＴＯＡ，ＳＴＥＦＡＮＵＴＴＩＬ，ＶＩＤＯＴＴＯＧ．Ａｎｉｔｅｒａｔｉｖｅｐｒｏｃｅｄｕｒｅｆｏｒｅｘｔｒａｃｔｉｎｇｓｋｉｌｌｍａｐｓｆｒｏｍｄａｔａ［Ｊ］．Ｂｅｈａｖ
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ｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＰｓｙｃｈｏｌｏｇｙ，２０２２，１１０：１０２７０８．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｊｍｐ．２０２２．１０２７０８．

［４１］　孙晓燕，李进金．基于程序性知识学习的项目状态转移函数与多分知识结构［Ｊ］．模式识别与人工智能，２０２２，３５

（３）：２２３２４２．ＤＯＩ：１０．１６４５１／ｊ．ｃｎｋｉ．ｉｓｓｎ１００３６０５９．２０２２０３００３．

［４２］　ＳＵＮ Ｗｅｎ，ＬＩＪｉｎｊｉｎ，ＬＩＮＦｕｃａｉ，犲狋犪犾．Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇｐｏｌｙｔｏｍｏｕｓｋｎｏｗｌｅｄｇｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｆｒｏｍｆｕｚｚｙｓｋｉｌｌｓ［Ｊ］．Ｆｕｚｚｙ

ＳｅｔｓａｎｄＳｙｓｔｅｍｓ，２０２３，４６１：１０８３９５．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｆｓｓ．２０２２．０９．００３．

［４３］　ＤＥＣＨＩＵＳＯＬＥＤ，ＳＰＯＴＯＡ，ＳＴＥＦＡＮＵＴＴＩＬ．Ｅｘｔｒａｃｔｉｎｇｐａｒｔｉａｌｌｙｏｒｄｅｒｅｄｃｌｕｓｔｅｒｓｆｒｏｍｏｒｄｉｎａｌｐｏｌｙｔｏｍｏｕｓｄａ

ｔａ［Ｊ］．ＢｅｈａｖｉｏｒＲｅｓｅａｒｃｈＭｅｔｈｏｄｓ，２０２０，５２：５０３５２０．ＤＯＩ：１０．３７５８／ｓ１３４２８０１９０１２４８８．

［４４］　李金海，张瑞，智慧来，等．知识空间理论研究综述［Ｊ］．模式识别与人工智能，２０２４，３７（２）：１０６１２７．ＤＯＩ：１０．

１６４５１／ｊ．ｃｎｋｉ．ｉｓｓｎ１００３６０５９．２０２４０２００２．

［４５］　ＰＡＷＬＡＫＺ．Ｒｏｕｇｈｓｅｔｓ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒａｎｄＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，１９８２，１１（５）：３４１３５６．

［４６］　ＰＡＷＬＡＫＺ．Ｒｏｕｇｈｓｅｔ：Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｓｐｅｃｔｓｏｆｒｅａｓｏｎｉｎｇａｂｏｕｔｄａｔａ［Ｍ］．Ｂｏｓｔｏｎ：ＫｌｕｗｅｒＡｃａｄｅｍｉｃＰｕｂｌｉｓｈｅｒｓ，

１９９１．

［４７］　ＯＲＯＷＳＫＡＥ．ＩｎｃｏｍｐｌｅｔｅＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ：Ｒｏｕｇｈｓｅｔａｎａｌｙｓｉｓ［Ｍ］．Ｂｅｒｌｉｎ：ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，１９９８．

［４８］　ＫＲＹＳＺＫＩＥＷＩＣＺＭ．Ｒｏｕｇｈｓｅｔａｐｐｒｏａｃｈｔｏｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，１９９８，１１２

（１／２／３／４）：３９４９．ＤＯＩ：１０．１０１６／Ｓ００２００２５５（９８）１００１９１．

［４９］　ＹＡＯＹｉｙｕ．Ａｃｏｍｐａｒａｔｉｖｅｓｔｕｄｙｏｆｆｕｚｚｙｓｅｔｓａｎｄｒｏｕｇｈｓｅｔｓ［Ｊ］．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，１９９８，１０９（１／２／３／４）：２２７

２４２．ＤＯＩ：１０．１０１６／Ｓ００２００２５５（９８）１００２３３．

［５０］　ＲＡＤＺＩＫＯＷＳＫＡＡＭ，ＫＥＲＲＥＥＥ．ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎｒｏｕｇｈｓｅｔｓⅡ［Ｍ］．Ｂｅｒｌｉｎ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，２００４．

［５１］　ＺＨＵ Ｗ．Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｒｏｕｇｈｓｅｔｓｂａｓｅｄｏｎｒｅｌａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，２００７，１７７（２２）：４９９７５０１１．ＤＯＩ：１０．

１０１６／ｊ．ｉｎｓ．２００７．０５．０３７．

［５２］　ＥＳＴＡＪＩＡＡ，ＫＨＯＤＡＩＩＳ，ＢＡＨＲＡＭＩＳ．Ｏｎｒｏｕｇｈｓｅｔａｎｄｆｕｚｚｙｓｕｂｌａｔｔｉｃｅ［Ｊ］．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，２０１１，１８１

（１８）：３９８１３９９４．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｉｎｓ．２０１１．０４．０４３．

［５３］　ＹＡＯＹｉｙｕ．Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｖｅａｎｄａｌｇｅｂｒａｉｃｍｅｔｈｏｄｓｏｆｔｈｅｔｈｅｏｒｙｏｆｒｏｕｇｈｓｅｔｓ［Ｊ］．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，１９９８，１０９（１／

２／３／４）：２１４７．ＤＯＩ：１０．１０１６／Ｓ００２００２５５（９８）０００１２７．

［５４］　ＴＨＩＥＬＥＨ．Ｏｎａｘｉｏｍａｔｉｃｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｓｏｆｃｒｉｓｐａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｏｐｅｒａｔｏｒｓ［Ｊ］．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，２０００，１２９

（１／２／３／４）：２２１２２６．ＤＯＩ：１０．１０１６／Ｓ００２００２５５（００）０００１９０．

［５５］　ＳＨＥＹａｎｈｏｎｇ，ＷＡＮＧＧｕｏｊｕｎ．Ａｎａｘｉｏｍａｔｉｃａｐｐｒｏａｃｈｏｆｆｕｚｚｙｒｏｕｇｈｓｅｔｓｂａｓｅｄｏｎｒｅｓｉｄｕａｔｅｄｌａｔｔｉｃｅｓ［Ｊ］．Ｃｏｍ

ｐｕｔｅｒｓ＆ ＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓｗｉｔｈＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２００９，５８（１）：１８９２０１．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｃａｍｗａ．２００９．０３．１００．

［５６］　吴伟志，米据生．粗糙集的数学结构［Ｍ］．北京：科学出版社，２０１９．

［５７］　ＷＵ Ｗｅｉｚｈｉ，ＭＩＪｕｓｈｅｎｇ，ＺＨＡＮＧＷｅｎｘｉｕ．Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｆｕｚｚｙｒｏｕｇｈｓｅｔｓ［Ｊ］．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，２００３，１５１：２６３

２８２．ＤＯＩ：１０．１０１６／Ｓ００２００２５５（０２）００３７９１．

［５８］　ＲＡＤＺＩＫＯＷＳＫＡＡＭ，ＫＥＲＲＥＥＥ．Ａｃｏｍｐａｒａｔｉｖｅｓｔｕｄｙｏｆｆｕｚｚｙｒｏｕｇｈｓｅｔｓ［Ｊ］．ＦｕｚｚｙＳｅｔｓａｎｄＳｙｓｔｅｍｓ，２００２，

１２６（２）：１３７１５５．ＤＯＩ：１０．１０１６／Ｓ０１６５０１１４（０１）０００３２Ｘ．

９２１第２期　　　　　　　　　　　　徐博驰，等：知识结构的粗糙集模型与方法研究综述
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［５９］　ＭＩＪｕｓｈｅｎｇ，ＺＨＡＮＧＷｅｎｘｉｕ．Ａｎａｘｉｏｍａｔｉｃｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｏｆａｆｕｚｚｙｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎｏｆｒｏｕｇｈｓｅｔｓ［Ｊ］．Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ

Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，２００４，１６０（１／２／３／４）：２３５２４９．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｉｎｓ．２００３．０８．０１７．

［６０］　ＷＵ Ｗｅｉｚｈｉ，ＺＨＡＮＧＷｅｎｘｉｕ．Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｖｅａｎｄａｘｉｏｍａｔｉｃａｐｐｒｏａｃｈｅｓｏｆｆｕｚｚｙａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｏｐｅｒａｔｏｒｓ［Ｊ］．Ｉｎｆｏｒ

ｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，２００４，１５９（３／４）：２３３２５４．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｉｎｓ．２００３．０８．００５．

［６１］　ＬＩＴｏｎｇｊｕｎ．Ｒｏｕｇｈａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｏｐｅｒａｔｏｒｓｏｎｔｗｏｕｎｉｖｅｒｓｅｓｏｆｄｉｓｃｏｕｒｓｅａｎｄｔｈｅｉｒｆｕｚｚｙｅｘｔｅｎｓｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｆｕｚｚｙ

ＳｅｔｓａｎｄＳｙｓｔｅｍｓ，２００８，１５９（２２）：３０３３３０５０．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｆｓｓ．２００８．０４．００８．

［６２］　ＬＩＴｏｎｇｊｕｎ，ＺＨＡＮＧＷｅｎｘｉｕ．Ｒｏｕｇｈｆｕｚｚｙａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｓｏｎｔｗｏｕｎｉｖｅｒｓｅｓｏｆｄｉｓｃｏｕｒｓｅ［Ｊ］．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，

２００８，１７８（３）：８９２９０６．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｉｎｓ．２００７．０９．００６．

［６３］　ＺＨＡＮＧＨｏｎｇｙｉｎｇ，ＺＨＡＮＧ Ｗｅｎｘｉｕ，ＷＵ Ｗｅｉｚｈｉ．Ｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｉｎｔｅｒｖａｌｖａｌｕｅｄｆｕｚｚｙｒｏｕｇｈ

ｓｅｔｓｏｎｔｗｏｕｎｉｖｅｒｓｅｓｏｆｄｉｓｃｏｕｒｓｅ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｅＲｅａｓｏｎｉｎｇ，２００９，５１（１）：５６７０．ＤＯＩ：

１０．１０１６／ｊ．ｉｊａｒ．２００９．０７．００２．

［６４］　ＬＩＵＧｕｉｌｏｎｇ．Ｒｏｕｇｈｓｅｔｔｈｅｏｒｙｂａｓｅｄｏｎｔｗｏｕｎｉｖｅｒｓａｌｓｅｔｓａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＫｎｏｗｌｅｄｇｅＢａｓｅｄＳｙｓｔｅｍｓ，

２０１０，２３（２）：１１０１１５．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｋｎｏｓｙｓ．２００９．０６．０１１．

［６５］　ＡＬＩＭＩ，ＤＡＶＶＡＺＢ，ＳＨＡＢＩＲＭ．Ｓｏｍｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｒｏｕｇｈｓｅｔｓ［Ｊ］．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，２０１３，２２４：

１７０１７９．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｉｎｓ．２０１２．１０．０２６．

［６６］　ＨＵＢａｏｑｉｎｇ，ＷＯＮＧＨ．Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｉｎｔｅｒｖａｌｖａｌｕｅｄｆｕｚｚｙｒｏｕｇｈｓｅｔｓｂａｓｅｄｏｎｉｎｔｅｒｖａｌｖａｌｕｅｄｆｕｚｚｙｌｏｇｉｃａｌｏｐｅｒａ

ｔｏｒｓ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＦｕｚｚｙＳｙｓｔｅｍｓ，２０１３，１５（４）：３８１３９１．

［６７］　ＺＡＤＥＨＬＡ．Ｆｕｚｚｙｓｅｔｓ［Ｊ］．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎａｎｄＣｏｎｔｒｏｌ，１９６５，８（３）：３３８３５３．ＤＯＩ：１０．１０１６／Ｓ００１９９９５８（６５）９０２４１

Ｘ．

［６８］　ＺＨＡＩＪｕｎ，ＣＨＥＮＹａｎ，ＷＡＮＧＱｉｎｇｌｉａｎ，犲狋犪犾．Ｆｕｚｚｙｏｎｔｏｌｏｇｙｍｏｄｅｌｓｕｓｉｎｇｉｎｔｕｉｔｉｏｎｉｓｔｉｃｆｕｚｚｙｓｅｔｆｏｒｋｎｏｗｌｅｄｇｅ

ｓｈａｒｉｎｇｏｎｔｈｅｓｅｍａｎｔｉｃｗｅｂ［Ｃ］∥１２ｔｈＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＣｏｍｐｕｔｅｒＳｕｐｐｏｒｔｅｄＣｏｏｐｅｒａｔｉｖｅＷｏｒｋｉｎＤｅ

ｓｉｇｎ．Ｘｉ′ａｎ：ＩＥＥＥＰｒｅｓｓ，２００８：４６５４６９．ＤＯＩ：１０．１１０９／ＣＳＣＷＤ．２００８．４５３７０２３．

［６９］　ＤＵＢＯＩＳＤ，ＰＲＡＤＥＨ．Ｒｏｕｇｈｆｕｚｚｙｓｅｔｓａｎｄｆｕｚｚｙｒｏｕｇｈｓｅｔｓ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＧｅｎｅｒａｌＳｙｓｔｅｍｓ，１９９０，

１７（２／３）：１９１２０９．ＤＯＩ：１０．１０１６／０１６５０１１４（９０）９０１４６Ｗ．

［７０］　ＮＡＮＤＡＳ，ＭＡＪＵＭＤＡＲＳ．Ｆｕｚｚｙｒｏｕｇｈｓｅｔｓ［Ｊ］．ＦｕｚｚｙＳｅｔｓａｎｄＳｙｓｔｅｍｓ，１９９２，４５：１５７１６０．ＤＯＩ：１０．１０１６／０１６５

０１１４（９２）９０１１４Ｊ．

［７１］　ＭＯＲＳＩＮＮ，ＹＡＫＯＵＴ Ｍ Ｍ．Ａｘｉｏｍａｔｉｃｓｆｏｒｆｕｚｚｙｒｏｕｇｈｓｅｔｓ［Ｊ］．ＦｕｚｚｙＳｅｔｓａｎｄＳｙｓｔｅｍｓ，１９９８，１００（１／２／３）：

３２７３４２．ＤＯＩ：１０．１０１６／Ｓ０１６５０１１４（９７）００１０４８．

［７２］　ＳＡＭＡＮＴＡＳＫ，ＭＯＮＤＡＬＴＫ．Ｉｎｔｕｉｔｉｏｎｉｓｔｉｃｆｕｚｚｙｒｏｕｇｈｓｅｔｓａｎｄｒｏｕｇｈｉｎｔｕｉｔｉｏｎｉｓｔｉｃｆｕｚｚｙｓｅｔｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ

ＦｕｚｚｙＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２００１，９（３）：５６１５８２．

［７３］　ＣＯＲＮＥＬＩＳＣ，ＣＯＣＫＭＤ，ＫＥＲＲＥＥＥ．Ｉｎｔｕｉｔｉｏｎｉｓｔｉｃｆｕｚｚｙｒｏｕｇｈｓｅｔｓ：Ａｔｔｈｅｃｒｏｓｓｒｏａｄｓｏｆｉｍｐｅｒｆｅｃｔｋｎｏｗｌｅｄｇｅ

［Ｊ］．ＥｘｐｅｒｔＳｙｓｔｅｍｓ，２００３，２０：２６０２７０．ＤＯＩ：１０．１１１１／１４６８０３９４．００２５０．

［７４］　ＤＵＢＯＩＳＤ，ＰＲＡＤＥＨ．Ｉｎｔｅｒｖａｌｖａｌｕｅｄｆｕｚｚｙｓｅｔｓ，ｐｏｓｓｉｂｉｌｉｔｙｔｈｅｏｒｙａｎｄｉｍｐｒｅｃｉｓｅｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ［Ｃ］∥Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆ

ｔｈｅＪｏｉｎｔ４ｔｈＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｆｔｈｅＥｕｒｏｐｅａｎＳｏｃｉｅｔｙｆｏｒＦｕｚｚｙＬｏｇｉｃａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙａｎｄｔｈｅ１１ｔｈＲｅｎｃｏｎｔｒｅｓＦｒａｎｃｏ

ｐｈｏｎｅｓｓｕｒｌａＬｏｇｉｑｕｅＦｌｏｕｅｅｔｓｅｓＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．Ｂａｒｃｅｌｏｎａ：ＤＢＬＰ，２００５：３１４３１９．

［７５］　ＺＨＡＮＧＺｈｉｍｉｎｇ．Ａｎｉｎｔｅｒｖａｌｖａｌｕｅｄｉｎｔｕｉｔｉｏｎｉｓｔｉｃｆｕｚｚｙｒｏｕｇｈｓｅｔｍｏｄｅｌ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＧｅｎｅｒａｌＳｙｓ

ｔｅｍｓ，２０１０，３９（２）：１３５１６４．ＤＯＩ：１０．１０８０／０３０８１０７０９０３３９３８３２．

［７６］　ＺＨＡＮＧＺｈｉｍｉｎｇ．Ｏｎｉｎｔｅｒｖａｌｔｙｐｅ２ｒｏｕｇｈｆｕｚｚｙｓｅｔｓ［Ｊ］．ＫｎｏｗｌｅｄｇｅＢａｓｅｄＳｙｓｔｅｍｓ，２０１２，３５：１１３．ＤＯＩ：１０．

１０１６／ｊ．ｋｎｏｓｙｓ．２０１２．０４．００２．

［７７］　ＹＡＮＧＸｉｂｅｉ，ＳＯＮＧＸｉａｏｎｉｎｇ，ＱＩＹｕｎｓｏｎｇ，犲狋犪犾．Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｖｅａｎｄａｘｉｏｍａｔｉｃａｐｐｒｏａｃｈｅｓｔｏｈｅｓｉｔａｎｔｆｕｚｚｙｒｏｕｇｈ

ｓｅｔ［Ｊ］．ＳｏｆｔＣｏｍｐｕｔｉｎｇ，２０１４，１８：１０６７１０７７．ＤＯＩ：１０．１００７／ｓ００５０００１３１１２７２．

［７８］　ＷＡＮＧＣｈｕｎｙｏｎｇ．Ｔｙｐｅ２ｆｕｚｚｙｒｏｕｇｈｓｅｔｓｂａｓｅｄｏｎｅｘｔｅｎｄｅｄｔｎｏｒｍｓ［Ｊ］．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，２０１５，３０５：１６５

１８３．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｉｎｓ．２０１５．０１．０２４．

［７９］　ＹＡＮＧＢｉｎ，ＨＵＢａｏｑｉｎｇ．Ａｆｕｚｚｙｃｏｖｅｒｉｎｇｂａｓｅｄｒｏｕｇｈｓｅｔｍｏｄｅｌａｎｄｉｔｓｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎｏｖｅｒｆｕｚｚｙｌａｔｔｉｃｅ［Ｊ］．Ｉｎｆｏｒ

ｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，２０１６，３６７／３６８：４６３４８６．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｉｎｓ．２０１６．０５．０５３．

［８０］　ＹＡＮＧＢｉｎ，ＨＵＢａｏｑｉｎｇ．Ｏｎｓｏｍｅｔｙｐｅｓｏｆｆｕｚｚｙｃｏｖｅｒｉｎｇｂａｓｅｄｒｏｕｇｈｓｅｔｓ［Ｊ］．ＦｕｚｚｙＳｅｔｓａｎｄＳｙｓｔｅｍｓ，２０１７，３１２：

３６６５．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｆｓｓ．２０１６．１０．００９．

［８１］　ＢＥＺＤＥＫＪＣ，ＨＡＲＲＩＳＪＤ．Ｆｕｚｚｙｐａｒｔｉｔｉｏｎｓａｎｄｒｅｌａｔｉｏｎｓ：Ａｎａｘｉｏｍａｔｉｃｂａｓｉｓｆｏｒｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ［Ｊ］．ＦｕｚｚｙＳｅｔｓａｎｄ

Ｓｙｓｔｅｍｓ，１９７８，１（２）：１１１１２７．ＤＯＩ：１０．１０１６／０１６５０１１４（７８）９００１２Ｘ．

０３１ 华 侨 大 学 学 报 （自 然 科 学 版）　　　　　　　　　　　　　　２０２５年
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［８２］　ＧＲＥＣＯＳ，ＭＡＴＡＲＡＺＺＯＢ，ＳＬＯＷＩＮＳＫＩＲ．Ｒｏｕｇｈｓｅｔｓｔｈｅｏｒｙｆｏｒｍｕｌｔｉｃｒｉｔｅｒｉａｄｅｃｉｓｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］．Ｅｕｒｏｐｅａｎ

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＯｐｅｒａｔｉｏｎａｌＲｅｓｅａｒｃｈ，２００１，１２９（１）：１４７．ＤＯＩ：１０．１０１６／Ｓ０３７７２２１７（００）００１６７３．

［８３］　ＨＵＢａｏｑｉｎｇ，ＷＡＮＧＣｈｕｎｙｏｎｇ．Ｏｎｔｙｐｅ２ｆｕｚｚｙｒｅｌａｔｉｏｎｓａｎｄｉｎｔｅｒｖａｌｖａｌｕｅｄｔｙｐｅ２ｆｕｚｚｙｓｅｔｓ［Ｊ］．ＦｕｚｚｙＳｅｔｓａｎｄ

Ｓｙｓｔｅｍｓ，２０１４，２３６：１３２．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｆｓｓ．２０１３．０７．０１１．

［８４］　ＧＯＧＵＥＮＪＡ．犔ｆｕｚｚｙｓｅｔ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＡｎａｌｙｓｉｓａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，１９６７，１８：１４５１７４．ＤＯＩ：１０．

１０１６／００２２２４７Ｘ（６７）９０１８９８．

［８５］　ＧＲＥＣＯＳ，ＩＮＵＩＧＵＣＨＩＭ，ＳＬＯＷＩＮＳＫＩＲ．Ｆｕｚｚｙｒｏｕｇｈｓｅｔｓａｎｄｍｕｌｔｉｐｌｅｐｒｅｍｉｓｅｇｒａｄｕａｌｄｅｃｉｓｉｏｎｒｕｌｅｓ［Ｊ］．Ｉｎ

ｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｅＲｅａｓｏｎｉｎｇ，２００６，４１：１７９２１１．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｉｊａｒ．２００５．０６．０１４．

［８６］　ＫＯＮＤＯＭ．Ｏｎｔｈｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｒｏｕｇｈｓｅｔｓ［Ｊ］．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，２００６，１７６（５）：５８９６００．ＤＯＩ：１０．

１０１６／ｊ．ｉｎｓ．２００５．０１．００１．

［８７］　ＫＯＴＯＷＳＫＩＷ，ＤＥＭＢＣＺＹＳＫＩＫ，ＧＲＥＣＯＳ，犲狋犪犾．Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｄｏｍｉｎａｎｃｅｂａｓｅｄｒｏｕｇｈｓｅｔｍｏｄｅｌｆｏｒｏｒｄｉｎａｌｃｌａｓ

ｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，２００８，１７８（２１）：４０１９４０３７．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｉｎｓ．２００８．０６．０１３．

［８８］　ＬＥＵＮＧＹ，ＦＩＳＣＨＥＲＭ Ｍ，ＷＵ Ｗｅｉｚｈｉ，犲狋犪犾．Ａｒｏｕｇｈｓｅｔａｐｐｒｏａｃｈｆｏｒｔｈｅｄｉｓｃｏｖｅｒｙｏｆｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｕｌｅｓｉｎｉｎ

ｔｅｒｖａｌｖａｌｕｅｄｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｅＲｅａｓｏｎｉｎｇ，２００８，４７（２）：２３３２４６．ＤＯＩ：

１０．１０１６／ｊ．ｉｊａｒ．２００７．０５．００１．

［８９］　ＺＨＡＮＧＺｈｉｍｉｎｇ．Ｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｉｎｔｅｒｖａｌｔｙｐｅ２ｆｕｚｚｙｒｏｕｇｈｓｅｔｓ［Ｊ］．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，

２０１３，２１９：１２４１５０．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｉｎｓ．２０１２．０７．０１３．

［９０］　ＤＵ Ｗｅｎｓｈｅｎｇ，ＨＵＢａｏｑｉｎｇ．Ｄｏｍｉｎａｎｃｅｂａｓｅｄｒｏｕｇｈｓｅｔａｐｐｒｏａｃｈｔｏｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅｏｒｄｅｒｅｄｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．

ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，２０１６，３４６／３４７：１０６１２９．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｉｎｓ．２０１６．０１．０９８．

［９１］　ＤＵ Ｗｅｎｓｈｅｎｇ，ＨＵＢａｏｑｉｎｇ．Ｄｏｍｉｎａｎｃｅｂａｓｅｄｒｏｕｇｈｆｕｚｚｙｓｅｔａｐｐｒｏａｃｈａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｔｏｒｕｌｅｉｎｄｕｃｔｉｏｎ［Ｊ］．

ＥｕｒｏｐｅａｎＪｏｕｒｎａｌｏｆＯｐｅｒａｔｉｏｎａｌＲｅｓｅａｒｃｈ，２０１７，２６１（２）：６９０７０３．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｅｊｏｒ．２０１６．１２．００４．

［９２］　ＱＩＡＯＪｕｎｓｈｅｎｇ，ＨＵＢａｏｑｉｎｇ．Ｇｒａｎｕｌａｒｖａｒｉａｂｌｅｐｒｅｃｉｓｉｏｎ犔ｆｕｚｚｙｒｏｕｇｈｓｅｔｓｂａｓｅｄｏｎｒｅｓｉｄｕａｔｅｄｌａｔｔｉｃｅｓ［Ｊ］．Ｆｕｚｚｙ

ＳｅｔｓａｎｄＳｙｓｔｅｍｓ，２０１８，３３６：５４８６．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｆｓｓ．２０１６．１２．００２．

［９３］　ＳＵＮＹａｎ，ＳＨＩＦｕｇｕｉ．Ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｓｏｆ犔ｆｕｚｚｙｒｏｕｇｈａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｏｐｅｒａｔｏｒｓ［Ｊ］．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，２０２３，

６４５：１１９３２４．

［９４］　ＫＯＮＤＯＭ．犔ｆｕｚｚｙｒｅｌａｔｉｏｎｓｏｎｒｅｓｉｄｕａｔｅｄｌａｔｔｉｃｅｓ［Ｃ］∥５４ｔｈＩＩＥＥＥｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＳｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎＭｕｌｔｉｐｌｅＶａｌｕｅｄ

Ｌｏｇｉｃ（ＩＳＭＶＬ）．Ｂｒｎｏ：ＩＥＥＥＰｒｅｓｓ，２０２４：１１５１１９．
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