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摘要：　采用微分方程定性理论和动力系统分支方法研究广义（２＋１）维 ＨｉｒｏｔａＭａｃｃａｒｉ系统的动力学及混沌

行为，获得对应行波系统的分支相图，得到系统的周期波解和孤立波解的精确表达式。通过数值模拟研究不

同参数条件下的行波解波形及其性质的变化，对该系统增加一个周期扰动项之后，利用 Ｍａｔｌａｂ软件得到扰动

系统在一些特殊参数条件下的２Ｄ相图、３Ｄ相图和庞加莱截面。结果表明：该系统在特定参数条件下的运动

是准周期的。
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１　预备知识

光孤子可以作为长距离光纤通信和光数据传输的信息载体。单模光纤中两个最重要的物理因素是

群速度色散和自相位调制。光孤子消除了由于群速度色散引起的脉冲展宽，自相位调制促进了脉冲压

缩。群速度色散和自相位调制之间的精确平衡是实现光纤中光孤子的基础。光孤子可以用非线性偏微
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分方程（ＮＬＰＤＥ）进行描述，这激发了学者们对ＮＬＰＤＥ的研究兴趣。

广义（２＋１）维ＨｉｒｏｔａＭａｃｃａｒｉ系统
［１］为

ｉ狌狋＋狌狓狔＋ｉ狌狓狓狓＋狌狏－ｉ｜狌｜
２狌狓＝０，

３狏狓＋（狌
２ ）狔＝０

烍
烌

烎。
（１）

式（１）中：狓，狔为空间变量；狋为时间变量；狌（狓，狔，狋）为复函数；狏（狓，狔，狋）为实函数。

系统（１）是一种特殊的非线性薛定谔方程，用于模拟局部空间中孤立波的运动，即在光纤通信、等离

子体物理、非线性光学、流体力学等领域中具有有限频率密度扰动的大振幅低混合波的相互作用［２］，也

解释了飞秒孤子脉冲在单模光纤中传播的动力学行为。许多学者用不同的方法得到系统（１）的解析解

和孤子解，例如，１／（ ）犌″ｅｘｐａｎｓｉｏｎ法
［３］、ｎｅｗＫｕｄｒｙａｓｈｏｖ法和ｔａｎｈｃｏｔｈ法

［４］、Ｊａｃｏｂｉｅｌｌｉｐｔｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｅｘｐａｎｓｉｏｎ法
［５］、ＫＰ约化法

［６］、改进ｔａｎφ（ξ）／（ ）２ｅｘｐａｎｓｉｏｎ法
［７］、ＳｉｎｈＧｏｒｄｏｎ法

［８］及其他处理 ＮＬＰ

ＤＥ的方法
［９１６］。本文采用微分方程定性理论和动力系统分支方法，分析系统（１）的行波解和动力学行

及其扰动系统的混沌行为。

２　定性分析与分支相图

对系统（１）进行行波变换，令

狌（狓，狔，狋）＝ｅ
ｉθ犝（ξ），　　狏（狓，狔，狋）＝犞（ξ）。 （２）

式（２）中：ξ＝μ（狓＋狔－犮狋），θ＝狉狋＋犪狓＋犫狔，μ，犮，犪，犫，狉为常数，通常犮，狉为波速，犪，犫为波频。

把式（２）代入系统（１）的第２个方程并积分一次，可得

犞（ξ）＝－犝
２（ξ）／３。 （３）

再把式（２），（３）代入系统（１）的第１个方程，将实部和虚部进行分离，并对虚部积分一次，可得

犝″＝
犪３－狉－犪犫
（３犪－１）μ

２犝＋
１

３μ
２犝

３，

犝″＝
犮－犪－犫＋３犪２

μ
２ 犝＋

１

３μ
２犝

３

烍

烌

烎
。

（４）

令 α＝
犪３－狉－犪犫
（３犪－１）μ

２＝
犮－犪－犫＋３犪２

μ
２

，　　β＝
１

３μ
２＞０， （５）

则系统（１）转化为

犝″＝α犝＋β犝
３。 （６）

令犢＝犝′，可得平面动力系统为

ｄ犝
ｄξ
＝犢，　　

ｄ犢
ｄξ
＝α犝＋β犝

３， （７）

其首次积分为

犎（犝，犢）＝犢２－α犝
２－
１

２β
犝４＝犺。 （８）

式（８）中：犺为积分常数。

显然，系统（７）有平衡点（０，０）。由式（５）可知，β＞０，当α＜０时，系统（７）有平衡点 ± －
α

槡β
，（ ）０ 。

令犕（犝，犢）是系统（７）在平衡点（犝，犢）处的线性化系统的雅可比（Ｊａｃｏｂｉ）矩阵，则有

犕（犝，犢）＝
０ １

α＋３β犝
２［ ］
０
。

记Ｊａｃｏｂｉ矩阵的行列式犑（犝，犢）＝ 犕（犝，犢），由此可得

犑（０，０）＝－α，　　犑（± －
α

槡β
，０）＝２α。

根据平面动力系统平衡点类型的判定方法，可得定理１。

定理１　１）当α＜０时，系统（７）有３个平衡点犗（０，０），犃 －
α

槡β
，（ ）０ 和犅 － －

α

槡β
，（ ）０ ，且犗为中

４１１ 华 侨 大 学 学 报 （自 然 科 学 版）　　　　　　　　　　　　　　２０２５年



犺狋狋狆：∥犺犱狓犫．犺狇狌．犲犱狌．犮狀／

心，犃和犅 为鞍点。２）当α＝０时，系统（７）只有一个平衡点犗（０，０），且为拓扑鞍点。３）当α＞０时，系

统（７）只有一个平衡点犗（０，０），且为鞍点。

证明：１）当α＜０时，此时，系统（７）有３个平衡点。对于犗（０，０），Ｊａｃｏｂｉ矩阵犕（０，０）＝
０ １

α
［ ］
０
，此

时，它有一对纯虚特征根λ１，２＝±ｉ －槡 α，则犗为中心。同理，犕（± －
α

槡β
，０）＝

０ １

－２α
［ ］

０
，此时，它有

一对相反的实特征根λ１，２＝± －２槡 α，则犃和犅 为鞍点。

２）当α＝０时，系统（７）只有一个平衡点犗（０，０），Ｊａｃｏｂｉ矩阵犕（０，０）＝
０ １［ ］
０ ０

，此时，它有两个零

特征值，且系统（７）变为

ｄ犝
ｄξ
＝犢，　　

ｄ犢
ｄξ
＝β犝

３。

由文献［１７］中节２．１１的定理２可知，当β＞０时，犗为拓扑鞍点。

３）当α＞０时，系统（７）只有一个平衡点犗（０，０），Ｊａｃｏｂｉ矩阵犕（０，０）＝
０ １

α
［ ］
０
，此时，它有一对相

反的实特征根λ１，２＝±槡α，则犗为鞍点。

根据式（８）确定的能量函数，记３个平衡点处的能量分别为

犺０＝犎（０，０）＝０，　　犺１＝犎（ －
α

槡β
，０）＝

α
２

２β
，　　犺２＝犎（－ －

α

槡β
，０）＝

α
２

２β
。

结合上述定性分析，通过对能量函数赋予不同的数值，可以得到系统（７）在对应参数条件下的相图，

如图１所示。

　（ａ）α＜０　　　　　　　 　　　　　　（ｂ）α＝０　　　　　 　　 　　　　　（ｃ）α＞０　

图１　系统（７）的相图分支

Ｆｉｇ．１　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓｏｆｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓｏｆｓｙｓｔｅｍ（７）

３　系统（１）的行波解及其精确表达式

对于一个给定的实数犺，由式（８）给出的方程犎（犝，犢）＝犺定义系统（７）中代表不同轨道的能量曲

线。根据式（８）可得犢２＝β
２
犝４＋

２α

β
犝２＋

２犺（ ）β 。以犝（０）＝犝０ 为初始条件，由式（７）的第１个方程可得

ξ＝∫
犝

犝
０

ｄ犝／ β
２
犝４＋

２α

β
犝２＋

２犺（ ）槡［ ］
β

。 （９）

由式（９）可计算各种行波解的精确表达式。主要研究以下两种情形（情形１，２）。

情形１　图１（ａ）中，当犺∈（犺０，犺１）时，由犎（犝，犢）＝犺定义的能量曲线是一族包围平衡点犗（０，０）

的周期轨和两个开轨道。此时，式（９）为

β
槡２ξ＝∫

犝

－犝２

ｄ犝

（犝１－犝）（犝２－犝）（犝＋犝１）（犝＋犝２槡 ）
。

上式中：犝１，犝２，－犝１，－犝２ 为能量曲线与犝 轴的交点，且－犝１＜－犝２＜犝＜犝２＜犝１。
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通过计算，可得系统（７）的周期波解为

犝（ξ）＝
－犝２＋犝１η

２ｓｎ２（狑ξ，犽）

１－η
２ｓｎ２（狑ξ，犽）

。 （１０）

式（１０）中：犽２＝
４犝１犝２
（犝１＋犝２）

２
；η
２＝

２犝２
犝１＋犝２

；狑＝
（犝１＋犝２）

４
· ２槡β；ｓｎ（·，犽）为Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数。

由式（３）可得

犞（ξ）＝－
（－犝２＋犝１η

２ｓｎ２（狑ξ，犽））
２

３（１－η
２ｓｎ２（狑ξ，犽））

２
。 （１１）

此时，犞（ξ）为一个周期波解。式（１０），（１１）对应的波形图，如图２（ａ），２（ｂ）所示。

由式（１０），（１１）可得系统（１）的解为

狌（狓，狔，狋）＝ｅｘｐ（ｉ（狉狋＋犪狓＋犫狔））·
－犝２＋犝１η

２ｓｎ２（狑μ（狓＋狔－犮狋），犽）

１－η
２ｓｎ２（狑μ（狓＋狔－犮狋），犽）

，

狏（狓，狔，狋）＝－
（－犝２＋犝１η

２ｓｎ２（狑μ（狓＋狔－犮狋），犽））
２

３（１－η
２ｓｎ２（狑μ（狓＋狔－犮狋），犽））

２

烍

烌

烎
。

（１２）

由式（１２）可得狌的模（狌 ）和强度分布（狌 ２＝犝２）分别为

狌 ＝ 犝 ＝
－犝２＋犝１η

２ｓｎ２（狑ξ，犽）

１－η
２ｓｎ２（狑ξ，犽）

， （１３）

狌 ２＝犝２＝
－犝２＋犝１η

２ｓｎ２（狑ξ，犽）

１－η
２ｓｎ２（狑ξ，犽

（ ））

２

。 （１４）

此时，狌 和｜狌｜
２ 均为周期函数，且 狌 为一个周期尖波，狌 ２ 为一个周期波，其波形图，如图２

（ｃ），２（ｄ）所示。

　（ａ）犝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）犞　　

　（ｃ） 狌 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｄ） 狌 ２

图２　式（１０），（１１），（１３），（１４）对应的波形图

Ｆｉｇ．２　Ｗａｖｅｆｏｒｍｄｉａｇｒａｍｓｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｆｏｒｍｕｌａ（１０），（１１），（１３），（１４）

通过数值模拟可知，当波频（犪）越大时，它们的周期越大，但振幅没有改变。换言之，犞，狌 ，狌 ２

的周期与犪成正比例关系，但振幅与犪无关。

情形２　图１（ａ）中，当犺＝犺１ 时，由犎（犝，犢）＝犺定义的能量曲线是两条异宿轨，此时，式（９）可写

为 β
槡２ξ＝±∫

犝

０

ｄ犝
（犝１－犝）（犝－犝２）

，其中，犝１＝ －
α

槡β
，犝２＝－ －

α

槡β
。经计算，可得系统（７）的扭波解

（犝＋）和反扭波解（犝－）分别为
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犝＋＝ －
α

槡β
·ｔａｎｈ －

α

槡２
（ ）ξ ，　　犝－＝－ －

α

槡β
·ｔａｎｈ －

α

槡２
（ ）ξ ， （１５）

其波形图如图３（ａ），３（ｂ）所示。

由式（３）可得

犞（ξ）＝
α
３β
·ｔａｎｈ２ －

α

槡２
（ ）ξ 。 （１６）

因为α＜０，β＞０，所以此时的犞（ξ）为一个亮孤立波解，其波形图如图３（ｃ）所示。

由式（１５），（１６）可得系统（１）的解为

狌（狓，狔，狋）＝±ｅｘｐ（ｉ（狉狋＋犪狓＋犫狔））· －
α

槡β
·ｔａｎｈ －

α

槡２μ
（狓＋狔－犮狋（ ）），

狏（狓，狔，狋）＝αｔａｎｈ
２（ －

α

槡２μ
（狓＋狔－犮狋））／３β

烍

烌

烎
。

（１７）

由式（１７）可得 狌 和 狌 ２＝犝２ 分别为

狌 ＝ 犝 ＝ －
α

槡β
· ｔａｎｈ －

α

槡２
（ ）ξ ， （１８）

狌 ２＝犝２＝－
α

β
·ｔａｎｈ２（ －

α

槡２ξ
）。 （１９）

此时，狌 为一个反孤立尖波，狌 ２ 为暗孤立波，其波形图如图３（ｄ），３（ｅ）所示。

　（ａ）犝＋　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）犝－

　　　（ｃ）犞　　　　　　　　　　　　　　（ｄ） 狌 　　　　　　　　　　　　（ｅ） 狌 ２

图３　式（１５），（１６），（１８），（１９）对应的波形图

Ｆｉｇ．３　Ｗａｖｅｆｏｒｍｄｉａｇｒａｍｓｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｆｏｒｍｕｌａ（１５），（１６），（１８），（１９）

背景上的孤立（尖）波是一种行波，其振幅在 狓 中呈指数衰减到非零值，若其振幅在 狓 中呈指数

衰减到正值，称该孤立（尖）波为正背景下的，若其振幅在 狓 中呈指数衰减到负值，称该孤立（尖）波为

负背景下的。通过数值模拟可得，波函数（犞）是在负背景下的亮孤立波，当波频（犪）越大时，振幅（高度）

越小；狌 是在正背景下的反孤立尖波，当波频犪越大时，它的振幅（高度）也是越小；狌 ２ 是在正背景

下的暗孤立波，当波频（犪）越大时，它的振幅（高度）也是越小。此外，当犪越大时，狌 的图像在狓＝０处

左右的倾斜程度越小。

探究波频（犪）与波速（犮）之间的关系。由式（５）可得

犮＝
－８犪３＋６犪２＋（２犫－１）犪－犫－狉

３犪－１
，
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犮′（犪）＝
－４８犪３＋４２犪２－１２犪＋犫＋３狉＋１

（３犪－１）２
＝
－６犪（８犪２－７犪＋２）＋犫＋３狉＋１

（３犪－１）２
。

当犫，狉充分小时，对任意犪＞０，都有犮′＜０；当犫，狉充分小时，波频越大，波速反而越小。

定理２　１）当α＜０时，由犎（犝，犢）＝犺∈（犺０，犺１）定义的能量曲线是一族包围平衡点犗（０，０）的周

期轨和两个开轨道，此时，系统（７）存在由式（１０）给出的精确周期波解族。

２）当α＜０时，由犎（犝，犢）＝犺＝犺１ 定义的能量曲线是两条连接犃 －
α

槡β
，（ ）０ 和犅 － －

α

槡β
，（ ）０

的异宿轨，此时，系统（７）存在由式（１５）给出的精确扭波解和反扭波解。

４　系统（１）的扰动系统的混沌行为

在系统（１）的右边加上扰动项，可得

ｉ狌狋＋狌狓狔＋ｉ狌狓狓狓＋狌狏－ｉ狌
２狌狓＝犳１，

３狏狓＋（狌
２）狔＝犳２

烍
烌

烎。
（２０）

式（２０）中：犳１，犳２ 为扰动项。

把式（２）代入系统（２０）并积分一次，将实部和虚部进行分离，可得

犝″＝
犪３－狉－犪犫
（３犪－１）μ

２犝＋
１

３μ
２犝

３＋犳１，

犝″＝
犮－犪－犫＋３犪２

μ
２ 犝＋

１

３μ
２犝

３＋犳２

烍

烌

烎
。

（２１）

现考虑周期扰动，令犳犻＝γｃｏｓ（犽ξ），犻＝１，２。若参数满足以下条件

α＝
犪３－狉－犪犫
（３犪－１）μ

２＝
犮－犪－犫＋３犪２

μ
２

，　　β＝
１

３μ
２＞０，

则系统（２０）转化为带扰动项的平面扰动系统，即

ｄ犝
ｄξ
＝犢，　　

ｄ犢
ｄξ
＝α犝＋β犝

３＋γｃｏｓ（犽ξ）。 （２２）

式（２２）中：γ，犽分别为系统（２２）的振幅和频率。

庞加莱映射是一种经典的分析动力系统的方法，通过庞加莱截面上截点的情况可以判断系统是否

发生混沌。由文献［１８］中节２．１０可得引理１。

引理１　１）若庞加莱截面上有且仅有一个不动点或少数离散点，则系统的运动是周期的。

２）若庞加莱截面上是一封闭曲线，则系统的运动是准周期的。

３）若庞加莱截面上是一些成片的密集点，则系统的运动是混沌。

现研究振幅γ和频率犽对系统（２２）运动的影响。令α＝－２，β＝１／３，并保持不变，并令γ＝０．５，

０．８，１，４；犽＝０．６，０．８，π，２π，分别可得系统（２２）的２Ｄ相图、３Ｄ相图和庞加莱截面，如图４～７所示。

　　　　（ａ）２Ｄ相图　　　　　　　　　（ｂ）３Ｄ相图　　　　　　　　　　　　（ｃ）庞加莱截面

图４　系统（２２）的２Ｄ相图、３Ｄ相图和庞加莱截面（γ＝０．５，犽＝０．６）

Ｆｉｇ．４　２Ｄｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔ，３ＤｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔａｎｄＰｏｉｎｃａｒｅｓｅｃｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（２２）（γ＝０．５，犽＝０．６）

由图４～７可知：在这些特定参数条件下，系统（２２）的庞加莱截面是一封闭曲线。因此，系统（２２）在

这些特定参数条件下的运动是准周期的。
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　　（ａ）２Ｄ相图　　　　　　　　　　（ｂ）３Ｄ相图　　　　　　　　 　　　（ｃ）庞加莱截面

图５　系统（２２）的２Ｄ相图、３Ｄ相图和庞加莱截面（γ＝０．８，犽＝０．８）

Ｆｉｇ．５　２Ｄｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔ，３ＤｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔａｎｄＰｏｉｎｃａｒｅｓｅｃｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（２２）（γ＝０．８，犽＝０．８）

　　　（ａ）２Ｄ相图　　　　　　　　　　　（ｂ）３Ｄ相图　　　　　　　　　　（ｃ）庞加莱截面

图６　系统（２２）的２Ｄ相图、３Ｄ相图和庞加莱截面（γ＝１，犽＝π）

Ｆｉｇ．６　２Ｄｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔ，３ＤｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔａｎｄＰｏｉｎｃａｒｅｓｅｃｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（２２）（γ＝１，犽＝π）

　　　（ａ）２Ｄ相图　　　　　　　　　　（ｂ）３Ｄ相图　　　　　 　　　　　（ｃ）庞加莱截面

图７　系统（２２）的２Ｄ相图、３Ｄ相图和庞加莱截面（γ＝４，犽＝２π）

Ｆｉｇ．７　２Ｄｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔ，３ＤｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔａｎｄＰｏｉｎｃａｒｅｓｅｃｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（２２）（γ＝４，犽＝２π）

５　结束语

采用平面动力系统的方法研究广义（２＋１）维 ＨｉｒｏｔａＭａｃｃａｒｉ方程的分支与行波解，并分析它对应

的周期扰动系统，得出该扰动系统在特定参数条件下的２Ｄ相图、３Ｄ相图和庞加莱截面，可得该扰动系

统在特定参数条件下的运动是准周期的。此外，对得到的行波解进行数值模拟，研究不同参数条件下的

行波解波形及其性质的变化，并解释相关的物理性质。
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