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　　应用重心插值的犅狌狉犵犲狉狊方程数值解法
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摘要：　利用重心插值构造求解Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的无网格数值方法。在时间方向用ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ差分法对方

程进行离散，在空间方向用重心插值切比雪夫配点法逼近函数本身及其空间导数。对全离散数值格式进行相

容性分析。数值算例表明：与经典的有限差分方法比较，重心插值配点法用较少的节点就能达到较高的精度。
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Ｂｕｒｇｅｒｓ方程是一类描述对流与扩散相互作用的非线性偏微分方程
［１］，是ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程中忽

略压力项后的简化形式。考虑如下Ｂｕｒｇｅｒｓ方程，即

狌狋＋狌·Ñ狌＝狏Δ狌，　　（犡，狋）∈Ω×［０，犜］，

狌（犡，狋）＝犵（狋），　　狋∈［０，犜］，

狌（犡，０）＝犳（犡），　　犡∈Ω

烍

烌

烎。

（１）

式（１）中：Ω犚
犱（犱＝１，２）为有界凸区域，边界分段光滑。

Ｂｕｒｇｅｒｓ方程在流体力学、气体动力学、交通流等众多领域都有着重要的作用和地位。许多学者对

该问题做了大量研究，并提出了数值解法。陈莲［２］建立两种求解Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ差分

法格式，并对其进行误差分析。Ｗａｎｇ等
［３］建立一种求解粘性Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的能量守恒型四阶隐式紧差
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分格式。Ｚｈａｎｇ等
［４］利用线性化紧致差分格式求解具有Ｂｕｒｇｅｒｓ型非线性项的二维Ｓｏｂｏｌｅｖ方程。Ｘｕ

等［５］建立两种求解非线性Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的修正的非协调有限元全离散格式，并对其进行超收敛分析。

Ｗａｎｇ等
［６］建立一种求解Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的多区域Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，并分析其收敛性及稳定性。Ｚｈａｏ等

［７］

利用时空连续Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法对二维Ｂｕｒｇｅｒｓ方程进行数值求解，并给出先验误差估计。Ｗａｎｇ等
［８］利

用弱伽辽金有限元方法求解一类时间分数阶的广义Ｂｕｒｇｅｒｓ方程。

以上求解Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的数值方法都是基于网格剖分建立离散格式，Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ节点的重心Ｌａ

ｇｒａｎｇｅ插值公式可以有效克服Ｒｕｎｇｅ现象。很多学者将其推广到求解各类微分方程与积分方程，如

Ｖｏｌｔｅｒｒａ积分方程
［９］、ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程

［１０１３］、ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ方程
［１４］、分数阶微分方程［１５１６］等。?ｍｅｒ

［１７］

应用重心插值配点法数值求解了二维和三维ＫｌｅｉｎＧｏｒｄｏｎＳｃｈｒｄｉｎｇｅｒ（ＫＧＳ）方程。基于此，本文对

应用重心插值的Ｂｕｒｇｅｒｓ方程数值解法进行研究。

１　重心犔犪犵狉犪狀犵犲插值

１．１　重心犔犪犵狉犪狀犵犲插值函数

设插值节点为狓犼，对应的实数为狔犼（犼＝０，１，…，狀），使用多项式插值，则在次数不超过狀的多项式

空间中，存在唯一的重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值函数狆（狓），满足狆（狓犼）＝狔犼，犼＝０，１，…，狀。重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值

函数为

狆（狓）＝∑
狀

犼＝０

狑犼
（狓－狓犼）

狔犼／∑
狀

犻＝０

狑犻
（狓－狓犻）

＝∑
狀

犼＝０

犇犼（狓）狔犼。 （２）

式（２）中：犇犼（狓）为重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值基函数；狑犼为重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值函数的重心权，狑犼为

狑犼 ＝ ∏
狀

犻＝０，犻≠犼

（狓犼－狓犻（ ））－１
。 （３）

由于重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值函数的重心权只与插值节点分布有关，在利用重心插值逼近未知函数时，

采用第二类Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ节点，即

狓犼＝ｃｏｓ
犼
狀（ ）π ，　　犼＝０，１，…，狀。 （４）

可以得到重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值函数的重心权为

狑犼＝（－１）δ犼，

δ犼＝
１／２，　　犼＝０或狀，

１，　　其他｛ 烍

烌

烎。

（５）

对式（２）进行求导，得到函数狆（狓）在插值节点狓犻处的导数，狆
狊（狓犻）为

狆
狊（狓犻）＝

ｄ狊狆（狓犻）

ｄ狓狊
＝∑

狀

犼＝０

犇
（狊）
犼 （狓犻）狔犼 ＝∑

狀

犼＝０

犇
（狊）
犻，犼狔犼。 （６）

将其写成矩阵形式即为

狆
（狊）＝犇

（狊）
狆。 （７）

式（７）中：犇
（狊）为关于节点狓犻（犻＝０，１，…，狀）的狊阶微分矩阵，犇

（狊）＝（犇
（狊）
犻，犼）狀×狀，狊＝１，２。

通过对重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值基函数求导，分别得到一、二阶微分矩阵的元素
［１１］为

犇
（１）
犻，犼 ＝

ω犼／ω犻
狓犻－狓犼

，　　犻≠犼，

犇
（１）
犻，犻 ＝－ ∑

狀

犼＝０，犼≠犻

犇
（１）
犻，犼，

犇
（２）
犻，犼 ＝２（犇

（１）
犻，犻犇

（１）
犻，犼 －

犇
（１）
犻，犼

狓犻－狓犼
），　　犻≠犼，

犇
（２）
犻，犻 ＝－ ∑

狀

犼＝０，犼≠犻

犇
（２）
犻，犼

烍

烌

烎。

（８）

１．２　逼近性质

设狆（狓，狔）是狌（狓，狔）的重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值函数，满足狆（狓犿，狔狀）＝狌（狓犿，狔狀），则定义误差函数为
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犲（狓，狔）＝狌（狓，狔）－狆（狓，狔）。 （９）

引理１
［１８］
　如果狌（狓，狔）∈犆

犿＋１（［犪，犫］×［犮，犱］），其中，犿＝ｍａｘ｛犿，狀｝，则

｜犲（狓，狔）｜≤ 狌
（犿＋１）

∞（犆１
ｅ犾狓
２（ ）犿

犿

＋犆２
ｅ犾狔
２（ ）狀

狀

）。 （１０）

式（１０）中：ｅ为自然对数；犾狓 代表区间［犪，犫］的一半；犾狔 代表区间［犮，犱］的一半。

同理可以得到

犲狓（狓，狔）≤犆

１ ‖

（犿＋１）
狓 狌‖∞

ｅ犾狓
２（犿－１（ ））

犿－１

＋犆２ ‖
（狀＋１）
狔 狌‖∞

ｅ犾狔
２（ ）狀

狀

，

犲狓，狓（狓，狔）≤犆

１ ‖

（犿＋１）
狓 狌‖∞

ｅ犾狓
２（犿－２（ ））

犿－２

＋犆２ ‖
（狀＋１）
狔 狌‖∞

ｅ犾狔
２（ ）狀

狀

，

犲狔（狓，狔）≤犆１ ‖
（犿＋１）
狓 狌‖∞

ｅ犾狓
２（ ）犿

犿

＋犆２ ‖
（狀＋１）
狔 狌‖∞

ｅ犾狔
２
（狀－１（ ））

狀－１

，

犲狔，狔（狓，狔）≤犆１ ‖
（犿＋１）
狓 狌‖∞

ｅ犾狓
２（ ）犿

犿

＋犆２ ‖
（狀＋１）
狔 狌‖∞

ｅ犾狔
２
（狀－２（ ））

狀－２

烍

烌

烎
。

（１１）

式（１１）中：犆１，犆

１ ，犆


１ ，犆２，犆


２ ，犆


２ 为常数。

２　二维犅狌狉犵犲狉狊方程的离散格式

考虑二维Ｂｕｒｇｅｒｓ方程，对时间区域进行犓 等分，记步长为τ＝
犜
犓
，犜为时间计算的终点。空间区

域采用第二类Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ节点分别离散为犿＋１个计算节点犪＝狓０＜狓１＜…＜狓犿＝犫和狀＋１个计算节

点犮＝狔０＜狔１＜…＜狔狀＝犱，得到计算节点（狓犻，狔犼，狋犽），０≤犻≤犿，０≤犼≤狀，０≤犽≤犓。

２．１　半离散格式及相容性分析

记函数狌（狓，狔，狋）在节点狓０，狓１，…，狓犿 上的值为狌（狓犻，狔，狋）＝狌犻（狔，狋），则函数狌（狓，狔，狋）在节点狓０，

狓１，…，狓犿 上的重心插值函数为

狌（狓，狔，狋）＝∑
犿

狊＝０

犔狊（狓）狌狊（狔，狋）。 （１２）

式（１２）中：犔狊（狓）表示狓方向的重心插值基函数。

将式（１２）代入方程（１）中，并令方程在点狓０，狓１，…，狓犿 上精确成立，得到常微分方程组，即

∑
犿

狊＝０

犔狊 狓（ ）犻
狌狊（狔，狋）

狋
＋∑

犿

狊＝０

犔狊 狓（ ）犻 狌狊（狔，狋）∑
犿

狊＝０

犔′狊 狓（ ）犻 狌狊（狔，狋）＋∑
犿

狊＝０

犔狊 狓（ ）犻

２狌狊（狔，狋）

狔（ ）２ ＝

狏 ∑
犿

狊＝０

犔″狊 狓（ ）犻 狌狊（狔，狋）＋∑
犿

狊＝０

犔狊 狓（ ）犻

２狌狊（狔，狋）

狔（ ）２
。 （１３）

式（１３）中：犔′狊（狓犻）＝犆
（１）
狊，犻为关于节点狓０，狓１，…，狓犿 的一阶微分矩阵犆

（１）中的元素，类似地，犔″狊（狓犻）＝犆
（２）
狊，犻

为二阶微分矩阵犆
（２）中的元素。

记狌犻，犼（狋）＝狌犻（狔犼，狋），函数狌犻（狔，狋）在节点狔０，狔１，…，狔狀 的重心插值函数为

狌犻（狔，狋）＝∑
狀

狉＝０

犜狉（狔）狌犻，狉（狋）。 （１４）

式（１４）中：犜狉（狔）表示狔方向的重心插值基函数。

将式（１４）代入式（１３），微分矩阵形式为

ｄ犝（狋）

ｄ狋
＋ｄｉａｇ（犝（狋））（犆

（１）
犐狀＋１＋犐犿＋１犇

（１））犝（狋）＝狏（犆
（２）
犐狀＋１＋犐犿＋１犇

（２））犝（狋）。 （１５）

式（１５）中：

犝（狋）＝［犝０（狋）…犝犿（狋）］
Ｔ；

犝犻（狋）＝［狌犻，０（狋）…狌犻，狀（狋）］
Ｔ（犻＝０，…，犿）；

犇
（犽）为关于节点狔０，狔１，…，狔狀 的犽阶微分矩阵。

为了方便进行相容性分析，算子定义为
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Γ狌（狓，狔，狋）：＝狌狋＋狌（狌狓＋狌狔）－狏（狌狓，狓＋狌狔，狔）。 （１６）

令狌（狓犿，狔狀，狋）为狌（狓，狔，狋）的数值解，则可以得到

Γ狌（狓犿，狔狀，狋）＝０。 （１７）

定理１　若狌（狓，狔，狋）∈犆
（犿＋１）（［犪，犫］×［犮，犱］）×犆

（０）（０，犜］，其中，犿＝ｍａｘ｛犿，狀｝，假设狌（狓犿，狔狀，狋）

有界，则误差估计为

狌（狓，狔，狋）－狌（狓犿，狔狀，狋）≤犆

１ 

（犿＋１）
狓 狌 ∞

ｅ犾狓
２（犿－２（ ））

犿－２

＋

犆２ ‖
（狀＋１）
狔 狌‖∞

ｅ犾狔
２（狀－２（ ））

狀－２

。 （１８）

　　证明：

Γ狌（狓，狔，狋）－Γ狌（狓犿，狔狀，狋）＝狌狋（狓，狔，狋）－狌狋（狓犿，狔狀，狋）＋

狌（狓，狔，狋）狌狓（狓，狔，狋）－狌（狓犿，狔狀，狋）狌狓（狓犿，狔狀，狋）＋

狌（狓，狔，狋）狌狔（狓，狔，狋）－狌（狓犿，狔狀，狋）狌狔（狓犿，狔狀，狋）＋

狏（狌狓狓（狓犿，狔狀，狋）－（狓，狔，狋））＋狏（狌狔狔（狓犿，狔狀，狋）－狌狔狔（狓，狔，狋））＝

犚１＋犚２＋犚３＋犚４＋犚５。 （１９）

式（１９）中：

犚１＝狌狋（狓，狔，狋）－狌狋（狓犿，狔狀，狋）＝狌狋（狓，狔，狋）－狌狋（狓犿，狔，狋）＋

　　　狌狋（狓犿，狔，狋）－狌狋（狓犿，狔狀，狋）＝犲狋（狓犿，狔，狋）＋犲狋（狓犿，狔狀，狋）。 （２０）

由引理１，有

犚１ ＝ 犲狋（狓犿，狔，狋）＋犲狋（狓犿，狔狀，狋）≤

犆１ ‖
（犿＋１）
狓 狌‖∞

ｅ犾狓
２（ ）犿

犿

＋犆２ ‖
（狀＋１）
狔 狌‖∞

ｅ犾狔
２（ ）狀

狀

。
（２１）

　　犚２ 的估计为

犚２ ＝ 狌（狓，狔，狋）狌狓（狓，狔，狋）－狌（狓犿，狔狀，狋）狌狓（狓犿，狔狀，狋）≤

狌狓（狓，狔，狋） 狌（狓，狔，狋）－狌（狓犿，狔狀，狋）＋

狌（狓犿，狔狀，狋） 狌狓（狓，狔，狋）－狌狓（狓犿，狔狀，狋）≤

犆１ ‖
（犿＋１）
狓 狌‖∞

ｅ犾狓
２（犿－１（ ））

犿－１

＋犆２ 
（狀＋１）
狔 狌 ∞

ｅ犾狔
２（ ）狀

狀

。 （２２）

　　同理有

　 犚３ ＝ 狌（狓，狔，狋）狌狔（狓，狔，狋）－狌（狓犿，狔狀，狋）狌狔（狓犿，狔狀，狋）≤

　　　　　　　　　　　犆１ ‖
（犿＋１）
狓 狌‖∞

ｅ犾狓
２（ ）犿

犿

＋犆２ ‖
（狀＋１）
狔 狌‖∞

ｅ犾狔
２（狀－１（ ））

狀－１

。　　 （２３）

类似地，对于犚４，犚５ 的估计分别为

犚４ ＝ 狏犲狓，狓（狓犿，狔，狋）＋狏犲狓，狓（狓犿，狔狀，狋）犆≤　　　　　　　　　　　　　　　

犆１ ‖
（犿＋１）
狓 狌‖∞（

ｅ犾狓
２（犿－２）

）犿－２＋犆２ ‖
（狀＋１）
狔 狌‖∞－

ｅ犾狔
２（ ）狀

狀

。 （２４）

犚５ ＝ 狏犲狔，狔（狓犿，狔，狋）＋狏犲狔，狔（狓犿，狔狀，狋）≤　　　　　　　　　　　　　　　

犆１ ‖
（犿＋１）
狓 狌‖∞

ｅ犾狓
２（ ）犿

犿

＋犆２ ‖
（狀＋１）
狔 狌‖∞

ｅ犾狔
２（狀－２（ ））

狀－２

。　 （２５）

将式（２１）～（２５）代入式（１９），则定理得证。

２．２　全离散格式及相容性分析

定理２　设狌（狓，狔，狋）∈犆
（犿＋１）（［犪，犫］×［犮，犱］）×犆

（２）（０，犜］，假设狌（狓犿，狔狀，狋）有界，使用重心插值配

点法求解的数值解为狌犺（狓犻，狔犼，狋犽），则如下式子成立，即

狌（狓，狔，狋）－狌
犺（狓犻，狔犼，狋犽）≤犆τ

２＋‖狌
（犿＋１）

‖∞

ｅ犾狓
２（犿－２（ ））

犿－２

＋
ｅ犾狔

２（狀－２（ ））
狀

［ ］｛ ｝
－２

。 （２６）

证明：对方程时间方向采用ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ差分法离散得到的数值解为狌犽＋１＝狌（狓，狔，狋犽＋１），则
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δ狌
（犽＋１）／２
狋 ＋狌

（犽＋１）／２（狌
（犽＋１）／２
狓 ＋狌

（犽＋１）／２
狔 ）－狏（狌

（犽＋１）／２
狓，狓 ＋狌

（犽＋１）／２
狔，狔 ）＝犚犽。 （２７）

式（２７）中：δ狌
（犽＋１）／２
狋 ＝

１

τ
（狌（狓，狔，狋犽＋１）－狌（狓，狔，狋犽）），犚

犽＝δ狌
（犽＋１）／２
狋 －狌

（犽＋１）／２
狋 是时间方向的截断误差。

由Ｔａｙｌｏｒ展开，可得

犚犽 ≤犆τ
２。 （２８）

空间方向利用重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法离散，有

δ狌
犺
狋（狓犻，狔犼，狋犽）＋狌（狓犻，狔犼，狋（犽＋１）／２）（狌狓（狓犻，狔犼，狋（犽＋１）／２）＋狌狔（狓犻，狔犼，狋（犽＋１）／２））－

狏（狌狓，狓（狓犻，狔犼，狋（犽＋１）／２）＋狌狔，狔（狓犻，狔犼，狋（犽＋１）／２））＝犚
犽
＋ε

犻，犼。
（２９）

式（２９）中：ε
犻，犼为空间截断误差。

由式（２７），（２９），可以得到

δ狌
（犽＋１）／２
狋 －δ狌

犺
狋（狓犻，狔犼，狋犽）＋狌

（犽＋１）／２（狌
（犽＋１）／２
狓 ＋狌

（犽＋１）／２
狔 ）－

狌（狓犻，狔犼，狋（犽＋１）／２）（狌狓（狓犻，狔犼，狋（犽＋１）／２）＋狌狔（狓犻，狔犼，狋（犽＋１）／２））－

狏（狌
（犽＋１）／２
狓，狓 ＋狌

（犽＋１）／２
狔，狔 ）＋狏（狌狓，狓（狓犻，狔犼，狋（犽＋１）／２）＋狌狔，狔（狓犻，狔犼，狋（犽＋１）／２））＝－ε

犻，犼。 （３０）

　　类似定理２的推导，有

ε
犻，犼 ≤犆‖狌

（犿＋１）
‖∞

ｅ犾狓
２（犿－２（ ））

犿－２

＋
ｅ犾狔

２（狀－２（ ））
狀

［ ］
－２

。 （３１）

结合式（２８），（３１），则定理得证。

记狌犽（狓，狔）＝狌（狓，狔，狋犽），犽＝０，１，…，犓，采用ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ差分法对时间离散，对方程中的非线

性项线性化处理，得到时间半离散格式，即

狌犽＋１－狌犽

τ
＋
狌犽（狌犽＋１狓 ＋狌犽＋１狔 ）＋狌犽＋１（狌犽狓＋狌

犽
狔）

２
＝
狏（狌犽＋１狓，狓 ＋狌

犽＋１
狔，狔 ＋狌

犽
狓，狓＋狌

犽
狔，狔）

２
。 （３２）

将微分矩阵代入时间半离散格式，有Ｂｕｒｇｅｒｓ方程全离散格式，即

犐＋
τ
２
（ｄｉａｇ（犝

犽）犃＋ｄｉａｇ（犃犝犽））－
狏τ
２
犅（ ） 犝犽＋１＝（犐＋狏τ２犅）犝犽。 （３３）

式（３３）中：犃＝犆
（１）
犐狀＋１＋犐犿＋１犇

（１）；犅＝犆
（２）
犐狀＋１＋犐犿＋１犇

（２）。

３　数值算例

为验证重心插值配点法求解Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的有效性和合理性，通过算例对重心插值配点法稳定性

进行验证，与ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ差分法对比说明重心插值配点法的高精度。记犝ｅ，犝
ｈ分别为精确解及数

值解，定义在无穷范数意义下的绝对误差和相对误差分别为

犈∞＝ 犝ｅ－犝
ｈ

∞，　　犈ｒ＝
犝ｅ－犝

ｈ
∞

犝ｅ ∞

。

上式中：· ∞表示无穷范数。

算例１　考虑犱＝１时的一维Ｂｕｒｇｅｒｓ方程（１），取犜＝１，犪＝０，犫＝１，初始条件为

表１　重心插值配点法时间收敛阶

Ｔａｂ．１　Ｔｉｍｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｓｏｆｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃ

ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ

犓 犈∞ Ｒａｔｅ

４ ３．４４×１０－３ －

８ ７．０９×１０－４ ２．２８

１６ １．６８×１０－４ ２．０８

３２ ４．１５×１０－５ ２．０１

６４ １．０４×１０－５ ２．００

狌（狓，０）＝
２狏πｓｉｎπ狓
２＋ｃｏｓπ狓

。

边界条件为狌（０，狋）＝狌（１，狋）＝０，方程的精确解为

狌（狓，狋）＝
２狏πｅ

－π
２
狏狋ｓｉｎπ狓

２＋ｅ－π
２
狏狋ｃｏｓπ狓

。

当狏＝０．０１，固定空间节点狀＝１６时，改变时间步长，可

得到重心插值配点法的时间收敛阶，如表１所示。由表１可

知：随着犓 的增加，利用重心插值配点法求出的方程数值解

与精确解的绝对误差的数量级从１０－３减到１０－５，因此，时间

收敛阶为二阶精度。

当固定时间步长τ＝０．００１时，改变空间节点数量，可得到重心插值配点法与有限差分法的误差，如
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表２所示。由表２可知：重心插值配点法在空间选取１０个节点时，最大绝对误差即可达到１０－６量级，

而有限差分法空间选取１２８个节点时，最大绝对误差才能达到１０－６量级，这表明重心插值配点法在空

间上用较少的点可达到更高的精度。

表２　重心插值配点法与有限差分法的误差

Ｔａｂ．２　Ｅｒｒｏｒｓｏｆｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄａｎｄｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｍｅｔｈｏｄ

重心插值配点法

狀 犈∞ 犈ｒ

有限差分法

狀 犈∞ 犈ｒ

４ １．６９×１０－４ ５．３８×１０－３ ８ ３．４３×１０－４ １．０８×１０－２

６ ９．５１×１０－５ ２．７７×１０－３ １６ ９．０５×１０－５ ２．８５×１０－３

８ １．３３×１０－５ ３．６９×１０－４ ３２ ２．３０×１０－５ ７．２１×１０－４

１０ １．３２×１０－６ ３．６５×１０－５ ６４ ５．７６×１０－６ １．８１×１０－４

１２ ２．０６×１０－７ ５．７４×１０－６ １２８ １．４４×１０－６ ４．５２×１０－５

　　重心插值配点法数值解与精确解（τ＝０．０５，狀＝２０），如图１所示。由图１可知：两种解吻合。

（ａ）数值解　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）精确解

图１　重心插值配点法数值解与精确解（τ＝０．０５，狀＝２０）

Ｆｉｇ．１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ（τ＝０．０５，狀＝２０）

绝对误差（τ＝０．０５，狀＝２０），如图２所示。空间收敛阶（τ＝０．００１，狏＝０．０１），如图３所示。由图３

可知：重心插值配点法具有指数收敛速度。不同参数下重心插值配点法的数值解，如图４所示。

图２　绝对误差（τ＝０．０５，狀＝２０）　　　　　　　　　　图３　空间收敛阶（τ＝０．００１，狏＝０．０１）

　Ｆｉｇ．２　Ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｅｒｒｏｒ（τ＝０．０５，狀＝２０）　　　　Ｆｉｇ．３　Ｓｐａｔｉａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒ（τ＝０．００１，狏＝０．０１）

图４（ａ）为最终时间犜＝１，２，４，８，１６的数值解图像，图４（ｂ）为不同的雷诺数犚犲＝１０，２０，５０，１００的

数值解图像。由图４可知：随着犜，犚犲的增大，数值解保持稳定，说明了数值法的稳定性。

重心插值配点法的数值解与精确解的等势图（狏＝０．１），如图５所示。

　　算例２　考虑如下二维Ｂｕｒｇｅｒｓ方程，即

狌狋＋狌
狌

狓
＋
狌

（ ）狔 ＝狏

２狌

狓
２＋

２狌

狔（ ）２ ，
（狓，狔）∈［０，１］×［０，１］，

狋∈［０，１

烅

烄

烆 ］。

初值条件和边值条件由精确解确定，方程的精确解为
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　　（ａ）不同时间的数值解（τ＝０．０１，狀＝２０）　　　　　（ｂ）不同雷诺数的数值解（τ＝０．０５，狀＝３２）

图４　不同参数下重心插值配点法的数值解

Ｆｉｇ．４　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

（ａ）数值解　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）精确解　

图５　重心插值配点法的数值解与精确解的等势图（狏＝０．１）

Ｆｉｇ．５　Ｉｓｏｐｏｔｅｎｔｉａｌｄｉａｇｒａｍｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ

ｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ（狏＝０．１）

表３　重心插值配点法时间收敛阶

Ｔａｂ．３　Ｔｉｍｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｏｆ

ｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ

ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅ

犓 犈∞ Ｒａｔｅ

８ ３．２２×１０－３ －

１６ ６．７１×１０－４ ２．２６４

３２ １．６２×１０－４ ２．０４９

４８ ７．１９×１０－５ ２．００４

６４ ４．０３×１０－５ ２．０１１

狌（狓，狔，狋）＝
２狏πｓｉｎ［π（狓＋狔）］ｅ

－２狏π
２
狋

２＋ｃｏｓ［π（狓＋狔）］ｅ
－２狏π

２
狋
。

重心插值配点法时间收敛阶，如表３所示。

当狏＝０．１，空间节点数犿＝狀，固定空间节点数狀＝１６

时，改变时间节点数，重心插值配点法与有限差分法的误差

（τ＝０．００１），如表４所示。

由表４可知：当狀取８时，重心插值配点法的误差具有

１０－４量级，而有限差分法的误差只有１０－３量级；重心插值配

点法狀＝１２时误差有１０－５量级，而有限差分法在狀＝６４时误

差只有１０－５量级。

表４　重心插值配点法与有限差分法的误差（τ＝０．００１）

Ｔａｂ．４　Ｅｒｒｏｒｓｏｆｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄａｎｄｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅ（τ＝０．００１）

重心插值配点法

狀 犈∞ 犈ｒ

有限差分法

狀 犈∞ 犈ｒ

４ ４．４５×１０－３ １．２３×１０－２ ４ １．９６×１０－２ ５．７１×１０－２

６ １．１０×１０－３ ３．２０×１０－３ ８ ４．９４×１０－３ １．３８×１０－２

８ ２．６６×１０－４ ７．３４×１０－４ １６ １．２７×１０－３ ３．５２×１０－３

１０ ５．０５×１０－５ １．３９×１０－４ ３２ ３．１７×１０－４ ８．７５×１０－４

１２ １．００×１０－５ ２．７７×１０－５ ６４ ７．９３×１０－５ ２．１９×１０－４

　　重心插值配点法的数值解与精确解（τ＝０．００１，狀＝３２），如图６所示。由图６可知：数值解与精确解

是相符的。
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绝对误差（τ＝０．００１，狀＝３２），如图７所示。由图７可知：数值解与精确解是相符的。

空间收敛阶（τ＝０．００１），如图８所示。由图８可知：重心插值配点法在求解二维问题时，空间具有

指数收敛。

算例２结果表明：重心插值配点法在二维问题中，具有高精度性与有效性，且可通过更少的节点得

到相对高的精度，与理论分析相符。

（ａ）数值解　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）精确解　　

图６　重心插值配点法的数值解与精确解（τ＝０．００１，狀＝３２）

Ｆｉｇ．６　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ（τ＝０．００１，狀＝３２）

　图７　绝对误差（τ＝０．００１，狀＝３２）　　　　　　　　　　　图８　空间收敛阶（τ＝０．００１）

　　Ｆｉｇ．７　Ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｅｒｒｏｒ（τ＝０．００１，狀＝３２）　　　　　　Ｆｉｇ．８　Ｓｐａｔｉａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒ（τ＝０．００１）

５　结束语

将ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ差分法与重心插值切比雪夫配点法相结合，提出了一种求解Ｂｕｒｇｅｒｓ的有效数

值法，对方程的非线性项进行线性化处理，避免迭代带来大计算量，并给出了全离散法的相容性分析。

通过数值算例验证数值法的有效性及高精度，通过与ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ差分法进行比较，重心插值法可

以用较少的节点得到较高的精度。
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