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　　　犎犪犾犻狀图的无包含边染色
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摘要：　探究给定最大度的 Ｈａｌｉｎ图的无包含边色数的上界，通过分析极小反例图的结构，在给定部分子图的

染色下，对剩余图进行特殊染色。结果表明：最大度为Δ的 Ｈａｌｉｎ图的无包含边色数不超过Δ＋２。
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１　预备知识

设犌是简单无向图，犞（犌），犈（犌），Δ（犌）和δ（犌）分别表示图犌的顶点集、边集、最大度和最小度，映

射φ：犈（犌）→犆＝｛１，２，３，…，犽｝为图犌的一个正常边染色，即对任意相邻边犲１ 和犲２，有φ（犲１）≠φ（犲２）。

对任意顶点狏∈犞（犌），狏关联的边的颜色集记为犛φ（狏），即犛φ（狏）＝｛φ（犲）边犲与顶点狏关联｝。

若图犌存在一个正常的边染色φ，且满足对任意边狌狏∈犈（犌），有犛φ（狌）犛φ（狏）及犛φ（狏）犛φ（狌），

则称φ为图犌 的无包含边染色。使图犌具有无包含边染色所需的最小颜色数称为图犌 的无包含边色

数，记为χ′（犌）。

无包含边染色的概念是由Ｐｒｚｙｂｙｏ等
［１］于２０２０年提出的。实际上，Ｚｈａｎｇ

［２］在２００８年就提出

Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅｌｙ邻点边染色。Ｇｕ等
［３］将边染色定义为严格邻点可区别边染色，这类边染色是对邻点可

区别边染色的推广。对于无孤立边的图犌，它的邻点可区别边染色是图犌的一个正常边染色φ，且满足

对任意边狌狏∈犈（犌），有犛φ（狌）≠犛φ（狏）。使图犌具有邻点可区别边染色所需的最小颜色数称为图犌 的

邻点可区别边色数，记为χ′犪（犌）。

Ｚｈａｎｇ
［２］确定了路、圈、树、完全图及完全二部图的邻点可区别边色数，提出猜想１。

猜想１
［２］
　设犌是不为犆５ 的简单连通图，且 犞（犌）≥３，则χ′犪（犌）≤Δ（犌）＋２。

定理１
［４］
　设犌是没有孤立边的图，且Δ（犌）＝３，则χ′犪（犌）≤５。
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　　Ｂａｌｉｓｔｅｒ等
［４］证明对于最大度为３的图、所有的二部图，猜想１是成立的（定理１）。Ｈａｔａｍｉ

［５］使用

概率方法证明任意一个最大度Δ≥１０
２０的图犌，有χ′犪（犌）≤Δ＋３００。ＡＫｂａｒｉ等

［６］证明任意没有孤立边

的图犌，χ′犪（犌）≤３Δ，Ｚｈａｎｇ等
［７］将这个上界改进到２．５Δ＋５。Ｊｏｒｅｔ等

［８］证明当图犌的最大度Δ 充分

大时，χ′犪（犌）≤Δ＋１９。对于特殊图方面，文献［９１２］得到更多的结果。

图１　图
︵
犓２，Δ

Ｆｉｇ．１　
︵
犓２，Δｄｉａｇｒａｍ

若图犌的最小度δ（犌）≥２，则χ′（犌）≥χ′犪（犌），等号

成立当且仅当犌是正则图。Ｐｒｚｙｂｙｏ等
［１］证明若图犌是

完全二部图，那么χ′（犌）＝ １＋
１

δ（ ）－１［ ］Δ 。对最大度Δ≥

２的完全二部图犓２，Δ，将其中一条边剖分一次，得到的新图

记为
︵
犓２，Δ（图１）。由图１可知：χ′（犓２，Δ）＝２Δ＋１。

Ｐｒｚｙｂｙｏ等
［１］提出一般图的无包含边色数的猜想，即

猜想２。

猜想２
［１］
　设图犌是δ（犌）≥２且最大度为Δ的连通

图。如果犌不同构于
︵
犓２，Δ，那么χ′（犌）≤ １＋

１

δ（ ）－１［ ］Δ 。

Ｃｈｅｎ等
［１３］和Ｇｕ等

［３］分别独立地证明了猜想２对于

次立方图是成立的，Ｃｈｅｎ等
［１４］考虑二部图的无包含边染色，得到猜想２对于（２，Δ）二部图是成立的。

更多结果参考文献［１４１６］。

Ｈａｌｉｎ图是一类平面图，由树犜和圈犆构成，树犜没有２度顶点，犆是连接树犜 上所有叶子点构成

的圈，且圈犆是该平面图外部面的边界。对于Ｈａｌｉｎ图犌＝犜∪犆，如果任意的顶点狏∈犞（犌）不是树犜

的叶子点，那么称顶点狏为内点，否则，称顶点狏为叶子点。定理２为Ｈａｌｉｎ图的无包含边染色的结果。

定理２　设图犌是最大度为Δ的Ｈａｌｉｎ图，则χ′（犌）≤Δ＋２。

由于Δ＋２≤Δ＋
Δ
δ［ ］－１

，所以，若定理２成立，则猜想２对于Ｈａｌｉｎ图是成立的。

２　定理２的证明

首先，考虑次立方 Ｈａｌｉｎ图。由 Ｈａｌｉｎ图的定义，次立方 Ｈａｌｉｎ图是３正则图。由于对任意的正则

图犌，有χ′犪（犌）＝χ′（犌）。又由定理１，对任意无孤立边的次立方图犌，有χ′犪（犌）≤５，从而得到引理１。

引理１　设图犌＝犜∪犆是次立方Ｈａｌｉｎ图，则χ′（犌）≤５。

对于次立方 Ｈａｌｉｎ图犌，其最大度Δ为３，从而χ′（犌）≤５＝Δ＋２，定理２成立。因此，始终假设

Ｈａｌｉｎ图犌的最大度Δ至少为４。

引理２　对任意的犽≥４，设Ｈａｌｉｎ图犌＝犜∪犆的最大度为犽，且只含一个内点，则χ′（犌）≤犽＋２。

证明：假设顶点狏是Ｈａｌｉｎ图犌的唯一内点，狏１，狏２，…，狏犽 是狏的所有邻点，不失一般性，设圈犆＝

狏１狏２…狏犽。对犻＝１，２，…，犽，令φ（狏狏犻）＝犻。如果犽是偶数，则当犻＝１，３，…，犽－１时，令φ（狏犻狏犻＋１）＝犽＋

１，当犻＝２，４，…，犽－２时，令φ（狏犻狏犻＋１）＝犽＋２，最后，令φ（狏犽狏１）＝犽＋２；如果犽是奇数，则当犻＝１，３，…，

犽－２时，令φ（狏犻狏犻＋１）＝犽＋１，当犻＝２，４，…，犽－１时，令φ（狏犻狏犻＋１）＝犽＋２，最后，令φ（狏犽狏１）＝２。易验证，

φ是图犌 的一个无包含边染色，因此χ′（犌）≤犽＋２。

均假设图犌至少含有２个内点，有引理３。

引理３　设Ｈａｌｉｎ图犌＝犜∪犆至少含２个内点，则犌中存在一个内点狑，狑只有一个邻点是内点，

其余邻点都是树犜的叶子点。

证明：假设犌中不存在这样的内点，即任意内点的邻点中至少有２个是内点。设犌的所有内点导出

的子图为犜′，由假设可得δ（犜′）≥２，因此犜′不是树。但是，犜′是犜 的子图，即犜′是树，矛盾。因此，假设

不成立。引理３得证。

称满足引理３的内点狑为完美点。

引理４　设Ｈａｌｉｎ图犌＝犜∪犆至少含２个内点，且最大度Δ≥４，则χ′（犌）≤Δ＋２。
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图２　完美点狑及邻点

Ｆｉｇ．２　Ｐｅｒｆｅｃｔｐｏｉｎｔ狑ａｎｄａｄｊａｃｅｎｔｐｏｉｎｔｓ

证明：假设犌＝犜∪犆是满足引理条件的极小反例。

设狑是图犌 的一个完美点，狌是狑 的邻点中的唯一内

点，狏１，狏２，…，狏犽 是狑 在圈犆上的邻点，对犻＝１，…，犽－

１，狏犻狏犻＋１∈犈（犌）。设狏１ 在圈上的另一个邻点为狓，狏犽 在

圈上的另一个邻点为狔。记狓的邻点为狏１，狓１，狓２；狔的

邻点为狏犽，狔１，狔２。不失一般性，假设狓２，狔２ 在圈犆上。

完美点狑及邻点，如图２所示。假设犉＝｛１，２，…，Δ＋

２｝为含有Δ＋２种颜色的色集。

情形１　当犱（狑）＝３时，令犌′＝犌－｛狏１，狏２｝＋

｛狓狑，狔狑｝，显 然，犌′仍 是 Ｈａｌｉｎ 图 且 犞（犌′） ＜

犞（犌）。由犌的极小性，有χ′（犌′）≤Δ（犌′）＋２≤Δ＋

２。设φ′是定义在色集犉 上的犌′的一个无包含边染色，不失一般性，假设φ′（狓狑）＝犪，φ′（狔狑）＝犫，

φ′（狑狌）＝犮。

首先，对任意的边犲∈犈（犌）∩犈（犌′），令φ（犲）＝φ′（犲）。对于边狓狏１，狔狏２，令φ（狓狏１）＝犪，φ（狔狏２）＝犫。

因为犛φ′（狑）犛φ′（狌），所以｛犪，犫｝中至少存在一个颜色不在犛φ′（狌）中，不妨设犪犛φ′（狌）。将边狑狏２ 染颜

色犪，从而犪犛φ（狌）但犪∈犛φ（狑）。又因为犱（狑）≤犱（狌），所以犛φ（狌）犛φ（狑）且犛φ（狑）犛φ（狌）。

其次，因为Δ≥４，所以Δ＋２≥６，从而 犉＼｛犪，犫，犮，φ（狓狓１），φ（狓狓２）｝≥１。因此，可以在犉＼｛犪，犫，犮，φ
（狓狓１），φ（狓狓２）｝中选取一个颜色犱，将边狑狏１ 染颜色犱。因为犱犛φ（狓），但犱∈犛φ（狏１），所以犛φ（狏１）

犛φ（狓）且犛φ（狓）犛φ（狏１）。

最后，如果犪犛φ（狔），则可以在犉＼｛犪，犫，犮，犱｝中选一个颜色犱１ 对边狏１狏２ 进行染色。若犪∈犛φ（狔），

不妨设φ（狔狔１）＝犪，则可以在犉＼｛犪，犫，犮，犱，φ（狔狔２）｝选一个颜色犱′１ 对边狏１狏２ 进行染色。易验证，该染

色φ是犌 的一个无包含边染色，且使用颜色总数为Δ＋２，因此χ′（犌）≤Δ＋２，与假设矛盾。

情形２　当犱（狑）≥４时，令犌′＝犌－｛狏１，狏２，…，狏犽｝＋｛狓狑，狔狑｝，显然，犌′仍是 Ｈａｌｉｎ图且

犞（犌′）＜ 犞（犌）。由犌的极小性，可得χ′（犌′）≤Δ（犌′）＋２≤Δ＋２。设φ′是定义在色集犉 上的犌′

的一个无包含边染色，不失一般性，假设φ′（狓狑）＝犪，φ′（狔狑）＝犫，φ′（狑狌）＝犮。

首先，对任意的边犲∈犈（犌）∩犈（犌′），令φ（犲）＝φ′（犲）。对于边狓狏１，狑狏犽，狔狏犽，狑狏１，令φ（狓狏１）＝

φ（狑狏犽）＝犪，φ（狔狏犽）＝φ（狑狏１）＝犫。因为犛φ′（狑）犛φ′（狌），所以｛犪，犫｝中至少存在一个颜色不在犛φ′（狌）中，

不妨设犪犛φ′（狌）。同理，因为犛φ′（狌）犛φ′（狑），所以犛φ′（狌）中至少存在一个颜色不在｛犪，犫，犮｝中，记这些

颜色中的一个为γ。由于 ｛狑狏２，…，狑狏犽－１｝＝犽－２，且犱（狑）＝犽＋１≤Δ，因此犽－２≤Δ－１－２＝Δ－３。

又因为 犉＼｛犪，犫，犮，γ｝≥Δ＋２－４＝Δ－２，所以可以用犉＼｛犪，犫，犮，γ｝中的不同颜色分别对边狑狏２，…，

狑狏犽－１进行染色。不失一般性，对犻＝２，３，…，犽－１，令φ（狑狏犻）＝犱犻。在当前染色下，犛φ（狌）犛φ（狑）且

犛φ（狑）犛φ（狌）。

其次，假设φ（狓狓１）＝犮１，φ（狓狓２）＝犮２，φ（狔狔１）＝犮３，φ（狔狔２）＝犮４。易知，犉＼犛φ（狑）≥２，不妨假设｛α，

β｝∈犉＼犛φ（狑）。

如果｛犮１，犮２｝＝｛α，β｝，则犛φ（狓）＝｛犪，α，β｝。由于犫∈犛φ（狑），因此犫｛α，β｝，从而可以使用｛α，β｝中的

任意一个颜色给边狏１狏２ 染色，使得犛φ（狓）犛φ（狏１）且犛φ（狏１）犛φ（狓）。如果｛犮１，犮２｝≠｛α，β｝，不失一般

性，不妨设α｛犮１，犮２｝，那么可以使用α给边狏１狏２ 染色，使得犛φ（狓）犛φ（狏１）且犛φ（狏１）犛φ（狓）。同理，

可以使用｛α，β｝中至少一个颜色给边狏犽－１狏犽 染色，使得犛φ（狔）犛φ（狏犽）且犛φ（狏犽）犛φ（狔）。

如果α，β均可以给边狏１狏２ 染色，使得犛φ（狓）犛φ（狏１）且犛φ（狏１）犛φ（狓），则先给边狏犽－１狏犽 染色，然

后交替使用α，β依次对边狏犽－２狏犽－１，狏犽－３狏犽－２，…，狏１狏２ 进行染色，使其满足φ（狏犽－２狏犽－１）≠φ（狏犽－１狏犽）。如

果α，β 中只有一个颜色可以给边狏１狏２ 染色，使得 犛φ （狓）犛φ （狏１）且 犛φ （狏１）犛φ （狓），则

｛α，β｝∩｛犮１，犮２｝＝１。不失一般性，假设α＝犮１，则β≠犮２。如果犫≠犮２，则α，β均可以给边狏１狏２ 染色，与

假设矛盾，故犫＝犮２。交换狑狏１ 和狑狏２ 的颜色，即φ（狑狏１）＝犱２，φ（狑狏１）＝犫。交换后，α，β均可以给边

狏１狏２ 染色。因此，先给边狏犽－１狏犽 染色，然后交替使用α，β依次对边狏犽－２狏犽－１，狏犽－３狏犽－２，…，狏１狏２ 进行染

色，使其满足φ（狏犽－２狏犽－１）≠φ（狏犽－１狏犽）。
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综上，构造图犌的一个边染色φ，得到犛φ（狌）犛φ（狑）且犛φ（狑）犛φ（狌），犛φ（狓）犛φ（狏１）且犛φ（狏１）

犛φ（狓）及犛φ（狔）犛φ（狏犽）且犛φ（狏犽）犛φ（狔）。因为犫≠犱２，犪≠犱犽－１，犱犻≠犱犻＋１，犻＝２，３，…，犽－２，所以对犻＝

１，２，…，犽－１，有犛φ（狏犻）犛φ（狏犻＋１）且犛φ（狏犻＋１）犛φ（狏犻）。最后，由于α，β至少有一个属于犛φ（狏犻），而α，β
均不属于且犛φ（狑），因此对犻＝１，２，…，犽，有犛φ（狏犻）犛φ（狑）且犛φ（狑）犛φ（狏犻）。因此，φ是犌 的一个无

包含边染色，且使用颜色总数为Δ＋２，即χ′（犌）≤Δ＋２，与假设矛盾。引理４得证。

综合引理１、引理２和引理４，定理２得证。

３　结束语

通过研究极小反例Ｈａｌｉｎ图犌的子图的染色结构，得到图犌的Δ＋２种颜色的无包含边染色，与犌

是极小反例矛盾，从而证明犌的无包含边色数不超过Δ＋２。
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