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　　　犇狅狌犪犱狔犈犪狉犾犲延拓中用到的

拟共形映照参数表示

林珍连

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　假设犳μ
（狕）（狕）是单位圆犇 到自身保持－１，ｉ，１不动，具有复特征μ（狕）的ＤｏｕａｄｙＥａｒｌｅ延拓。借助于

上半平面到自身保持０，１，∞三点不动的拟共形映射的参数表示，利用单位圆到上半平面的共形映射，给出

ＤｏｕａｄｙＥａｒｌｅ延拓犳μ
（狕）（狕）的参数表示。
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ｔｈｅｕｎｉｔｄｉｓｋｔｏｔｈｅｕｐｐｅｒｈａｌｆｐｌａｎｅ，ｔｈｅｐａｒａｍｅｔｒｉｃｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｔｈｅＤｏｕａｄｙＥａｒｌｙｅｘｔｅｎｓｉｏｎ犳μ
（狕）（狕）ｉｓ
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１　预备知识

设狑＝犳（狕）是平面区域犈到区域犌 的犆
１ 类保向同胚映照，且在犈内处处满足条件

犳狕（狕）＜ 犳狕（狕），

犇犳（狕）＝
犳狕（狕）＋ 犳狕（狕）

犳狕（狕）－ 犳狕（狕）
≤犓，　　犓 ≥１。

称犳（狕）是犈内一个犆
１ 类拟共形映照，μ（狕）＝

犳狕（狕）

犳狕（狕）
为狑＝犳（狕）的复特征。用犳μ

（狕）（狕）表示复特征为

μ（狕）拟共形映照。自２０世纪５０年代开始，拟共形映照便成为现代复分析的一个重要分支，它涵盖了许

多基本理论和问题的讨论，其中包括拟共形映照的边界对应理论和规范拟共形映照对参数的依赖。更

多拟共形映照相关内容可参见文献［１６］。

在拟共形映照的边界对应问题的研究上，Ｂｅｕｒｌｉｎｇ等
［５］首先构造性地将实轴犚到自身的拟对称同
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胚扩充为上半平面到自身拟共形同胚。用犇表示单位圆盘，犇 表示单位圆周，犙（犇）表示犇 到自身

的拟对称同胚全体所成的集合。１９８６年，Ｄｏｕａｄｙ等
［７］确定了一个把犇到自身的同胚犺（狕）延拓成犇到

自身的同胚犈（犺）的方法。把犈（犺）（狕），狕∈犇定义为使得∫犇
犺（ζ）－狑
１－狑犺（ζ）

ｄζ

ζ－狕
２＝０的唯一值狑∈犇，

且当犺（狕）为拟对称时，犈（犺）是拟共形的。ＤｏｕａｄｙＥａｒｌｅ延拓还具有以下性质：犈（犺）是共形自然的，且

犈（犺）是实解析的；若用犜表示犙（犇）中满足保持－１，ｉ，１三点不动犺（狕）的集合，当犺（狕）∈犜时，犈（犺）

的复特征也是实解析的。关于ＤｏｕａｄｙＥａｒｌｅ延拓更多相关内容可参见文献［８９］。

拟共形映照参数表示理论问题是拟共形映照理论的另一个基本问题，夏道行［１０］首先借鉴单叶函数

的Ｌｏｅｗｎｅｒ
［１１］方法发展了拟共形映照的参数表示理论，之后不少学者对这一问题进行了深入研

究［１４，１０１７］，该理论很好地解决了拟共形映照的模数的估计和面积偏差估计的极值问题［１５１７］。文献［１３］

和文献［１４］分别考虑了
０
犓 类拟共形映照和上半平面到自身保持０，１，∞不动的拟共形映照的参数表示

式。对于上半平面的参数表示式有定理Ａ。

定理犃　设μ（狕，狋）是定义在Ｉｍ狕＞０，０≤狋≤１的复值可测函数，满足条件

μ（狕，狋＋狊）＝μ（狕，狋）＋狊狏（狕，狋）＋狅（狊），　　狊→０。

其中：μ（狕，狋），狏（狕，狋）∈犔
∞，μ（狕，狋） ∞＜１。

则上半平面到自身保持０，１，∞不动的拟共形映照狑＝犳μ
（狕，狋）（狕，狋）在上半平面的一切致密子集上一

致地成立，即

犳μ（狕，狋＋狊）＝犳μ（狕，狋）＋狊犉（犳μ（狕，狋），狋）＋狅（狊），　　狊→０， （１）

或者

狑

狋
＝犉（狑，狋），　　狑＝犳μ

（狕，狋）（狕，狋）， （２）

其中有

犉（狑，狋）＝－
狑（狑－１）

π 
Ｉｍω＞０

φ（ω，狋）

ω（ω－１）（ω－狑）
＋ φ（ω，狋）

ω（ω－１）（ω－狑［ ］）ｄσｄτ， （３）

φ（ω，狋）＝
狏（（犳μ）

－１（ω，狋），狋）

１－ μ（（犳
μ）－１（ω，狋），狋）

２ｅｘｐ（－２ｉａｒｇ（犳
μ）－１ω （ω，狋）），　　Ｉｍω＞０。 （４）

在定理Ａ的基础上给出ＤｏｕａｄｙＥａｒｌｅ延拓中保持－１，ｉ，１不动拟共形映照的参数表示式。

２　主要定理和证明

定理１　设μ（狕，狋）是定义在 狕 ＜１，０≤狋≤１的复值可测函数，满足条件

μ（狕，狋＋狊）＝μ（狕，狋）＋狊狏（狕，狋）＋狅（狊），　　狊→０。

其中，μ（狕，狋），狏（狕，狋）∈犔
∞，μ（狕，狋） ∞＜１。

则 狕 ＜１到自身以μ（狕，狋）为复特征且保持－１，ｉ，１不动的拟共形映照狑＝犳
μ（狕，狋）（狕，狋）适合

犳μ（狕，狋＋狊）＝犳μ（狕，狋）＋狊犉（犳μ（狕，狋），狋）＋狅（狊），　　狊→０， （５）

或者

狑

狋
＝犉（狑，狋），　　狑＝犳μ

（狕，狋）（狕，狋）， （６）

其中有

犉（狑，狋）＝－
（狑－ｉ）（狑

２
－１）

π 
ω ＜１

φ（ω，狋）
（ω
２
－１）（ω－ｉ）（ω－狑）

＋ φ（ω，狋）

（１－ω
２）（１－ωｉ）（１－ω狑

［ ］）ｄσｄτ，
ω＝犳μ（ζ，狋）＝σ＋ｉτ。 （７）

φ（ω，狋）＝
狏（（犳μ）

－１（ω，狋），狋）

１－ μ（（犳
μ）－１（ω，狋），狋）

２ｅ
－２ｉａｒｇ（犳μ）

－１
ω
（ω，狋），　　 ω ＜１。 （８）

证明：只需要把上半平面内的参数表示式转到单位圆内即可。根据文献［１３］中定理３．２的证明过

程可知，从公式（４）转到公式（８）是很自然的。当前只需证明公式（３）转变成公式（７）即可。显然，变换
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ω＝
１－ｉ

２
ζ＋１

ζ－ｉ
，把单位圆 ζ ＜１映成Ｉｍω＞０，－１映成０，ｉ映成∞，１映成１。根据记号的写法，公式（７）

中的ω，狑，σ，τ应记为ζ，狕，ξ，η。再记

犐１ ＝－
狑（狑－１）

π 
Ｉｍω＞０

φ（ω，狋）

ω（ω－１）（ω－狑）
ｄσｄτ， （９）

犐２ ＝－
狑（狑－１）

π 
Ｉｍω＞０

φ（ω，狋）

ω（ω－１）（ω－狑）
ｄσｄτ。 （１０）

利用变换ω＝
１－ｉ

２
ζ＋１

ζ－ｉ
，在公式（９），（１０）中的

狑（狑－１）＝
１－ｉ

２

狕＋１
狕－ｉ

１－ｉ

２

狕＋１
狕－ｉ（ ）－１ ＝－

狕２－１

２（狕－ｉ）２
，

ω（ω－１）（ω－狑）＝
１－ｉ

２
ζ＋１

ζ－ｉ
１－ｉ

２
ζ＋１

ζ－ｉ（ ）－１
１－ｉ

２
ζ＋１

ζ－ｉ
－
１－ｉ

２

狕＋１
狕（ ）－ｉ

＝

　　　　　　　　　　　 　　　　
（ζ
２－１）（ζ－狕）

２（狕－ｉ）（ζ－ｉ）
３
，

作犺＝ω犳ω
－１，那么，犺是上半平面到自身的拟共形映照，且它的复特征为

μ犺＝
（ω

－１）′
（ω

－１）（ ）′

２

μ犳ω
－１＝ ζ

－ｉ４

（ζ－ｉ）
４μ犳ω

－１。

这样公式（９）积分号内复特征经过变换后的增加因子为 ζ－ｉ
４

（ζ－ｉ）
４
，公式（１０）中积分号内复特征经过

变换后的增加因子为 ζ－ｉ
４

（ζ－ｉ）
４
。此外，由ｄωｄω＝

１

ζ－ｉ
４ｄζｄζ可知，犐１，犐２ 中面积元素经过变换后增加

的因子为 １

ζ－ｉ
４
。

将以上讨论代入公式（９），（１０），可得

犐１ ＝
狕２－１

２π（狕－ｉ）
２
ζ ＜１

２（狕－ｉ）（ζ－ｉ）
３

（ζ
２
－１）（ζ－狕）

ζ－ｉ
４

（ζ－ｉ）
４φ（ζ，狋）

１

ζ－ｉ
４ｄξｄη＝

－１

π（狕－ｉ）
２
ζ ＜１

（狕２－１）（狕－ｉ）
（ζ
２
－１）（ζ－狕）（ζ－ｉ）

φ（ζ，狋）ｄξｄη。

又可得

ω（ω－１）（ω－狑）＝
１－ｉ

２
ζ＋１

ζ－ｉ

１－ｉ

２
ζ＋１

ζ－ｉ
－（ ）１ １－ｉ

２
ζ＋１

ζ－ｉ
－
１－ｉ

２

狕＋１
狕－（ ）ｉ ＝

－（ζ
２
－１）

２（ζ＋ｉ）
２

ｉ（ζ狕－１）

（狕－ｉ）（ζ＋ｉ）
，

故可得

犐２ ＝
狕２－１

２π（狕－ｉ）
２
ζ ＜１

２ｉ（狕－ｉ）（ζ＋ｉ）
３

（１－ζ
２）（１－ζ狕）

ζ－ｉ
４

（ζ－ｉ）
４φ
（ζ，狋）

１

ζ－ｉ
４ｄξｄη＝

－１

π（狕－ｉ）
２
ζ ＜１

（狕２－１）（狕－ｉ）

（１－ζ
２）（１－ζ狕）（１－ｉζ）

φ（ζ，狋）ｄξｄη。

　　此外，根据公式（１），令

犌（狑，狋，狊）＝犳μ（（犳μ）
－１（狑，狋），狋＋狊），

根据公式（５），令

犵（狕，狋，狊）＝犳μ（（犳μ）
－１（狕，狋），狋＋狊），

并且公式（２）的犉（狑，狋）与公式（６）的犉（狕，狋）适合关系式

犉（狑，狋）＝ｌｉｍ
狊→０

犌（狑，狋，狊）－狑
狊

＝ｌｉｍ
狊→０

１－ｉ

２狊
犵（狕，狋，狊）＋１
犵（狕，狋，狊）－ｉ

－
狕＋１
狕－（ ）ｉ ＝

ｌｉｍ
狊→０
－
犵（狕，狋，狊）－狕

狊
１

（犵（狕，狋，狊）－ｉ）（狕－ｉ）
＝－

犉（狕，狋）
（狕－ｉ）

２
。
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即证明了公式（３）变成公式（７），定理１得证。
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