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摘要：　采用４阶龙格库塔方法结合重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法求解非线性Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程。首先，在空间

方向上采用重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点格式进行离散，在时间方向上采用４阶龙格库塔方法离散，从而得到非线

性Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程的龙格库塔配点格式。其次，对全离散格式进行相容性分析。结果表明：龙格库塔配点格

式具有高精度，且满足离散的质量和能量守恒。
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在经典力学中，质点的状态采用质点的坐标和速度进行描述，质点的运动方程就是牛顿运动方程。

而在量子力学中，微观粒子的状态则采用波函数进行描述，且决定粒子状态变化的方程不再是牛顿运动

方程，而是Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程
［１］。１９２６年，奥地利物理学家薛定谔提出了Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程，该方程是量

子力学领域的基本方程，其在量子力学的重要性毫不逊色于牛顿运动定律在经典力学中的重要性．非线

性Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ（ＮＬＳ）方程在量子力学、非线性光学、电磁学等离子理论和固体物理等领域中有着广泛

的应用。带初边值条件的ＮＬＳ方程为
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ｉ狌狋＋ρΔ狌＋狏（狓）狌＋β狌
２狌＝０，　　狓∈Ω，　狋∈［０，犜］，

狌（狓，０）＝狌０（狓），　　狓∈Ω，

狌（狓，狋）＝０，　　狓∈Ω，　狋∈［０，犜

烍

烌

烎］。

（１）

式（１）中：ｉ为虚数单位；ρ，β为实常数；Ω∈犚
犱（犱＝１，２）是有界区域；Δ为Ｌａｐｌａｃｅ算子，复值函数狌（狓，狋）

为波函数；实值函数狏（狓）为外场的势能；狌０（狓）为足够光滑的函数。

带初边值条件的ＮＬＳ方程的计算结果很好地反映量子力学效应和微观系统性质，且能很好地描述

微观粒子的状态随时间的变化情况。ＮＬＳ方程满足质量守恒，即

犕（狋）＝∫Ω
狘狌（狓，狋）狘

２ｄ狓＝犕（０）， （２）

以及满足能量守恒，即

犈（狋）＝∫Ω

（ρ狘Ñ狌（狓，狋）狘２－狏（狓）狘狌（狓，狋）狘２－β
２
狘狌（狓，狋）狘

４）ｄ狓＝犈（０）。 （３）

近年来，对ＮＬＳ方程的数值研究引起了广大学者的关注。Ｈｕ等
［２］研究了带５次项的ＮＬＳ方程４

阶紧致差分格式，并证明最大范数下的无条件稳定性和收敛性。Ｇｕｏ等
［３］利用两级有限差分格式结合

吸收边界方法求 ＮＬＳ方程。Ｆｅｎｇ等
［４］构造 ＮＬＳ方程的高阶守恒ＳＡＶＧａｕｓｓ配置有限元格式。

Ｗａｎｇ等
［５］提出ＮＬＳ方程的两层网格有限元格式，并对其进行超收敛性分析。Ｆｕ等

［６］研究二维ＮＬＳ

方程的显式高阶保指数差分龙格库塔格式。Ｈｕ等
［７］提出带波动算子的二维 ＮＬＳ方程的守恒型差分

格式。Ｚｈａｉ等
［８］利用算子分裂法求解空间分数阶 ＮＬＳ方程，并进行严格的误差分析和数值模拟。

Ｄｅｎｇ等
［９］提出ＮＬＳ方程的二阶ＳＡＶ格式，并给出严格的误差分析。

以上求解ＮＬＳ方程的数值方法都是基于网格剖分，从而建立逼近格式。近年来，一种新型的无网

格方法（重心插值配点法）引起学者关注。重心插值配点法具有计算格式简单、精度高、程序实施方便和

节点适应性好等特点，使用Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ节点的重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值公式还可以有效克服Ｒｕｎｇｅ现象。

目前，重心插值配点法已经被推广到求解ＳｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程
［１０］、Ｂｕｒｇｅｒｓ方程

［１１１３］、粘弹性波方程［１４］、

ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程
［１５１８］、非线性对流扩散最优控制问题［１９２０］和分数阶电报方程［２１］等。基于前人的工作，

本文主要采用４阶龙格库塔和重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点格式相结合的方法求解ＮＬＳ方程，并给出该问

题全离散格式的相容性分析。

１　预备知识

给定犿＋１个节点狓犼和其函数值犵犼（犼＝０，１，…，犿），设插值多项式狆（狓）是犵（狓）的近似值，且满足

狆（狓犼）＝犵犼。将狆（狓）改写成Ｌａｇｒａｎｇｅ插值多项式，即

犵（狓）≈狆（狓）＝∑
犿

犼＝０

犔犼（狓）犵犼。 （４）

式（４）中：犔犼（狓）为Ｌａｇｒａｎｇｅ插值基函数，且犔犼（狓）＝ ∏
犿

犻＝０，犻≠犼

（狓－狓犻）／∏
犿

犻＝０，犻≠犼

（狓犼－狓犻）。

为了保证良好的数值稳定性，重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值逼近未知函数时使用第２类Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ节点，即

狓犼＝ｃｏｓ
犼
犿（ ）π ，　　犼＝０，１，…，犿。 （５）

狆（狓）在节点狓犼处的狏阶导数可以表示为

狆
（狏）（狓犻）＝

ｄ狏狆（狓犻）

ｄ狓狏
＝∑

犿

犼＝０

犔
（狏）
犼 （狓犻）狆犼 ＝∑

犿

犼＝０

犇
（狏）
犻，犼狆犼，　　狏＝１，２，…，犿。 （６）

由文献［２２］可知，二阶微分矩阵犇
（２）的计算公式为

犇
（２）
犻，犼 ＝犔″犼（狓犻）＝－２

狑犼／狑犻
狋犻－狋犼 ∑犽≠犻

狑犽／狑犻
狋犻－狋犽

＋
１

狋犻－狋（ ）
犼

，　　犼≠犻，

犇
（２）
犻，犻 ＝－ ∑

犿

犼＝０，犼≠犻

犇
（２）
犻，犼

烍

烌

烎。

（７）
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２　犖犔犛方程的龙格库塔配点格式

对一维ＮＬＳ方程的半离散格式进行推导，设狓犻（犻＝０，１，…，犿）为Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ空间节点，时间节点

为狋犽＝犽τ，犽＝０，１，２，…，狀，τ＝
犜
狀
。

在空间方向上采用重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法得到半离散格式，即

ｉ狌狋（狓犻，狋）＝－ρ ∑
犿

犽＝０

犔″犻（狓（ ））狌（狓犻，狋）－狏（狓犻）狌（狓犻，狋）－β狌（狓犻，狋）２狌（狓犻，狋）。 （８）

式（８）的矩阵形式为

ｉ（狌ｈ（狋））狋＝－ρ（犇
（２）
犐犿）狌ｈ（狋）－犞狌ｈ（狋）－β狌ｈ（狋）

２狌ｈ（狋）。 （９）

式（９）中：符号表示矩阵的Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积；狌ｈ（狋）＝［狌０（狋），狌１（狋），…，狌犿（狋）］′；犞＝ｄｉａｇ［狏（狓０），狏（狓１），

…，狏（狓犿）］。

类似可得二维ＮＬＳ方程的空间半离散格式，即

ｉ（狌ｈ（狋））狋＝－ρ（（犆
（２）
犐犿）狌ｈ（狋）＋（犐狀犇

（２））狌ｈ（狋））－犞狌ｈ（狋）－β狌ｈ（狋）
２狌ｈ（狋）。 （１０）

定义算子犃为

犃＝ｉ［ρ（犆
（２）
犐犿）＋ρ（犐狀犇

（２））＋犞＋ｄｉａｇ（β狌ｈ（狋）
２）。 （１１）

式（１０）可改写为

（狌ｈ（狋））狋＝犃狌ｈ（狋）。 （１２）

其次，令狌犽ｈ＝狌ｈ（狋犽），在时间方向上用４阶龙格库塔方法进行离散，得到的全离散格式为

狌犽＋１ｈ ＝狌犽ｈ＋
τ
６
（犽１＋２犽２＋２犽３＋犽４）。 （１３）

式（１３）中：犽１＝犃狌
犽
ｈ；犽２＝犃狌

犽
ｈ＋
犽１τ（ ）２ ；犽３＝犃狌

犽
ｈ＋
犽２τ（ ）２ ；犽４＝犃（狌

犽
ｈ＋犽３τ）。

３　相容性分析

设狆（狓，狔）是狌（狓，狔）的拉格朗日插值函数，满足狆（狓犻，狔犼）＝狌（狓犻，狔犼），犻＝０，１，…，犿；犼＝０，１，…，狀。

定义误差函数为

狉（狓，狔）＝狌（狓，狔）－狆（狓，狔）。 （１４）

引理１
［２１］
　假设狌∈犆

犿＋１（犪，犫），则有

‖狉（狓，狔）‖∞≤犆１ ‖狌
（犿＋１）

‖∞

ｅ犾狓
２（ ）犿

犿

＋犆２ ‖狌
（狀＋１）

‖∞

ｅ犾狔
２（ ）狀

狀

，

‖狉狓，狓（狓，狔）‖∞≤犆

１ ‖狌

（犿＋１）
‖∞

ｅ犾狓
２（犿－２（ ））

犿－２

＋犆２ ‖狌
（狀＋１）

‖∞

ｅ犾狔
２（ ）狀

狀

，

‖狉狔，狔（狓，狔）‖∞≤犆１ ‖狌
（犿＋１）

‖∞

ｅ犾狓
２（ ）犿

犿

＋犆２ ‖狌
（狀＋１）

‖∞

ｅ犾狔
２（狀－２（ ））（狀－２

烅

烄

烆
）。

式中：犾狓＝
犫－犪
２
；犾狔＝

犱－犮
２
；ｅ是自然常数。

基于引理１，可得定理１。

定理１
［２３］若狌（狓，狔，狋）∈犆

犿＋１（Ω）×犆
２（０，犜］，Ω＝［犪，犫］×［犮，犱］，则有

‖狌（狓，狔，狋）－狌（狓犻，狔犼，狋）‖∞≤犆

１ ‖狌

（犿＋１）
‖∞

ｅ犾狓
２（犿－２（ ））

犿－２

＋犆２ ‖狌
（狀＋１）

‖∞

ｅ犾狔
２（狀－２（ ））

狀－２

。

定理２为时间方向上基于４阶龙格库塔方法的全离散格式相容性分析。

定理２　若狌（狓，狔，狋）∈犆
犿＋１（Ω）×犆

２（０，犜］，Ω＝［犪，犫］×［犮，犱］，则有

‖狌（狓，狔，狋）－狌（狓犻，狔犼，狋犽＋１）‖∞≤犆τ
５＋‖狌

（犿＋１）
‖∞

ｅ犾狓
２（犿－２（ ））

犿－２

＋‖狌
（狀＋１）

‖∞

ｅ犾狔
２（狀－２（ ））

狀

（ ）
－２

。

证明：设狌（狓犻，狔犼，狋）是狌（狓，狔，狋）空间方向基于重心插值配点法离散的数值解，则

ｉ狌狋（狓犻，狔犼，狋）＝－ρΔ狌（狓犻，狔犼，狋）－狏（狓犻，狔犼）狌（狓犻，狔犼，狋）－β 狌（狓犻，狔犼，狋）
２狌（狓犻，狔犼，狋）＋γ犻，犼。 （１５）
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令 犜ｈ（狓犻，狔犼，狋）＝－ρΔ狌（狓犻，狔犼，狋）－狏（狓犻，狔犼）狌（狓犻，狔犼，狋）－β 狌（狓犻，狔犼，狋）
２狌（狓犻，狔犼，狋）， （１６）

则式（１５）可简化为

ｉ狌狋（狓犻，狔犼，狋）＝犜ｈ狌（狓犻，狔犼，狋）＋γ犻，犼。 （１７）

式（１７）中：γ犻，犼是空间截断误差。

由定理１可知

γ犻，犼 ≤犆

１ ‖狌

（犿＋１）
‖∞

ｅ犾狓
２（犿－２（ ））

犿－２

＋犆２ ‖狌
（狀＋１）

‖∞

ｅ犾狔
２（狀－２（ ））

狀－２

。 （１８）

设狌犽＋１ｈ ＝狌（狓犻，狔犼，狋犽＋１）是狌（狓，狔，狋）时间方向基于４阶龙格库塔方法离散的数值解，则由泰勒展开

公式有

狌犽＋１ｈ ＝狌犽ｈ＋
τ
６
（犽１＋２犽２＋２犽３＋犽４）＋γ犻，犼＋犗（τ

５）。 （１９）

式（１９）中：犽１＝犜ｈ狌
犽
ｈ；犽２＝犜ｈ 狌

犽
ｈ＋
犽１τ（ ）２ ；犽３＝犜ｈ 狌

犽
ｈ＋
犽２τ（ ）２ ；犽４＝犜ｈ（狌

犽
ｈ＋犽３τ）。

证明完毕。

４　数值算例

定义犔∞误差（Ｅｒｒ∞）和犔
２ 误差（犈狉狉２）分别为

Ｅｒｒ∞ ＝ ｍａｘ
１≤犻，犼≤犕

犝犻，犼－狌犻，犼 ，

Ｅｒｒ２ ＝犺 ∑
犕

犻，犼＝１

（犝犻，犼－狌犻，犼）槡
２

烅

烄

烆 。

式中：狌犻，犼表示点狓犻，犼处的精确解；犝犻，犼表示点狓犻，犼处的数值解。

算例１　ρ＝
１

２
，β＝－１，式（１）的真解为狌（狓，狋）＝ｅｘｐ（－

３ｉ狋
２
）·ｓｉｎ狓，初始条件为狌（狓，０）＝ｓｉｎ狓，边

界条件为狌（０，狋）＝狌（２π，狋）＝０，势函数为狏（狓）＝－ｃｏｓ
２狓。

选取区域Ω＝［０，２π］×［０，１］，时间步长τ＝１０
－４。重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点格式和２阶有限差分格

式的犔∞误差和犔２ 误差，如表１所示。表１中：犕 为节点数。由表１可知：重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点格式

在空间上用较少的点就可以达到更高的精度。

表１　犔∞误差和犔
２ 误差（τ＝１０－４）

Ｔａｂ．１　犔∞ｅｒｒｏｒｓａｎｄ犔
２ｅｒｒｏｒｓ（τ＝１０－４）

重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点格式

犕 Ｅｒｒ∞ Ｅｒｒ２

２阶有限差分格式

犕 Ｅｒｒ∞ Ｅｒｒ２

４ ８．５８３５×１０２ ３．８３８７×１０２ １６ ６．３９２６×１０３ １．５５０４×１０３

６ ９．５２３４×１０３ ３．５９９５×１０３ ３２ １．６０４３×１０３ ２．７９２８×１０４

８ ２．５９５５×１０４ ８．６５１８×１０５ ６４ ４．０１４７×１０４ ４．９７９６×１０５

１０ ４．８３９７×１０６ １．４５９２×１０６ １２８ １．００３９×１０４ ８．８３８９×１０６

１２ ７．１７３８×１０８ １．９８９６×１０８ ２５６ ２．５０９９×１０５ １．５６５６×１０６

　　重心插值配点格式的误差及时间收敛阶，如表２所示。表２中：Ｒａｔｅ１，Ｒａｔｅ２分别为犔∞误差收敛

阶，犔２ 误差收敛阶。由表２可知：龙格库塔配点格式的时间收敛阶是４阶。

表２　重心插值配点格式的误差及时间收敛阶（犕＝１６，算例１）

Ｔａｂ．２　ＥｒｒｏｒｓａｎｄｔｉｍｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｓｏｆｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃＬａｇｒａｎｇｅ

ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅ（犕＝１６，ｅｘａｍｐｌｅ１）

τ Ｅｒｒ∞ Ｒａｔｅ１ Ｅｒｒ２ Ｒａｔｅ２

１／６０ ４．８８１２×１０９ － １．１８３９×１０９ －

１／７２ ２．３４７２×１０９ ４．０１５８ ５．６９２８×１０１０ ４．０１５８

１／８４ １．２６３９×１０９ ４．０１５７ ３．０６５４×１０１０ ４．０１５７

１／９６ ７．３９１８×１０１０ ４．０１７２ １．７９２８×１０１０ ４．０１７２

　　令犕＝４８，重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点格式的数值解、精确解（犕＝４８），如图１所示。由图１可知：数
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值解图像与精确解图像逼近。

（ａ）数值解　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）精确解　　　

图１　重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点格式的数值解、精确解（犕＝４８）

Ｆｉｇ．１　ＮｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃＬａｇｒａｎｇｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅ（犕＝４８）

图２　不同数值格式的空间收敛阶 （犕＝４８）

Ｆｉｇ．２　Ｓｐａｔｉａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｓｏｆ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｃｈｅｍｅｓ（犕＝４８）

不同数值格式的空间收敛阶，如图２所示。由图２可

知：有限差分格式的收敛阶是２阶，而重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值

配点格式的收敛阶满足指数收敛的性质，明显优于经典的

有限差分方法。

重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点格式对守恒量的保持情况

（犕＝４８），如图３所示。图３中：犕（狋），犈（狋）分别为质量、能

量函数。由图３可知：龙格库塔配点格式满足质量守恒和

能量守恒，与理论相符。

算例２　考虑一维 ＮＬＳ方程，选取 犕＝１３８，τ＝

１／４００００，对应的计算区间为［－２π，１０π］×［０，５］。ρ＝１，

β＝２，选取初始条件为狌（狓，０）＝ｓｅｃｈ狓ｅｘｐ（２ｉ狓），边界条件

为狌（犪，狋）＝狌（犫，狋）＝０，势函数狏（狓）＝０。

　　　　（ａ）总质量　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）质量误差

　（ｃ）总能量　　　　　　　　　　　　　　　　　 （ｄ）能量误差　

图３　重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点格式对守恒量的保持情况（犕＝４８）

Ｆｉｇ．３　ＭａｉｎｔａｉｎｓｉｔｕａｔｉｏｎｏｆｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃＬａｇｒａｎｇｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅｏｎｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｉｅ（犕＝４８）
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重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点格式的孤立波波形，如图４所示。

由图４可知：龙格库塔配点格式的孤立波波形随时间的改变而不断演化，并且在演化的过程中波形

并没有出现丝毫震荡，模拟结果充分体现出该格式的稳定性。

　　　（ａ）狋＝０ｓ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）狋＝１ｓ

　　　（ｃ）狋＝３ｓ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （ｄ）狋＝５ｓ

图４　重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点格式的孤立波波形

Ｆｉｇ．４　ＩｎｉｔｉａｌｉｓｏｌａｔｅｄｗａｖｅｓｈａｐｅｏｆｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃＬａｇｒａｎｇｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅ

算例３　考虑如下二维ＮＬＳ方程，即

ｉ狌狋＋
１

２
Δ狌－狏（狓，狔）狌－ 狌

２狌＝０，

狌（狓，狔，０）＝ｓｉｎ狓ｓｉｎ狔，

狌（０，狔，狋）＝狌（２π，狔，狋）＝０，

狌（狓，０，狋）＝狌（狓，２π，狋）＝０

烅

烄

烆 。

势函数狏（狓，狔）＝１－ｓｉｎ
２狓ｓｉｎ２狔，真解狌（狓，狔，狋）＝ｅｘｐ（－２ｉ狋）·ｓｉｎ狓ｓｉｎ狔。

选取区域Ω×［０，１］，Ω＝［０，２π］
２，τ＝１０

－３。重心插值配点格式和二阶有限差分格式的犔∞误差和

犔２ 误差（τ＝１０
－３），如表３所示。

由表３可知：重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点格式在空间上用较少的点就可达到更高的精度，计算精度明

显优于经典的有限差分方法。

表３　犔∞误差和犔
２ 误差（τ＝１０－３）

Ｔａｂ．３　犔∞ｅｒｒｏｒｓａｎｄ犔
２ｅｒｒｏｒｓ（τ＝１０－３）

重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点格式

犕 Ｅｒｒ∞ Ｅｒｒ２

二阶有限差分格式

犕 Ｅｒｒ∞ Ｅｒｒ２

６ ８．４０２４×１０３ ８．４０２４×１０３ １０ ２．９３６７×１０２ ３．２４６７×１０２

８ ２．３５４７×１０４ ２．７０５９×１０４ ２０ ８．１９７６×１０３ ８．１９７６×１０３

１０ １．９０５９×１０６ ２．０５８５×１０６ ４０ ２．０５４５×１０３ ２．０５４５×１０３

１２ ４．５８９３×１０８ ４．５８９３×１０８ ６０ ９．１３５２×１０４ ９．１３５２×１０４

１６ ３．８３９８×１０１２ ３．９５９２×１０１２ ８０ ５．１３９４×１０４ ５．１３９４×１０４

　　重心插值配点格式的误差及时间收敛阶（犕＝１６），如表４所示。由表４可知：龙格库塔配点格式的

时间收敛阶是４阶。
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表４　重心插值配点格式的误差及时间收敛阶（犕＝１６，算例３）

Ｔａｂ．４　ＥｒｒｏｒｓａｎｄｔｉｍｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｓｏｆｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃＬａｇｒａｎｇｅ

ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅ（犕＝１６，ｅｘａｍｐｌｅ３）

τ Ｅｒｒ∞ Ｒａｔｅ１ Ｅｒｒ２ Ｒａｔｅ２

１／１２８ ９．６７６４×１０１０ － ９．９７７４×１０１０ －

１／１４０ ６．７４８０×１０１０ ４．０２２２ ６．９５８０×１０１０ ４．０２２２

１／１５２ ４．８４５３×１０１０ ４．０２７８ ４．９９６０×１０１０ ４．０２７８

１／１６４ ３．５６５８×１０１０ ４．０３５４ ３．６７６７×１０１０ ４．０３５４

　　令犕＝犖＝４０，重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点格式的数值解、精确解（犕＝４０），如图５所示。由图５可

知：数值解图像和精确解图像基本吻合。

（ａ）数值解 　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （ｂ）精确解　　　

图５　重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点格式的数值解、精确解（犕＝４０）

Ｆｉｇ．５　ＮｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃＬａｇｒａｎｇｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅ（犕＝４０）

不同数值格式的空间收敛阶，如图６所示。

图６　不同数值格式的空间收敛阶（犕＝４０）

Ｆｉｇ．６　Ｓｐａｔｉａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｓｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｃｈｅｍｅｓ（犕＝４０）

重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点格式对守恒量的保持情况（犕＝４０），如图７所示。

　　　　　（ａ）总质量 　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）质量误差
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　　（ｃ）总能量 　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｄ）能量误差

图７　重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点格式对守恒量的保持情况（犕＝４０）

Ｆｉｇ．７　 ＭａｉｎｔａｉｎｓｉｔｕａｔｉｏｎｏｆｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃＬａｇｒａｎｇｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｓｃｈｅｍｏｎｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ（犕＝４０）

５　结束语

将龙格库塔与重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ配点法相结合，时间精度可达到４阶，空间精度满足

指数收敛，给出全离散格式的相容性分析，通过数值算例验证所提格式的高精度和有效性。通过与经典

的差分格式进行比较，表明提出的格式可以用较少的点达到较高的精度。该方法可推广到其他非线性

微分方程，从而为解决同类问题提供一种高精度数值求解方法。
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ＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＥｑｕａｔｉｏｎｓ，２０１９（３５）：１６９４１７１６．ＤＯＩ：１０．１００２／ｎｕｍ．２２３７１．

［２２］　ＢＥＲＲＵＴＪＰ，ＴＲＥＦＥＴＨＥＮＬＮ．ＢａｒｙｃｅｎｔｒｉｃＬａｇｒａｎｇｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＳＩＡＭＲｅｖｉｅｗ，２００４，４６：５０１５０７．ＤＯＩ：

１０．１１３７／Ｓ００３６１４４５０２４１７７１５．

［２３］　ＳＵＮＨａｏｒａｎ，ＨＵＡＮＧＳｉｙｕ，ＺＨＯＵＭｉｎｇｙａｎｇ，犲狋犪犾．ＡｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒＳｃｈｒｄｉｎｇｅｒｅｑｕａｔｉｏｎ

ｕｓｉｎｇｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．ＡＩＭＳＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０２３，８（１）：３６１３８１．ＤＯＩ：１０．３９３４／

ｍａｔｈ．２０２３０１７．

（责任编辑：陈志贤　　英文审校：黄心中）
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