
　第４５卷　第４期 华 侨 大 学 学 报 （自 然 科 学 版 ） Ｖｏｌ．４５　Ｎｏ．４　

　２０２４年７月 ＪｏｕｒｎａｌｏｆＨｕａｑｉａｏＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ） Ｊｕｌ．　２０２４　

　　犇犗犐：１０．１１８３０／ＩＳＳＮ．１０００?５０１３．２０２３０７０２４　

　　　非局部犌狉犪狔犛犮狅狋狋模型的

二阶线性化差分格式

陈心妍，张馨心，蔡耀雄

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　研究周期边界条件下的非局部ＧｒａｙＳｃｏｔｔ模型，提出一种高效数值格式。基于算子分裂思想将原问

题拆分为线性非局部子问题和非线性子问题。对于线性非局部子问题，结合复化梯形公式和ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ

公式，建立时空二阶差分格式；对于非线性子问题，结合ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ公式及ＲｕｂｉｎＧｒａｖｅｓ线性化技术，建

立线性求解格式。结果表明：非局部ＧｒａｙＳｃｏｔｔ模型的二阶线性化差分格式具有稳定性、收敛性及有效性。
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ＧｒａｙＳｃｏｔｔ（ＧＳ）模型是反应扩散系统的重要组成部分，反应扩散系统在自然界和工业生产中广

泛存在，如化学反应的燃烧、生物体内的代谢过程、气体和液体中的化学反应等都属于反应扩散系统。

ＧＳ模型是Ｇｒａｙ和Ｓｃｏｔｔ
［１］于１９８４年提出，用来描述反映器中浓度时空变化的耦合模型。由于该模型

可以描述斑点、条纹等有趣的时空结构，被广泛应用于化学［２５］、生物［６９］等领域。整数阶ＧＳ模型为

狌狋＝μ狌Δ狌－狌狏
２＋犉（１－狌），

狏狋＝μ狏Δ狏＋狌狏
２－（犉＋κ）狏

烍
烌

烎。
（１）

式（１）中：狌，狏为浓度；μ狌＞０，μ狏＞０为扩散速率；犉≥０为进料速率；κ≥０为第２次反应的衰减速率。

然而，随着对含奇性问题的深入研究，人们发现非局部扩散系统比局部扩散系统可以更准确地描述
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生物演化状态。非局部算子避免对变量进行空间求导，降低了解的正则性要求，从而可以方便地用于模

拟非连续的物理现象。

非局部ＧＳ模型为

狌狋＝－μ狌犔δ狌－狌狏
２＋犉（１－狌），　　（狓，狋）∈Ω×（０，犜］，

狏狋＝－μ狏犔δ狏＋狌狏
２－（犉＋κ）狏，　　（狓，狋）∈Ω×（０，犜

烍
烌

烎］。
（２）

初值条件和边界条件为

狌（狓，０）＝狌０（狓），　　狏（狓，０）＝狏０（狓），　　狓∈Ω。

式（２）中：Ω＝［－犔，犔］为有界区域；犔δ 为非局部算子，定义
［１０］为犔δ狌（狓）＝∫Ω

犑δ（狓－狔）［狌（狓）－

狌（狔）］ｄ狔，狓∈Ω。其中卷积核犑δ 满足：１）犑δ（狓）≥０，狓∈Ω；２）犑δ（狓－狔）＝犑δ（狔－狓）；３）犑δ 是以Ω

为周期的周期函数。

由于ＧＳ模型为非线性耦合方程组，在数值求解和理论研究中存在一定困难，许多学者致力于这一

方面的研究。Ｐｅａｒｓｏｎ
［１１］对模型进行一系列数值模拟后，发现其非常数正解存在极其复杂的结构。Ｍｃ

Ｇｏｕｇｈ等
［１２］证实了以上结论，并且给出所有非负常数解的稳定性和相应的先验估计。Ｚｈａｎｇ等

［１３］利用

向后差分法和时间上的线性外推法，建立ＧＳ模型的二阶格式，并对其进行理论分析和数值模拟。Ｐｅｎｇ

等［１４］对ＧＳ模型在有界域上的平衡点问题进行研究，得到了关于非常数正平衡点不存在性的若干结论。

在扩散率ε的极限下，Ｃｈｅｎ等
［１５］利用混合渐近算法，对二维ＧＳ模型多点拟平衡模式的动态特性及稳

定性机制进行了深入研究。Ｗａｎｇ等
［１６］给出了空间延拓ＧＳ模型的噪声控制模式的时间演化。

然而，相比于经典ＧＳ模型，非局部ＧＳ模型的研究结果较少。已有的非局部ＧＳ模型的数值解研

究主要是以分数阶拉普拉斯算子［１７１９］为基础，因此，本文利用正定卷积算子对其进行研究。

１　数值格式

考虑在一维区域Ω＝［－犔，犔］上的全离散格式。为了方便进行离散，引入时间步长τ＝犜／犕 和空

间网格Ω犺＝｛狓犻＝－犔＋犻犺，０≤犻≤犖－１｝。其中：空间剖分为犖，空间步长犺＝２犔／犖。给定正整数犕，

时间节点为狋犿＝犿τ，犿＝０，１，…，犕。在Ω犺 上定义的所有周期网格函数由犕犺 表示，即犕犺＝｛犝｜犝＝｛狌犻

｜０≤犻≤犖－１｝｝。狌
犿
犻 和狌（狓犻，狋犿）分别代表数值解和精确解。

１．１　非局部算子的离散格式

对任意函数狌，给定非局部算子犔δ，定义为

犔δ狌＝（犑δ１）狌－犑δ狌。

因此，犔δ狌在点（狓犻，狋犿）（０≤犻≤犖，０≤犿≤犕）处可表示为

（犔δ狌）
犿
犻＝（犑δ１）犻狌

犿
犻－（犑δ狌）

犿
犻。 （３）

式（３）中：（犑δ１）犻 ＝∫
犔

－犔
犑δ（狓犻－狔）ｄ狔；（犑δ狌）犻 ＝∫

犔

－犔
犑δ（狓犻－狔）狌（狔）ｄ狔。

则犑δ狌结合复化梯形公式，可得（犑δ狌）犻的离散形式为

（犑δ狌）犻 ＝∫
犔

－犔
犑δ（狓犻－狔）狌（狔）ｄ狔＝

∫
狔１

狔０

犑δ（狓犻－狔）狌（狔）ｄ狔＋∫
狔２

狔１

犑δ（狓犻－狔）狌（狔）ｄ狔＋…＋∫
狔犖

狔犖－１

犑δ（狓犻－狔）狌（狔）ｄ狔＝

犺
２
［犑δ（狓犻－狔０）狌０＋犑δ（狓犻－狔１）狌１］＋

犺
２
［犑δ（狓犻－狔１）狌１＋犑δ（狓犻－狔２）狌２］＋…＋

犺
２
［犑δ（狓犻－狔犖－１）狌犖－１＋犑δ（狓犻－狔犖）狌犖］＋犗（犺

２）＝

犺
２
犑δ（狓犻－狔０）狌０＋犺∑

犖－１

犼＝１

犑δ（狓犻－狔犼）狌犼＋
犺
２
犑δ（狓犻－狔犖）狌犖 ＋犗（犺

２）。 （４）

同理可得

（犑δ１）犻狌
犿
犻 ＝

犺
２
犑δ（狓犻－狔０）＋犺∑

犖－１

犼＝１

犑δ（狓犻－狔犼）＋
犺
２
犑δ（狓犻－狔犖［ ］）狌犿犻 ＋犗（犺２）。 （５）
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因此，结合式（４）和式（５），在周期边界条件下对任意的犖 阶列向量犝＝（狌０，狌１，…，狌犖－２，狌犖－１）
Ｔ，有

全离散形式如下

犔犺δ犝 ＝－犺

１＋
１

２
犑δ（犖犺） 犑δ（犺） 犑δ（２犺） … 犑δ（（犖－１）犺）

１

２
犑δ（犖犺）＋

１

２
犑δ（（犖－１）犺） ２ 犑δ（犺） … 犑δ（（犖－２）犺）

１

２
犑δ（犖犺）＋

１

２
犑δ（（犖－２）犺） 犑δ（犺） ３ … 犑δ（（犖－３）犺）

   

１

２
犑δ（（犖－１）犺）＋

１

２
犑δ（犺） 犑δ（（犖－２）犺） 犑δ（（犖－３）犺） … 

烄

烆

烌

烎
犖

·

（狌０，狌１，…，狌犖－２，狌犖－１）
Ｔ
＝犃犝。 （６）

式（６）中：犻值为所在行其余值和的相反数，如

１＝－（犑δ（犺）＋犑δ（２犺）＋…＋犑δ（（犖－１）犺）＋
１

２
犑δ（犖犺））。

注１　由文献［２０］可知，非局部离散算子犔
犺
δ 是半正定和自伴的。

１．２　算子分裂法求解非局部犌犛方程

算子分裂方法的思想是将一个较为复杂的问题分解为几个简单的子问题进行处理。采用二阶对称

的Ｓｔｒａｎｇ分裂方法
［２１］求解非局部ＧＳ模型。首先，将原始问题分解为线性非局部子问题

狌狋＝－μ狌犔δ狌－犉狌，

狏狋＝－μ狏犔δ狏－（犉＋κ）狏
｝， （７）

和非线性子问题

狌狋＝－狌狏
２＋犉，

狏狋＝狌狏
２

烍
烌

烎。
（８）

记犛Ａ 和犛Ｂ 分别为上述线性非局部子问题和非线性子问题的解算子。

基于二阶Ｓｔｒａｎｇ算子分裂方法，给定时间步长τ，非局部ＧＳ模型可通过以下方式近似求解，即

θ（狓，狋＋τ）≈犛Ａ
τ（ ）２ 犛Ｂ（τ）犛Ａ τ（ ）２ θ（狓，狋）。 （９）

式（９）中：θ＝（狌，狏）
Ｔ。

１．２．１　非局部线性系统的数值逼近犛Ａ→犛
τ，犺
Ａ 　结合式（６）和ＣＮ格式，可得线性子问题（７）的全离散

格式为

狌犿＋１犻 －狌犿犻

τ
＝－μ狌犔

犺
δ狌犻

犿＋
１
２－犉狌犻

犿＋
１
２，

狏犿＋１犻 －狏犿犻

τ
＝－μ狏犔

犺
δ狏犻

犿＋
１
２－（犉＋κ）狏犻

犿＋
１
２

烅

烄

烆
。

令犔犺δ犝
犿＝犃犝犿，犔犺δ犞

犿＝犃犞犿。其中，犝犿 与犞犿 分别定义为

犝犿＝｛狌犿犻 ０≤犻≤犖－１｝∈犕犺，

犞犿＝｛狏犿犻 ０≤犻≤犖－１｝∈犕犺。

因此，有

犝犿＋１－犝犿

τ
＝－

１

２μ
狌（犃犝

犿＋１＋犃犝犿）－
１

２
犉（犝犿＋１＋犝犿），

犞犿＋１－犞犿

τ
＝－

１

２μ
狏（犃犞

犿＋１＋犃犞犿）－
１

２
（犉＋κ）（犞

犿＋１＋犞犿
烅

烄

烆
）。

通过分离变量法，可得（犝犿＋１，犞犿＋１）Ｔ 为

犝犿＋１＝ 犐＋
τ
２μ

狌犃＋
τ
２
犉（ ）犐

－１

犐－
τ
２μ

狌犃－
τ
２
犉（ ）犐犝犿，

犞犿＋１＝ 犐＋
τ
２μ

狏犃＋
τ
２
（犉＋κ）（ ）犐

－１

犐－
τ
２μ

狏犃－
τ
２
（犉＋κ）（ ）犐犞犿

烍

烌

烎
。

（１０）
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引理１　对于任意网格函数ψ＝｛（狌犻，狏犻）
Ｔ ０≤犻≤犖－１｝，有

‖犛
τ，犺
Ａψ‖≤‖ψ‖。

其中：‖ψ‖
２
＝犺

２

∑
０≤犻≤犖－１

（狌２犻 ＋狏
２
犻）。

证明：根据式（１）和注１可知，μ狌，μ狏，犉和κ均为正数，犔
犺
δ 为半正定算子，因此

犐＋
τ
２μ

狌犃＋
τ
２
犉（ ）犐

－１

犐－
τ
２μ

狌犐－
τ
２
犉（ ）犐

２
≤１，

且

犐＋
τ
２μ

狏犃＋
τ
２
（犉＋κ）（ ）犐

－１

犐－
τ
２μ

狏犃－
τ
２
（犉＋κ）（ ）犐

２
≤１。

上式中：‖·‖２ 为谱范数。使用Ｐａｒｓｅｖａｌ公式，可得‖犝
犿＋１
‖≤‖犝

犿
‖，‖犞

犿＋１
‖≤‖犞

犿
‖，即证。

１．２．２　非线性系统的数值逼近犛Ｂ→犛
τ，犺
Ｂ 　讨论非线性子问题式（８），针对第１个式子，基于ＣＮ格式可

建立表达式为

狌犿＋１犻 －狌犿犻

τ
＝－

（狌犻狏
２
犻）

犿＋１＋（狌犻狏
２
犻）

犿

２
＋犉。

采用ＲＧ线性化
［２２］方法，定义

（狌狏２）犿＋１＝狌犿＋１（狏犿）２＋２狌犿狏犿狏犿＋１－２狌犿狏犿狏犿。

同理，对式（８）的第２个公式也做如上处理，可得非线性子问题的全离散格式如下

狌犿＋１犻 －狌犿犻

τ
＝－

１

２
（狏犿犻）

２狌犿＋１犻 ＋
１

２
（狏犿犻）

２狌犿犻－狌
犿
犻狏

犿
犻狏

犿＋１
犻 ＋犉，

狏犿＋１犻 －狏犿犻

τ
＝－

１

２
（狏犿犻）

２狌犿犻＋
１

２
（狏犿犻）

２狌犿＋１犻 ＋狌犿犻狏
犿
犻狏

犿＋１
犻

烍

烌

烎
。

（１１）

通过分离变量方法，将模型进一步化简为

１＋
（狏犿犻）

２

２（ ）τ狌犿＋１犻 ＋τ狌
犿
犻狏

犿
犻狏

犿＋１
犻 ＝狌犿犻＋

狌犿犻（狏
犿
犻）

２

２
τ＋犉τ，

－
（狏犿犻）

２

２（ ）τ狌犿＋１犻 ＋（１－τ狌
犿
犻狏

犿
犻）狏

犿＋１
犻 ＝狏犿犻－

狌犿犻（狏
犿
犻）

２

２
τ

烅

烄

烆
。

可得矩阵形式为

１＋
（狏犿犻）

２

２
τ τ狌

犿
犻狏

犿
犻

－
（狏犿犻）

２

２
τ １－τ狌

犿
犻狏

犿

烄

烆

烌

烎
犻

狌犿＋１犻

狏犿＋１
烄

烆

烌

烎犻

＝

１＋
（狏犿犻）

２

２
τ ０

０ １－
狌犿犻狏

犿
犻

２

烄

烆

烌

烎
τ

狌犿犻

狏犿
烄

烆

烌

烎犻
＋
犉τ（ ）０ 。 （１２）

采用“冻结系数”方法［２３］研究格式（１１）的稳定性，冻结（狏犿）２ 和狌犿狏犿 两项，并将其定义为常数，即

θ１：＝ｍａｘ
０≤犿≤犕

ｍａｘ
０≤犻≤犖－１

（狏犿犻）｛ ｝２ ，

θ２：＝ｍａｘ
０≤犿≤犕

ｍａｘ
０≤犻≤犖－１

｛狌犿犻，狏
犿
犻｝。

那么，式（１２）可以表示为

犘犓犿＋１犻 ＝犙犓
犿
犻＋犚。 （１３）

式（１３）中：

犓犿犻＝
狌犿犻

狏犿
烄

烆

烌

烎犻
，　　犘＝

１＋
τ
２
θ１ τθ２

－
τ
２
θ１ １－τθ

烄

烆

烌

烎
２

，　　犙＝

１＋
τ
２
θ１ ０

０ １－
τ
２
θ

烄

烆

烌

烎
２

，　　犚＝
犉τ（ ）０ 。

当１－τθ２＋
τ
２
θ１≠０时，矩阵犘可逆，则

犘－１犙＝
１

１－τθ２＋
τ
２
θ１

１＋
τ
２
θ１－τθ２－

τ
２

２
θ１θ２ －τθ２ １－

τ
２
θ（ ）２

τ
２
θ１ １＋

τ
２
θ（ ）１ １－

τ
２
θ２＋

τ
２
θ１－

τ
２

４
θ１θ

烄

烆

烌

烎
２

。
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令

犵１１＝１＋
τ
２
θ１－τθ２－

τ
２

２
θ１θ２，　　犵１２＝－τθ２ １－

τ
２
θ（ ）２ ，

犵２１＝
τ
２
θ１ １＋

τ
２
θ（ ）１ ，　　犵２２＝１－τ２θ２＋τ２θ１－τ

２

４
θ１θ２

烅

烄

烆
，

可得

（犘－１犙）
Ｔ（犘－１犙）＝

１

１－τθ２＋
τ
２
θ（ ）１

２

犵
２
１１＋犵

２
２１ 犵１１犵１２＋犵２１犵２２

犵１１犵１２＋犵２１犵２２ 犵１２
２＋犵

２
２

烄

烆

烌

烎２

。

假设

τ≤
１

θ１－２θ２
， （１４）

则存在常数犆１，使得

犵
２
１１＋犵

２
２１＋ 犵１１犵１２＋犵２１犵２２

１－τθ２＋
τ
２
θ（ ）１

２ ≤
犵
２
１１＋犵

２
２１＋ 犵１１犵１２ ＋ 犵２１犵２２

１－τθ２＋
τ
２
θ（ ）１

２ ＝

１－

τ
２

２
θ１θ２

１＋τ
θ１
２
－θ（ ）

烄

烆

烌

烎
２

２

＋
τ
２

４

θ
２
１ １＋

τ
２
θ（ ）１

２

１＋τ
θ１
２
－θ（ ）（ ）２

２＋

τ

θ２ １－
τ
２
θ（ ）２

１＋τ
θ１
２
－θ（ ）２

· １－

τ
２
θ１θ２

１＋τ
θ１
２
－θ（ ）２

＋

τ
２

θ１ １＋
τ
２
θ（ ）１

１＋τ
θ１
２
－θ（ ）２

· １＋

τ
２
θ２ １－

τ
２
θ（ ）１

１＋τ
θ１
２
－θ（ ）２

≤１＋犆１τ

和

犵１１犵１２＋犵２１犵２２ ＋犵
２
１２＋犵

２
２２

１－τθ２＋
τ
２
θ（ ）１

２ ≤
犵１１犵１２ ＋ 犵２１犵２２ ＋犵

２
１２＋犵

２
２２

１－τθ２＋
τ
２
θ（ ）１

２ ＝

τ

θ２ １－
τ
２
θ（ ）２

１＋τ
θ１
２
－θ（ ）２

· １－

τ
２
θ１θ２

１＋τ
θ１
２
－θ（ ）２

＋

τ
２

θ１ １＋
τ
２
θ（ ）１

１＋τ
θ１
２
－θ（ ）２

· １＋

τ
２
θ２ １－

τ
２
θ（ ）１

１＋τ
θ１
２
－θ（ ）２

＋

τ
２
θ
２
２ １－

τ
２
θ（ ）２

２

１＋τ
θ１
２
－θ（ ）（ ）２

２＋ １＋

τ
２
θ２ １－

τ
２
θ（ ）１

１＋τ
θ１
２
－θ（ ）

烄

烆

烌

烎
２

２

≤１＋犆１τ。

　　结合上述不等式，有

‖犘
－１
犙‖

２
２≤‖（犘

－１
犙）

Ｔ（犘－１犙）‖∞≤１＋犆１τ。 （１５）

式（１５）中：‖犘‖∞是犘的∞范数。

结合式（１３）和式（１５），有引理２。

引理２　在式（１４）条件下，对于任意网格函数ψ＝｛（狌犻，狏犻）
Ｔ ０≤犻≤犖－１｝，有

‖犛
τ，犺
Ｂ ψ‖≤ １＋犆１槡 τ‖ψ‖。

因此，对于问题（２），结合式（９）～（１１），可得二阶算子分裂格式为
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犝＝ 犐＋
τ
４μ

狌犃＋
τ
４
犉（ ）犐

－１

犐－
τ
４μ

狌犃－
τ
４
犉（ ）犐犝犿，

犞＝ 犐＋
τ
４μ

狏犃＋
τ
４
（犉＋κ）（ ）犐

－１

犐－
τ
４μ

狏犃－
τ
４
（犉＋κ）（ ）犐犞犿，

犝－犝

τ
＝－

１

２
（犞）２犝＋

１

２
（犞）２犝－犝犞犞＋犉，

犞－犞

τ
＝
１

２
（犞）２犝－

１

２
（犞）２犝＋犝犞犞，

犝犿＋１＝ 犐＋
τ
４μ

狌犃＋
τ
４
犉（ ）犐

－１

犐－
τ
４μ

狌犃－
τ
４
犉（ ）犐犝，

犞犿＋１＝ 犐＋
τ
４μ

狏犃＋
τ
４
（犉＋κ）（ ）犐

－１

犐－
τ
４μ

狏犃－
τ
４
（犉＋κ）（ ）犐犞

烍

烌

烎
。

（１６）

式（１６）中：犉＝犉（１，…，１）Ｔ，（犝，犞）和（犝，犞）是中间变量。

根据式（９），算法（１６）还可以表示为Φ
犿＋１＝犛

τ
２
，犺

Ａ 犛
τ，犺
Ｂ犛

τ
２
，犺

Ａ Φ
犿。其中：Φ

犿＝（犝犿，犞犿）Ｔ 为时间狋犿 的数

值解，犛
τ
２
，犺

Ａ 和犛τ
，犺
Ｂ 分别为节１．２．１和节１．２．２给出的犛Ａ 和犛Ｂ 的数值近似。

注２　在条件（１４）下，很容易验证矩阵犘的行列式满足 犘 ＝１－τθ２＋
τ
２
θ１∈

１

２
，（ ）３２ ，因此，犘为

可逆矩阵。

２　稳定性和收敛性理论分析

定义映射犐犺：犔２ｐｅｒ（Ω）→犕犺，其中，犔
２
ｐｅｒ（Ω）＝｛狌狌∈犔

２（Ω），狌是Ω 周期的｝。

２．１　稳定性分析

定理１　在条件（１４）下，关于问题（２）的二阶算子分裂格式（１６）是稳定的，有

‖Φ
犿＋１
‖≤ｅ

犆
１
犜

２ ‖Φ
０
‖。 （１７）

证明：由引理１和引理２，有

‖Φ
犿＋１
‖ ＝‖犛

τ
２
，犺

Ａ 犛
τ，犺
Ｂ犛

τ
２
，犺

Ａ Φ
犿
‖ ≤ ‖犛

τ，犺
Ｂ犛

τ
２
，犺

Ａ Φ
犿
‖ ≤ １＋犆１槡 τ‖犛

τ
２
，犺

Ａ Φ
犿
‖ ≤

１＋犆１槡 τ‖Φ
犿
‖ ≤ｅ

犆
１
犜

２ ‖Φ
０
‖。

定理证毕。

２．２　收敛性分析

假设非局部ＧＳ模型（２）在周期边界条件下的解狌（狓，狋）和狏（狓，狋）满足正则性假设

狌（狓，狋）∈犎
３（０，犜；犎狊ｐｅｒ（Ω）），　　狏（狓，狋）∈犎

３（０，犜；犎狊ｐｅｒ（Ω）），　　狊＞１。 （１８）

为了证明收敛性，需要引理３。

引理３　对于任意函数狌，狏∈犎
３（０，犜；犎２ｐｅｒ（Ω）），有‖犐

犺犛Ａ（τ）θ－犛
τ，犺
Ａ犐

犺
θ‖≤犆２τ（τ

２＋犺２）。其中：

θ＝（狌，狏）
Ｔ，犆２ 是与τ和犺无关的正常数。

证明：由于式（１０）是基于时间上的二阶ＣＮ格式和空间上的二阶梯形公式得到的，因此，可得引理

３的结论。

引理４　对于任意函数狌，狏∈犎
３（０，犜；犔２（Ω）），有

‖犐
犺犛Ｂ（τ）θ－犛

τ，犺
Ｂ犐

犺
θ‖≤犆３τ

３。

其中：犆３ 是与τ和犺无关的正常数。

证明：由于式（１１）是基于时间上的二阶ＣＮ格式与二阶ＲＧ线性化得到的，因此可得引理４。

定义θ
⌒（狓，狋）＝（狌

⌒（狓，狋），狏
⌒（狓，狋））Ｔ 为方案（９）的精确解。因此，可以得到收敛性结论如下。

定理２　设狌
犿＝（狌（狋犿），狏（狋犿））

Ｔ 和Φ
犿＝（犝犿，犞犿）Ｔ 分别是问题（２）和算法（１６）在狋犿 处的解。在式

（１４）与式（１８）给出的正则性条件下，有

‖Φ
犿＋１－犐犺狌犿＋１‖≤犆（τ

２＋犺２）。

证明：对于犿≥０，有

９２５第４期　　　　　　　　　　陈心妍，等：非局部ＧｒａｙＳｃｏｔｔ模型的二阶线性化差分格式



犺狋狋狆狊：／／犺犱狓犫．犺狇狌．犲犱狌．犮狀／

‖Φ
犿＋１－犐犺狌犿＋１‖≤‖Φ

犿＋１－犐犺θ
⌒犿＋１

‖＋‖犐
犺
θ
⌒犿＋１－犐犺狌犿＋１‖。 （１９）

由文献［１０］，可得

‖犐
犺
θ
⌒犿＋１－犐犺狌犿＋１‖≤犆４τ

２。 （２０）

式（２０）中：犆４＞０为常数。

根据引理１和引理３，式（１９）右边的第１项满足

‖Φ
犿＋１
－犐

犺
θ
⌒犿＋１
‖ ＝‖犛

τ
２
，犺

Ａ 犛
τ，犺
Ｂ犛

τ
２
，犺

Ａ Φ
犿
－犐

犺犛Ａ
τ（ ）２ 犛Ｂ（τ）犛Ａ τ（ ）２ θ

⌒犿
‖ ≤

‖犛
τ
２
，犺

Ａ 犛
τ，犺
Ｂ犛

τ
２
，犺

Ａ Φ
犿
－犛

τ
２
，犺

Ａ 犐
犺犛Ｂ（τ）犛Ａ

τ（ ）２ θ
⌒犿
‖＋

‖犛
τ
２
，犺

Ａ 犐
犺犛Ｂ（τ）犛Ａ

τ（ ）２ θ
⌒犿
－犐

犺犛Ａ
τ（ ）２ 犛Ｂ（τ）犛Ａ τ（ ）２ θ

⌒犿
‖ ≤

‖犛
τ，犺
Ｂ犛

τ
２
，犺

Ａ Φ
犿
－犐

犺犛Ｂ（τ）犛Ａ
τ（ ）２ θ

⌒犿
‖＋犆２τ（τ

２
＋犺

２）。 （２１）

　　根据引理２和引理４，可得

‖犛
τ，犺
Ｂ犛

τ
２
，犺

Ａ Φ
犿
－犐

犺犛Ｂ（τ）犛Ａ
τ（ ）２ θ

⌒犿
‖ ≤‖犛

τ，犺
Ｂ犛

τ
２
，犺

Ａ Φ
犿
－犛

τ，犺
Ｂ犐

犺犛Ａ
τ（ ）２ θ

⌒犿
‖＋

‖犛
τ，犺
Ｂ犐

犺犛Ａ
τ（ ）２ θ

⌒犿
－犐

犺犛Ｂ（τ）犛Ａ
τ（ ）２ θ

⌒犿
‖ ≤

１＋犆１槡 τ‖犛
τ
２
，犺

Ａ Φ
犿
－犐

犺犛Ａ（
τ
２
）θ
⌒犿
‖＋犆３τ

３。 （２２）

再次使用引理１和引理３，可得

‖犛
τ
２
，犺

Ａ Φ
犿
－犐

犺犛Ａ
τ（ ）２ θ

⌒犿
‖ ≤‖犛

τ
２
，犺

Ａ Φ
犿
－犛

τ
２
，犺

Ａ 犐
犺
θ
⌒犿
‖＋‖犛

τ
２
，犺

Ａ 犐
犺
θ
⌒犿
－犐

犺犛Ａ
τ（ ）２ θ

⌒犿
‖ ≤

‖Φ
犿
－犐

犺
θ
⌒犿
‖＋犆２τ（τ

２
＋犺

２）。 （２３）

结合式（２１）～（２３），可得

‖Φ
犿＋１－犐犺θ

⌒犿＋１
‖≤ １＋犆１槡 τ‖Φ

犿－犐犺θ
⌒犿
‖＋（１＋犆１槡 τ＋１）犆２τ（τ

２＋犺２）＋犆３τ
３。 （２４）

又‖Φ
０－犐犺θ

⌒０
‖＝０，因此，通过Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式，可得

‖Φ
犿＋１－犐犺θ

⌒犿＋１
‖≤犆（τ

２＋犺２）。 （２５）

合并式（１９），（２０），（２５），有

‖Φ
犿＋１－犐犺狌犿＋１‖≤犆（τ

２＋犺２）。

即证。

３　数值实验

通过数值实验，证明该方法的准确性和数值效果，考虑Ω＝［－１，１］，高斯核犑δ（狓）形式为

犑δ（狓）＝
４

π
１／２
δ
３ｅ

－
狓
２

δ
２ ，　　δ＞０。

３．１　收敛性测试

为了检验所构造的数值格式（１６）的准确性，选择初始条件

狌０（狓）＝２ｃｏｓ（４π狓），

狏０（狓）＝０．１ｃｏｓ（２．５π狓
｛ ）。

考虑狓∈［－１，１］，μ狌＝０．１，μ狏＝０．１，犉＝１和κ＝１的情况，分别计算数值解狌
犕
犻 的最大误差犈∞和

犔２ 误差犈２，定义为

犝犈∞（犺，τ）＝

ｍａｘ
０≤犻≤犖－１

狌犕犻 （τ，犺）－狌
２犕
犻
τ
２
，（ ）犺 ，　　犺足够小，

ｍａｘ
０≤犻≤犖－１

狌犕犻 （τ，犺）－狌
犕
２犻τ，

犺（ ）２ ，　　τ足够小
烅

烄

烆
，

和
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犝犈２（犺，τ）＝

犺∑
犖－１

犻＝０

（狌犕犻 （τ，犺）－狌
２犕
犻
τ
２
，（ ）犺 ）槡

２，　　犺足够小，

犺∑
犖－１

犻＝０

（狌犕犻犕（τ，犺）－狌
犕
２犻τ，

犺（ ）２ ）
槡

２，　　τ足够小

烅

烄

烆
，

其中：｛狌犕犻 （τ，犺）｜０≤犻≤犖－１｝表示狌（狓，犜）在时间步长τ＝犜／犕 和空间步长犺＝２／犖 时的近似解。类

似地，可以定义犞犈∞（犺，τ）和犞犈２（犺，τ）。

考察空间收敛阶，固定时间剖分犕＝３０００，犜＝１，δ分别取０．５和１．０，计算结果，如表１，２所示。

表１，２中：Ｒａｔｅ为收敛阶。由表１，２可知：随着网格的加密，犝 和犞 的最大误差犈∞和犔２ 误差犈２ 逐渐

减小，空间接近二阶精度，与理论分析一致。

表１　空间收敛阶（犜＝１，犕＝３０００，δ＝０．５）

Ｔａｂ．１　Ｓｐａｔｉａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒ（犜＝１，犕＝３０００，δ＝０．５）

犖 犝犈∞ Ｒａｔｅ 犝犈２ Ｒａｔｅ 犞犈∞ Ｒａｔｅ 犞犈２ Ｒａｔｅ

１０ ３．５４５９×１０－３ － ２．７６７５×１０－３ － ３．３４２０×１０－４ － １．８２８３×１０－４ －

２０ ８．９８２６×１０－４ １．９８０９ ５．１２１１×１０－４ ２．４３４１ ７．３７６３×１０－５ ２．１７９７ ４．１５９０×１０－５ ２．１３６２

４０ ２．１６１９×１０－４ ２．０５４８ １．１９８５×１０－４ ２．０９５２ １．８１９４×１０－５ ２．０１９４ １．０２７６×１０－５ ２．０１７０

８０ ５．４５１１×１０－５ １．９８７７ ２．９４９０×１０－５ ２．０２３０ ４．５３３６×１０－６ ２．００４７ ２．５６１３×１０－６ ２．００４３

表２　空间收敛阶（犜＝１，犕＝３０００，δ＝１．０）

Ｔａｂ．２　Ｓｐａｔｉａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒ（犜＝１，犕＝３０００，δ＝１．０）

犖 犝犈∞ Ｒａｔｅ 犝犈２ Ｒａｔｅ 犞犈∞ Ｒａｔｅ 犞犈２ Ｒａｔｅ

１０ １．０９５８×１０－３ － ６．１４５１×１０－４ － ５．９７１７×１０－５ － ４．８０４６×１０－５ －

２０ ２．１８５４×１０－４ ２．３２６０ １．１６４３×１０－４ ２．３９９９ １．３８７８×１０－５ ２．１０５３ １．２２０７×１０－５ １．９７６７

４０ ５．５９０５×１０－５ １．９６６８ ２．７５０２×１０－５ ２．０８１９ ３．４５１８×１０－６ ２．００７４ ３．０２５６×１０－６ ２．０１２４

８０ １．３８３５×１０－５ ２．０１４７ ６．７８２６×１０－６ ２．０１９６ ８．６０９０×１０－７ ２．００３４ ７．５４６８×１０－７ ２．００３３

　　考虑时间收敛阶，固定空间剖分犖＝１０００，犜＝１，δ分别取０．５和１．０，计算结果，如表３，４所示。

由表３，４可知：随着时间剖分次数的增加，犝 和犞 的最大误差和犔２ 误差逐渐减小，时间接近二阶精度，

与理论分析一致。

表３　时间收敛阶（犜＝１，犖＝１０００，δ＝０．５）

Ｔａｂ．３　Ｔｅｍｐｏｒａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒ（犜＝１，犖＝１０００，δ＝０．５）

犕 犝犈∞ Ｒａｔｅ 犝犈２ Ｒａｔｅ 犞犈∞ Ｒａｔｅ 犞犈２ Ｒａｔｅ

１０ ６．４２５７×１０－４ － ５．１０７６×１０－４ － ２．２１１１×１０－５ － １．９９０７×１０－５ －

２０ １．６０５６×１０－４ ２．０００７ １．２７６３×１０－４ ２．０００６ ５．５３３２×１０－６ １．９９８６ ４．９７４８×１０－６ ２．０００６

４０ ４．０１３４×１０－５ ２．０００２ ３．１９０５×１０－５ ２．０００２ １．３８３７×１０－６ １．９９９６ １．２４３６×１０－６ ２．０００１

８０ １．００３３×１０－５ ２．０００１ ７．９７６１×１０－６ ２．００００ ３．４５９３×１０－７ ２．００００ ３．１０８９×１０－７ ２．００００

表４　时间收敛阶（犜＝１，犖＝１０００，δ＝１．０）

Ｔａｂ．４　Ｔｅｍｐｏｒａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒ（犜＝１，犖＝１０００，δ＝１．０）

犕 犝犈∞ Ｒａｔｅ 犝犈２ Ｒａｔｅ 犞犈∞ Ｒａｔｅ 犞犈２ Ｒａｔｅ

１０ ４．２７２９×１０－４ － ３．８３６２×１０－４ － ２．２６３４×１０－５ － １．８５６６×１０－５ －

２０ １．０６７９×１０－４ ２．０００４ ９．５８９２×１０－５ ２．０００２ ５．６５７８×１０－６ ２．０００２ ４．６３８２×１０－６ ２．００１０

４０ ２．６６９６×１０－５ ２．０００１ ２．３９７２×１０－５ ２．００００ １．４１４４×１０－６ ２．０００１ １．１５９４×１０－６ ２．０００３

８０ ６．６７３９×１０－６ ２．００００ ５．９９３０×１０－６ ２．００００ ３．５３６０×１０－７ ２．００００ ２．８９８３×１０－７ ２．０００１

３．２　数值模拟

考察非局部算子对ＧＳ模型动力学的影响，选择初始条件为

狌０（狓）＝２ｃｏｓ（４π狓），

狏０（狓）＝０．１ｃｏｓ（２．５π狓
｛ ）。

考虑狓∈［－１，１］，μ狌＝０．１，μ狏＝０．１，犉＝１，κ＝１，犖＝１００，犜＝５，犕＝３０００时，不同δ对数值解的

影响，如图１所示。

由图１可知：ＧＳ模型的动力学行为与δ大小有关，随着δ的增大，犝 和犞 达到稳态所需时间越长。

１３５第４期　　　　　　　　　　陈心妍，等：非局部ＧｒａｙＳｃｏｔｔ模型的二阶线性化差分格式
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（ａ）狌（狓，狋）（δ＝０．１）　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）狏（狓，狋）（δ＝０．１）　　

（ｃ）狌（狓，狋）（δ＝１．０）　　　　　　　　　　　　　　　（ｄ）狏（狓，狋）（δ＝１．０）　　

（ｅ）狌（狓，狋）（δ＝２．０）　　　　　　　　　　　　　　　（ｆ）狏（狓，狋）（δ＝２．０）　　

图１　ＧＳ模型在不同δ值下的数值解

Ｆｉｇ．１　ＮｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔδｆｏｒＧｒａｙＳｃｏｔｔｍｏｄｅｌ

４　结束语

提出求解非局部ＧｒａｙＳｃｏｔｔ模型快速有效的算子分裂方法，并对其进行严格的理论分析，得到时

空均具有二阶精度的数值方法。数值结果表明，该方法具有良好的稳定性和有效性。
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ｃｒｅｔｅａｎｄＣｏｎｔｉｎｕｏｕｓＤｙｎａｍｉｃａｌＳｙｓｔｅｍｓ，１９９９，６（１）：１７５１９０．ＤＯＩ：１０．３９３４／ｄｃｄｓ．２０００．６．１７５．

［８］　ＰＡＮＧＰＹＨ，ＷＡＮＧＭｉｎｇｘｉｎ．Ｑｕａｌｉｔａｔｉｖｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆａｒａｔｉｏｄｅｐｅｎｄｅｎｔｐｒｅｄａｔｏｒｐｒｅｙｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｄｉｆｆｕｓｉｏｎ［Ｊ］．

ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＲｏｙａｌＳｏｃｉｅｔｙｏｆＥｄｉｎｂｕｒｇｈＳｅｃｔｉｏｎＡ：Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２００３，１３３（４）：９１９９４２．ＤＯＩ：１０．１０１７／

ｓ０３０８２１０５００００２７４２．

［９］　ＣＨＥＮ Ｗｅｎｙａｎ，ＰＥＮＧＲｕｉ．Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙｐａｔｔｅｒｎｓｃｒｅａｔｅｄｂｙｃｒｏｓｓｄｉｆｆｕｓｉｏｎｆｏｒｔｈｅｃｏｍｐｅｔｉｔｏｒｃｏｍｐｅｔｉｔｏｒｍｕｔｕａｌｉｓｔ

ｍｏｄｅｌ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＡｎａｌｙｓｉｓａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２００４，２９１（２）：５５０５６４．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｊｍａａ．２００３．

１１．０１５．

［１０］　ＤＵＱｉａｎｇ，ＪＵＬｉｌｉ，ＬＩＸｉａｏ，犲狋犪犾．ＳｔａｂｉｌｉｚｅｄｌｉｎｅａｒｓｅｍｉｉｍｐｌｉｃｉｔｓｃｈｅｍｅｓｆｏｒｔｈｅｎｏｎｌｏｃａｌＣａｈｎＨｉｌｌｉａｒｄｅｑｕａｔｉｏｎ

［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＰｈｙｓｉｃｓ，２０１８，３６３：３９５４．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｊｃｐ．２０１８．０２．０２３．

［１１］　ＰＥＡＲＳＯＮＪＥ．Ｃｏｍｐｌｅｘｐａｔｔｅｒｎｓｉｎａｓｉｍｐｌｅｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］．Ｓｃｉｅｎｃｅ，１９９３，２６１（５１１８）：１８９１９２．ＤＯＩ：１０．１１２６／ｓｃｉ

ｅｎｃｅ．２６１．５１１８．１８９．

［１２］　ＭＣＧＯＵＧＨＪＳ，ＲＩＬＥＹＫ．ＰａｔｔｅｒｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｉｎｔｈｅＧｒａｙＳｃｏｔｔｍｏｄｅｌ［Ｊ］．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＡｎａｌｙｓｉｓ：ＲｅａｌＷｏｒｌｄＡｐｐｌｉ

ｃａｔｉｏｎｓ，２００４，５（１）：１０５１２１．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｓ１４６８１２１８（０３）０００２０８．

［１３］　ＺＨＡＮＧＫａｉ，ＷＯＮＧＪＣＦ，ＺＨＡＮＧＲａｎ．ＳｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｉｍｐｌｉｃｉｔｅｘｐｌｉｃｉｔｓｃｈｅｍｅｆｏｒｔｈｅＧｒａｙＳｃｏｔｔｍｏｄｅｌ［Ｊ］．Ｊｏｕｒ

ｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌａｎｄＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２００８，２１３（２）：５５９５８１．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｃａｍ．２００７．０１．０３８．

［１４］　ＰＥＮＧＲｕｉ，ＷＡＮＧ Ｍｉｎｇｘｉｎ．ＳｏｍｅｎｏｎｅｘｉｓｔｅｎｃｅｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｎｏｎｃｏｎｓｔａｎｔｓｔａｔｉｏｎａｒｙｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏｔｈｅＧｒａｙＳｃｏｔｔ

ｍｏｄｅｌｉｎａｂｏｕｎｄｅｄｄｏｍａｉｎ［Ｊ］．ＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓＬｅｔｔｅｒｓ，２００９，２２（４）：５６９５７３．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ａｍｌ．２００８．０６．

０３２．

［１５］　ＣＨＥＮＷａｎ，ＷＡＲＤＭＪ．ＴｈｅｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎｄｄｙｎａｍｉｃｓｏｆｌｏｃａｌｉｚｅｄｓｐｏｔｐａｔｔｅｒｎｓｉｎｔｈｅｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＧｒａｙＳｃｏｔｔ

ｍｏｄｅｌ［Ｊ］．ＳＩＡＭＪｏｕｒｎａｌｏｎＡｐｐｌｉｅｄＤｙｎａｍｉｃａｌＳｙｓｔｅｍｓ，２０１１，１０（２）：５８２６６６．ＤＯＩ：１０．１１３７／０９０７７３５７Ｘ．

［１６］　ＷＡＮＧＷｅｉｍｉｎｇ，ＬＩＮＹｅｚｈｉ，ＹＡＮＧＦｅｎｇ，犲狋犪犾．ＮｕｍｅｒｉｃａｌｓｔｕｄｙｏｆｐａｔｔｅｒｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｉｎａｎｅｘｔｅｎｄｅｄＧｒａｙＳｃｏｔｔ

ｍｏｄｅｌ［Ｊ］．ＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓｉｎＮｏｎｌｉｎｅａｒＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＮｕｍｅｒｉｃａｌＳｉｍｕｌａｔｉｏｎ，２０１１，１６（４）：２０１６２０２６．ＤＯＩ：１０．１０１６／

ｊ．ｃｎｓｎｓ．２０１０．０９．００２．

［１７］　ＬＩＵＹａｎｇ，ＦＡＮＥｎｙｕ，ＹＩＮＢａｏｌｉ，犲狋犪犾．ＴＴＭｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒａｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｐａｃｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌＧｒａｙ

Ｓｃｏｔｔｍｏｄｅｌ［Ｊ］．ＣｏｍｐｕｔｅｒｓａｎｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓｗｉｔｈＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０２０，８０（７）：１７９３１８０９．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｃａｍｗａ．

２０２０．０８．０１１．

［１８］　ＺＨＡＮＧＨｕｉ，ＪＩＡＮＧＸｉａｏｙｕｎ，ＺＥＮＧＦａｎｈａｉ，犲狋犪犾．ＡｓｔａｂｉｌｉｚｅｄｓｅｍｉｉｍｐｌｉｃｉｔＦｏｕｒｉｅｒｓｐｅｃｔｒａｌｍｅｔｈｏｄｆｏｒｎｏｎｌｉｎｅａｒ

ｓｐａｃｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｒｅａｃｔｉｏｎｄｉｆｆｕｓｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＰｈｙｓｉｃｓ，２０２０，４０５：１０９１４１．ＤＯＩ：１０．

１０１６／ｊ．ｊｃｐ．２０１９．１０９１４１．

［１９］　ＺＨＡＩＳｈｕｙｉｎｇ，ＷＥＮＧＺｈｉｆｅｎｇ，ＺＨＵＡＮＧＱｉｎｇｑｕ，犲狋犪犾．Ａｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｏｐｅｒａｔｏｒｓｐｌｉｔｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄｂａｓｅｄｏｎｓｐｅｃｔｒａｌ

ｄｅｆｅｒｒｅｄｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌＧｒａｙＳｃｏｔｔｍｏｄｅｌ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌａｎｄＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，

２０２３，４２５：１１４９５９．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｃａｍ．２０２２．１１４９５９．

［２０］　ＹＡＯＣｈａｎｇｈｕｉ，ＦＡＮＨｕｉｊｕｎ，ＺＨＡＯＹａｎｍｉｎ，犲狋犪犾．ＦａｓｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｎｏｎｌｏｃａｌＡｌｌｅｎＣａｈｎｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈｓｃａｌａｒ

ａｕｘｉｌｉａｒｙｖａｒｉａｂｌｅａｐｐｒｏａｃｈ［Ｊ］．Ａｐｐｌｉｅｄ ＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓＬｅｔｔｅｒｓ，２０２２，１２６：１０７８０５．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ａｍｌ．２０２１．

１０７８０５．

［２１］　ＳＴＲＡＮＧＧ．Ｏｎｔｈｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎａｎｄｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｓ［Ｊ］．ＳＩＡＭＪｏｕｒｎａｌｏｎＮｕｍｅｒｉｃａｌＡｎａｌｙｓｉｓ，

１９６８，５（３）：５０６５１７．ＤＯＩ：１０．１１３７／０７０５０４１．

［２２］　ＲＵＢＩＮＳＧ，ＧＲＡＶＥＳＲＡ．Ａｃｕｂｉｃｓｐｌｉｎｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｆｏｒｐｒｏｂｌｅｍｓｉｎｆｌｕｉｄｍｅｃｈａｎｉｃｓ［Ｒ］．ＷａｓｈｉｎｇｔｏｎＤＣ：

［ｓ．ｎ．］，１９７５．

［２３］　ＭＩＳＨＲＡＳ，ＳＶ?ＲＤＭ．Ｏｎｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｃｈｅｍｅｓｖｉａｆｒｏｚｅｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓａｎｄｔｈｅｍａｇｎｅｔｉｃｉｎｄｕｃｔｉｏｎｅｑｕａ

ｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＢＩＴＮｕｍｅｒｉｃａｌＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０１０，５０：８５１０８．ＤＯＩ：１０．１００７／ｓ１０５４３０１００２４９５．
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３３５第４期　　　　　　　　　　陈心妍，等：非局部ＧｒａｙＳｃｏｔｔ模型的二阶线性化差分格式


