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　　　一类具有季节交替的狀维

犌犻犾狆犻狀犃狔犪犾犪竞争模型的动力学

陈梅香，谢溪庄

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　研究一类具有季节交替的狀维ＧｉｌｐｉｎＡｙａｌａ竞争模型。利用单调动力系统的理论，当狀＝１时，系统

存在着阈值动力学。根据离散竞争映射的负载单形理论，证得狀维系统存在一个（狀－１）维的负载单形。结果

表明：（狀－１）维的负载单形吸引了系统在犚狀＋中的所有非平凡轨道。

关键词：　季节交替；ＧｉｌｐｉｎＡｙａｌａ竞争模型；周期解；庞加莱映射；负载单形
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１　预备知识

季节性更替是自然界的普遍现象，深深影响着种群的生存与增长，群落的结构和组成［１］。当气温、

降水量、气压、湿度和季风随着季节的更替而变化时，种群和群落处于一个周期性波动的外部环境

中［２３］。Ｓｏｍｍｅｒ等
［４］利用季节交替模型研究种群动力学［５７］。在经典的狀种群 ＧｉｌｐｉｎＡｙａｌａ竞争模

型［８９］的基础上，利用文献［２，５］中的建模方法，构造具有季节交替的狀种群ＧｉｌｐｉｎＡｙａｌａ竞争模型，即

ｄ狓犻
ｄ狋
＝－λ犻狓犻，　　犿ω≤狋＜犿ω＋（１－φ）ω，　　犻＝１，２，…，狀，

ｄ狓犻
ｄ狋
＝狉犻狓犻 １－

狓犻
犓（ ）
犻

θ犻

－∑
狀

犻≠犼

犪犻，犼狓（ ）犼 ，　　犿ω＋（１－φ）ω≤狋＜ （犿＋１）ω，
（狓１（０），狓２（０），…，狓狀（０））＝狓

０
∈犚

狀
＋

烍

烌

烎。

（１）
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式（１）中：狓犻（狋），犻＝１，２，…，狀表示种群犻在狋时刻的密度；－λ犻表示种群犻在不好的季节的自然增长率；

狉犻表示种群犻在Ｇｏｏｄｓｅａｓｏｎ的自然增长率；犓犻表示种群犻的环境容纳量；犪犻，犼，犻≠犼表示种群犼对种群犻

的竞争作用比例参数；犿∈犣＋；φ∈［０，１）；λ犻，狉犻，犓犻，犪犻，犼，ω，θ犻都是正数。

显然，当φ＝０时，系统（１）是线性系统，即

ｄ狓犻
ｄ狋
＝－λ犻狓犻，　　犻＝１，２，…，狀，

（狓１（０），狓２（０），…，狓狀（０））＝狓
０
∈犚

狀
＋

烍

烌

烎。

（２）

当φ＝１时，系统（１）是经典的狀维ＧｉｌｐｉｎＡｙａｌａ竞争模型，即

ｄ狓犻
ｄ狋
＝狉犻狓犻 １－

狓犻
犓（ ）
犻

θ犻

－∑
狀

犻≠犼

犪犻，犼狓（ ）犼 ，　　犻＝１，２，…，狀，
（狓１（０），狓２（０），…，狓狀（０））＝狓

０
∈犚

狀
＋

烍

烌
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（３）

由文献［１０］可知，系统（１）在［０，＋∞）上存在唯一的全局正解狓（狋，狓
０），又因系统（１）是一个周期系

统，所以只需研究系统（１）所诱导的庞加莱映射犛（狓０）＝狓（ω，狓
０），狓

０
∈犚

狀
＋的动力学性态。对于任意

的点（狓１，狓２，…，狓狀）∈犚
狀
＋，记

犔（狓１，狓２，…，狓狀）＝（ｅｘｐ（－λ１（１－φ）ω）狓１，ｅｘｐ（－λ２（１－φ）ω）狓２，…，ｅｘｐ（－λ狀（１－φ）ω）狓狀）。

并记｛犙狋｝狋≥０是系统（３）的解半流，则有

犛（狓０）＝犙（φω，犔狓
０）＝犙φω（犔狓

０），　　狓
０
∈犚

狀
＋，

简记犛＝犙φω犔。

２　基本定义和引理

犚狀＋：＝｛狓∈犚
狀：狓犻≥０，犻∈犖｝，令犡犚

狀
＋，称映射犛：犡→犡为系统（１）诱导的庞加莱映射。γ（狓）＝

｛犛狀（狓），狀∈犣＋｝表示犛在点狓处的轨道。对于集合犞犡，如果犛犞犞，称犞 是正不变的；如果犛犞＝犞，

称犞是不变的。如果犛是可微映射，犇犛（狓）表示犛在点狓处的雅可比矩阵。对于狀阶矩阵犃，如果犃中

所有的元素都是非负的，记犃≥０；如果犃中所有元素都是正的，记犃０。对于非空集合Φ≠犐犖，记

犎犐：＝｛狓∈犚
狀：狓犼＝０，犼犐｝，犎

＋
犐 ＝犚

狀
＋∩犎犐，犎

·
＋
犐 ：＝｛狓∈犎

＋
犐 ：狓犻＞０，犻∈犐｝。对任意两个向量狓，狔∈犚

狀，

如果狓犻≤狔犻，犻∈犖，称狓≤狔；如果狓犻＜狔犻，犻∈犖，称狓狔。如果狓≤狔且狓≠狔，记狓＜狔。对任意的狓，

狔∈犚
狀
＋，如果犛（狓）＜犛（狔），那么狓＜狔，称犛是犚

狀
＋上的一个竞争映射；同时，如果犛（狓）＜犛（狔），那么狓≤

狔，称犛是犚
狀
＋上的一个强竞争映射。

定义１　若集合Σ犚
狀
＋＼｛０｝满足

［１１］

Ｐ１）Σ是紧的，不变的且无序的；

Ｐ２）Σ通过径向投影同胚于一个（狀－１）维的标准单形Δ
狀－１：＝｛狓∈犚

狀
＋ Σ犻狓犻＝１｝；

Ｐ３）对于任意点狓∈犚
狀
＋＼｛０｝，必存在点狔∈Σ，使ｌｉｍ

狀→∞
犛狀狓－犛狀狔 ＝０。

　　那么，称Σ是映射犛在犚
狀
＋中的负载单形。

引理１
［１２］
　假设犞＝［０，犫］犚狀

＋
，其中，犫∈犚

狀
＋且犫０，［０，犫］犚狀

＋
为闭序凸集，映射犳：犞→犞满足

ｉ）犳是强单调且严格次齐性的；

ｉｉ）犳是渐近光滑且犳在犞中的每条正轨道是有界的；

ｉｉｉ）犳（０）＝０且犇犳（０）是紧性的且强正的。

那么，

ａ）若狉（犇犳（０））≤１，则犳在犞的每条正轨道都收敛到０；

ｂ）若狉（犇犳（０））＞１，则犳在犞中存在唯一一个正不动点狌，使得犳在犞＼｛０｝中的每条正轨道都收

敛到狌。

引理２
［１３］
　假设犛是犚

狀
＋到犚

狀
＋的一个映射，且满足

Ｈ１）犛是犚狀＋→犚
狀
＋上的犆

１ 微分同胚；

Ｈ２）对于非空集合犐犖，犎犐，犎
＋
犐 ，犎

·
＋
犐 在映射犛和犛

－１下都是正不变的；
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Ｈ３）对于非空集合犐犖，雅可比矩阵犇（犛｜犎＋犐 ）（狓）
－１＝（犇犛（狓）－１）犐０，狓∈犎

·
＋
犐 ，其中犛｜犎＋犐 是犛

约束在犎＋
犐 上的映射；

Ｈ４）如果狓∈犚
狀
＋且狔＝犛狓，那么［０，狔］犛［０，狓］；

Ｈ５）犛｜犎＋｛犻｝有唯一一个正不动点狌犻＞０，而且满足０＜
ｄ

ｄ狓犻
（犛｜犎＋｛犻｝）（狌犻）＜１，犻∈犖；

Ｈ６）对于非空集合犐犑犖且狓∈犎
·
＋
犐 ，狔∈犎

·
＋
犑 。如果犛犻狓＜犛犻狔，犻∈犐，那么

犜犻狓

犜犻狔
＞
狓犻

狔犻
，犻∈犐。

　　那么，犛在犚
狀
＋中存在一个（狀－１）维的负载单形，其吸引了犛在犚

狀
＋＼｛０｝中的所有轨道。

３　负载单形的存在性及其证明

考虑具有季节交替的单种群ＧｉｌｐｉｎＡｙａｌａ模型，即

ｄ狓
ｄ狋
＝－λ狓，　　犿ω≤狋＜犿ω＋（１－φ）ω，

ｄ狓
ｄ狋
＝狉狓１－

狓（ ）犓（ ）
θ

，　　犿ω＋（１－φ）ω≤狋＜（犿＋１）ω，

狓（０）＝狓０∈犚＋

烍

烌

烎。

（４）

根据引理１，可以获得定理１。

定理１（阈值动力学）　令狓（狋，狓０）是系统（４）的唯一解，则有

１）若狉φ－λ（１－φ）≤０，则有ｌｉｍ
狋→∞
狓（狋，狓０）＝０，狓０∈犚＋；

２）若狉φ－λ（１－φ）＞０，则系统（４）存在唯一的一个正周期解狓
（狋），ｌｉｍ

狋→∞

（狓（狋，狓０）－狓
（狋））＝０，

狓０∈犚＋＼｛０｝。

证明：对任意点狔０∈犚＋，令狔（狋，狔０）为如下方程的解，即

ｄ狔
ｄ狋
＝狉狔１－

狔（ ）犓（ ）
θ

：＝犳（狔），

狔（０，狔０）＝狔０∈犚＋

烍

烌

烎。

（５）

系统（４）的解为

狓（狋，狓０）＝ｅｘｐ（－λ狋）狓（犿ω，狓０），　　狋∈［犿ω，犿ω＋（１－φ）ω］，

狓（狋，狓０）＝狔（狋－（犿ω＋（１－φ）ω），狓（犿ω＋（１－φ）ω，狓０）），　狋∈［犿ω＋（１－φ）ω，（犿＋１）ω
｛ ］。

定义系统（４）所诱导的庞加莱映射为

犛（狓０）狓（ω，狓０）＝狔φω，ｅｘｐ（－λ（１－φ）ω）狓（ ）０ 。

记ｅｘｐ（－λ（１－φ）ω）狓０：＝狔０，可得犛（狓０）＝狔（φω，狔０）。显然，系统（５）的解狔（狋，狔０）关于初值狔０ 在

犚＋上是单调增加的。取狋＝φω，可知狔（φω，狔０）关于狔０ 在犚＋上也是单调增加的，从而犛是犚＋上的单调

映射。

对任意的α∈（０，１）和狓０＞０，都有犛（α狓０）＞α犛（狓０）成立。为此，只需证狔（φω，α狔０）＞α狔（φω，狔０）对

任意的狔０＞０都是成立的。由于

犳（α狔）＝狉α狔１－
α狔（ ）犓（ ）

θ

＞狉α狔１－
狔（ ）犓（ ）

θ

＝α犳（狔），　　狔＞０，　α∈（０，１），

对于任意的狔＞０，犳（狔）是严格次齐性的。记犝（狋）＝α狔（狋，狔０），则有

ｄ犝（狋）

ｄ狋
＝
ｄα狔（狋，狔０）

ｄ狋
＝α
ｄ狔（狋，狔０）

ｄ狋
＝α犳（狔（狋，狔０））＜犳（α狔（狋，狔０））＝犳（犝（狋））。

又因为
ｄ狔（狋，α狔０）

ｄ狋
＝犳（狔（狋，α狔０））且犝（０）＝α狔０＝狔（０，α狔０），根据比较原理可得犝（狋）＜狔（狋，α狔０），

狋＞０，即α狔（狋，狔０）＜狔（狋，α狔０）。取狋＝φω，便有α狔（φω，狔０）＜狔（φω，α狔０），从而犛（α狓０）＞α犛（狓０），狓０＞

０，α∈（０，１），进而说明犛是严格次齐性的。

注意到犛（狓０）＝犙（φω，犔狓０）＝狔（φω，ｅｘｐ（－λ（１－φ）ω）狓０），所以犛（０）＝０，而且犛（狓）关于狓在犚＋
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上单调增加。令狕（狋，狔）是方程
ｄ狔
ｄ狋
＝狉狔１－

狔（ ）犓（ ）
θ

＝犳（狔）以狔∈犚＋为初值的解，则有

ｄ狕（狋，狔）

ｄ狋
＝狉狕（狋，狔）１－

狕（狋，狔）（ ）犓（ ）
θ

＝犳（狕（狋，狔））。

又令狕
（狋，狔）

狔
＝犕（狋），则有



狋
狕（狋，狔）

（ ）狔
＝
犳（狕（狋，狔））

狕
狕（狋，狔）

狔
。

化简可得

ｄ犕（狋）

ｄ狋
＝
犳（狕（狋，狔））

狕
犕（狋），

犕（０）＝１

烅

烄

烆 。

求解可得

犕（狋）＝ｅｘｐ∫
狋

０

犳（狕（狋，狔））

狕
ｄ（ ）狋 。

当狋＝φω时，可知

犕（φω）＝ｅｘｐ∫
φω

０

犳（狕（狋，狔））

狕
ｄ（ ）狋 。

因此有

犛′（０）＝
狕（φω，狔）

狔 狓＝０

ｅｘｐ（－λ（１－φ）ω）＝犕（φω）狔＝０·ｅｘｐ（－λ（１－φ）ω）。

又因为犳
（狕（狋，狔））

狕
＝狉－（１＋θ）

狉

犓θ
狕θ（狋，狔）且狕（狋，０）＝０，所以

犳（狕（狋，狔））

狕 狔＝０

＝狉，从而有

犛′（０）＝ｅｘｐ∫
φω

０
狉ｄ（ ）狋ｅｘｐ（－λ（１－φ）ω）＝ｅｘｐ（（狉φ－λ（１－φ））ω）．

显然，当狉φ－λ（１－φ）≤０时，有犛′（０）≤１；当狉φ－λ（１－φ）＞０时，有犛′（０）＞１。另外，由系统（４）

的方程和犛的表达式，不难看出映射犛是渐近光滑且在犚＋中的每条正轨道是有界的。最后，根据引理

１，定理１得证。

根据引理２，系统（１）负载单形的存在性的证明，如定理２所示。

定理２　假设狉犻φ－λ犻（１－φ）＞０，犻＝１，２，…，狀，令犛：犚
狀
＋→犚

狀
＋是由系统（１）诱导的庞加莱映射，那

么，系统（１）存在一个负载单形，其吸引了犚狀＋中的每一条非平凡轨道。

证明：由犛＝犙φω犔且系统（３）的解流｛犙狋｝狋≥０是犚
狀
＋→犚

狀
＋上的犆

１ 微分同胚，可知犛也是犚狀＋→犚
狀
＋上

的犆１ 微分同胚，从而条件Ｈ１）成立。

由于系统（２），（３）都是Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ自治系统且犛（狓）＝犙φω（犔狓），所以犛在犚
狀
＋中关于所有坐标轴

和坐标面都是正不变的，即有犛和犛－１在犎犐，犎
＋
犐 ，犎

·
＋
犐 上都是正不变的，进而条件Ｈ２）成立。

令犉（狓）＝（犉１，犉２，…，犉狀）
Ｔ，其中，

犉犻＝狉犻狓犻 １－
狓犻
犓（ ）
犻

θ犻

－∑
狀

犻≠犼

犪犻，犼狓（ ）犼 ，犻＝１，２，…，狀。
记

狌（狋，狓）：＝犙狋（狓），犞（狋，狓）：＝犇狓狌（狋，狓）＝犇狓犙狋（狓）。

那么有

犛（狓）＝犙φω（犔狓）＝狌（φω，犔狓），

从而有

犇犛（狓）＝犇（犙φω（犔狓））·犇（犔狓）＝犞（φω，犔狓）×

ｄｉａｇ（ｅｘｐ（－λ１（１－φ）ω），ｅｘｐ（－λ２（１－φ）ω），…，ｅｘｐ（－λ狀（１－φ）ω））。

因为犞（狋，狓）满足

ｄ犞（狋）

ｄ狋
＝犇犉 狌（狋，狓（ ））犞（狋），　　犞（０）＝犐。

０２４ 华 侨 大 学 学 报 （自 然 科 学 版）　　　　　　　　　　　　　　２０２４年
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对应的共轭方程为

ｄ犢（狋）

ｄ狋
＝－（犇犉（狌（狋，狓）））Ｔ犢（狋），　　犢（０）＝犐。

上式中：犢（狋）＝（犞（狋）Ｔ）－１。

又因为－（犇犉（狌（狋，狓）））Ｔ 是合作且不可约的，根据文献［１４１５］，可得犢（狋）＝（犞（狋）犜）－１０，狋＞

０，即（犞（狋））－１０，狋＞０。取狋＝φω，可知

（犇犛（狓））－１＝（犇犙φω（犔狓））
－１＝（犞（φω））

－１
０。

对于狓∈犎
·
＋
犐 ，根据不变性可得（犇（犛 犎

＋
犐
））（狓）－１０。因此，条件Ｈ３）成立。根据文献［１６］可知，只

要条件 Ｈ１）～Ｈ３）成立，条件Ｈ４）便自动成立。再由定理１，条件 Ｈ５）成立。

将系统（３）简记为狓
·

犻 ＝狓犻犳犻（狓），犻＝１，２，…，狀，其中，

犳犻（狓）＝狉犻－狉犻
狓犻
犓（ ）
犻

θ犻

－∑
狀

犻≠犼

狉犻犪犻，犼狓犼。

　　令犠（狋）＝
狌犻（狋，犔狓）

狌犻（狋，犔狔）
，因为犙狋（狓）＝狌（狋，狓），狋∈［０，φω］，可得

狌
·

犻（狋，犔狓）＝狌犻（狋，犔狓）犳犻（狌（狋，犔狓）），　　犻＝１，２，…，狀，　狋∈［０，φω］。

从而有

犠
·

（狋）＝
狌
·

犻（狋，犔狓）狌犻（狋，犔狔）－狌犻（狋，犔狓）狌
·

犻（狋，犔狔）

（狌犻（狋，犔狔））
２ ＝

狌犻（狋，犔狓）犳犻（狌（狋，犔狓））狌犻（狋，犔狔）－狌犻（狋，犔狓）狌犻（狋，犔狔）犳犻（狌（狋，犔狔））

（狌犻（狋，犔狔））
２ ＝

狌犻（狋，犔狓）（犳犻（狌（狋，犔狓））－犳犻（狌（狋，犔狔）））

狌犻（狋，犔狔）
＝

犠（狋）（犳犻（狌（狋，犔狓））－犳犻（狌（狋，犔狔）））＝

犠（狋）∑
狀

犼＝１∫
１

０

犳犻

狓犼
（狋，λ（狊））（狌犼（狋，犔狓）－狌犼（狋，犔狔））ｄ狊。

上式中：λ（狊）＝狊狌（狋，犔狓）＋（１－狊）狌（狋，犔狔），狊∈［０，１］。

又由系统（３）易知
犳犻

狓犼
＜０，如果犛犻狓＜犛犻狔，那么有

狌犻（狋，犔狓）＜狌犻（狋，犔狔），狋∈ ［０，φω］，犻＝１，２，…，狀。

从而犠
·

（狋）＞０，即犠（φω）＞犠（０），因此，

狌犻（φω，犔狓）

狌犻（φω，犔狔）
＞
狌犻（０，犔狓）

狌犻（０，犔狔）
＝
（犔狓）犻
（犔狔）犻

＝
ｅｘｐ（－λ犻（１－φ）ω）狓犻
ｅｘｐ（－λ犻（１－φ）ω）狔犻

＝
狓犻

狔犻
．

犛犻狓

犛犻狔
＞
狓犻

狔犻

烅

烄

烆
。

条件Ｈ６）成立。证明完毕。

４　结论

１）当狀＝１时，系统（１）存在阈值动力学，即当狉φ－λ（１－φ）≤０时，不管种群的初始数量处于什么

水平，种群都将走向灭绝；当狉φ－λ（１－φ）＞０时，系统（１）存在唯一的正周期解，使种群的初始数量为非

零值时，最终都将收敛到这个正周期解。

２）当狀≥２时，系统（１）必将存在一个（狀－１）维的有界不变闭曲面（负载单形），其吸引了系统（１）的

所有非平凡轨道。
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