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摘要：　采用三角标量辅助变量（ＴＳＡＶ）方法，构造求解耦合非线性ＳｃｈｒｄｉｎｇｅｒＢｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程初边值问题的高

效数值格式。基于方程非线性势能的三角函数形式，提出求解方程的ＴＳＡＶ 格式；对方程在时间和空间上分别

采用二阶ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ格式和傅里叶谱方法进行离散，并证明时间半离散格式的修正能量守恒律。最后，通

过数值算例对文中格式进行验证。结果表明：文中格式具有有效性，修正能量具有守恒性。
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Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程和Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程是应用数学和物理学中的重要方程，前人对这两类方程展开了广

泛的研究［１２］。耦合非线性ＳｃｈｒｄｉｎｇｅｒＢｏｕｓｓｉｎｅｓｑ（ＣＮＳＢ）方程是一类用于描述激光和等离子体领域各种

物理过程的重要的波动方程［３］。文献［４５］对方程解析解的存在性、全局光滑解及适定性进行了研究。由

于直接求解ＣＮＳＢ方程的困难较大，所以数值求解ＣＮＳＢ方程得到了广泛的关注。例如，Ｙａｎｇ等
［６］设计了

求解ＣＮＳＢ方程的ＢＤＦ２Ｇａｌｅｒｋｉｎ有限元格式。Ｔｉａｎ等
［７］设计了基于Ｇａｌｅｒｋｉｎ有限元框架的时间两网格

格式。Ｏｒｕｃ
［８］提出一种用于求解ＣＮＳＢ方程的径向基函数结合有限差分的无网
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格逼近方法。Ｃａｉ等
［９］针对ＣＮＳＢ方程构造了一种保持质量和能量守恒的快速求解器。文献［１０１１］对一

维和二维ＣＮＳＢ方程构造一类保能量和质量守恒的有限差分方法。关于求解ＣＮＳＢ方程的一系列线性和

非线性的紧致有限差分格式及其稳定性、收敛性等理论分析可参考文献［１２１３］。二次Ｂ样条有限元方

法［１４］、基于时间分裂的傅里叶谱方法［１５］及标量辅助变量（ＳＡＶ）方法
［１６］等均可用于高效求解ＣＮＳＢ方程。

ＳＡＶ 方法首先由Ｓｈｅｎ等
［１７］提出，之后出现了基于ＳＡＶ 方法的各类扩展形式，如拉格朗日乘数法、指

数标量辅助变量方法等，这些方法因计算的高效性和简便性受到了广泛的应用［１８］。Ｙａｎｇ等
［１９］提出一种

基于非线性势能泛函的三角函数形式，即三角标量辅助变量（ＴＳＡＶ）方法，并验证该方法可以成功应用于

一大类梯度流模型。该方法继承了传统ＳＡＶ 方法所有优点的同时，还弥补了其不足，它对于任意非线性

势能泛函，均可通过添加一个大于１的常数犮０，使新引入的标量辅助变量具有常正性。将标量辅助变量作

用于方程的非线性部分，可以使方程完全解耦，简便计算。文献［２０２１］基于正弦函数型标量辅助变量，分

别构建了四阶非线性波动方程和广义分数阶Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程的高阶ＴＳＡＶ 保能格式。目前，针对ＣＮＳＢ

方程的高阶ＴＳＡＶ 保能格式的研究仍较少。基于此，本文基于余弦函数型标量辅助变量，提出一种求解耦

合非线性ＳｃｈｒｄｉｎｇｅｒＢｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程的高效能量稳定方法。

１　问题与犜犛犃犞格式

考虑带周期边界条件的ＣＮＳＢ方程的数值求解格式，即

ｉε狌狋＋γΔ狌－ξ狌狏＝０，　　狓∈Ω，　狋∈（０，犜］，

狏狋狋－Δ狏＋αΔ
２狏－Δ（θ犳（狏）＋ω狌

２）＝０，　　狓∈Ω，　狋∈（０，犜
烍
烌

烎］。
（１）

式（１）中：ｉ２＝－１；Ω＝［犪，犫］
犱，犱＝１，２；ε表示电子数与离子数质量比的参数，ε＞０；γ，ξ，α，θ，ω均为正实数；

犳（狏）为一个满足犳（０）＝０的充分光滑函数；狌（狓，狋）为朗缪尔振荡电场的复值函数；狏（狓，狋）为描述低频密度

摄动的实值函数。

式（１）的初始条件为狌（狓，０）＝狌０（狓），狏（狓，０）＝狏０（狓），狏狋（狓，０）＝狏１（狓），狓∈Ω。

式（１）满足电荷（犙）守恒律和能量（犈）守恒律
［１５］，有

犙（狋）＝∫
Ω

狘狌（狓，狋）狘
２ｄ狓＝∫

Ω

狘狌（狓，０）狘
２ｄ狓＝犙（０），

犈（狋）＝∫
Ω

１

２
狘Ñ狘

２
＋
１

２
狏２＋

α
２
狘Ñ狏狘２＋ωγ

ξ
狘Ñ狌狘２＋θ犉（狏）＋ω狌 ２（ ）狏ｄ狓＝犈（０）。

式中：新变量满足狏狋＝Δ；犉（狏）＝∫
狏

０
犳（狊）ｄ狊。

将式（１）中的第１个方程与狌作内积，取虚部，可证明电荷守恒律。将式（１）中的第１个方程与－狌狋作

内积，取实部，再将式（１）中的第２个方程与－狏狋作内积，结合上述内积结果和狏狋 ＝Δ，可证明能量守恒

律。

采用ＴＳＡＶ 方法对式（１）进行求解，首先，引入狏狋＝Δ，将式（１）降阶为关于时间一阶导的等价形式，有

ｉε狌狋＝－γΔ狌＋ξ狌狏，　　狓∈Ω，　狋∈（０，犜］，

狋＝狏－αΔ狏＋θ犳（狏）＋ω狌
２，　　狓∈Ω，　狋∈（０，犜］，

狏狋＝Δ，　　狓∈Ω，　狋∈（０，犜

烍

烌

烎］。

（２）

此时，式（２）的初始条件和边界条件可分别表示为

狌（狓，０）＝狌０（狓），　狏（狓，０）＝狏０（狓），　（狓，０）＝０（狓），　　狓∈Ω，

狌（犪，狋）＝狌（犫，狋），　狏（犪，狋）＝狏（犫，狋），　（犪，狋）＝（犫，狋），　　狋∈（０，犜］。

其次，对于任意网格函数狌１，狌２∈犔
２（Ω），定义内积（·，·）和范数 · 的表达式为

（狌１，狌２）＝∫
Ω

狌１狌２ｄ狓，　　 狌１ ＝ （狌１，狌１槡 ）。

然后，基于方程的非线性势能引入三角标量辅助变量，有

犚＝ｃｏｓ（犈１（狋））＋犮０＝ｃｏｓ∫
Ω

θ犉（狏）＋ω狌
２狏ｄ（ ）狓 ＋犮０ 。
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式中：犮０是一个恒大于１的常数，则有

ｄ犚
ｄ狋
＝－ｓｉｎ（犈１（狋））∫

Ω

（θ犳（狏）＋ω狌
２）·狏狋＋２ωＲｅ（狌狏·狌狋）ｄ（ ）狓 ，

－
ｄ犚

ｓｉｎ（犈１（狋））ｄ狋
＝∫

Ω

（θ犳（狏）＋ω狌
２）·狏狋＋２ωＲｅ（狌狏·狌狋）ｄ狓。

再根据ｃｏｓ２狓＋ｓｉｎ２狓＝１，
ｄ

ｄ狓
ａｒｃｃｏｓ狓＝－

１

１－狓槡
２
，继续化简可得

ｄ

ｄ狋
ａｒｃｃｏｓ（犚－犮０）＝∫

Ω

（θ犳（狏）＋ω狌
２）·狏狋＋２ωＲｅ（狌狏·狌狋）ｄ狓。

基于此，可构建式（２）的ＴＳＡＶ 格式，有

ｉε狌狋＝－γΔ狌＋ξ犚·犎１，　　狓∈Ω，　狋∈ （０，犜］，

狋 ＝狏－αΔ狏＋犚·犎２，　　狓∈Ω，　狋∈（０，犜］，

狏狋＝Δ，　　狓∈Ω，　狋∈ （０，犜］，

ｄ

ｄ狋
ａｒｃｃｏｓ（犚－犮０）＝犚∫

Ω

２ωＲｅ（犎１·狌狋）＋犎２·狏狋ｄ狓，　　狓∈Ω，　狋∈ （０，犜

烍

烌

烎
］。

（３）

其中有

犎１（狌，狏）＝
狌狏

ｃｏｓ（犈１（狋））＋犮０
＝

狌狏

ｃｏｓ∫
Ω

θ犉（狏）＋ω狌
２狏ｄ（ ）狓 ＋犮０

，

犎２（狌，狏）＝
θ犳（狏）＋ω狌

２

ｃｏｓ（犈１（狋））＋犮０
＝

θ犳（狏）＋ω狌
２

ｃｏｓ∫
Ω

θ犉（狏）＋ω狌
２狏ｄ（ ）狓 ＋犮０

。

定理１　式（３）满足修正能量守恒律，有

ｄ
槇
犈
ｄ狋
＝０。 （４）

式（４）中：
槇
犈＝
１

２
Ñ

２＋
１

２
狏 ２＋

α
２

Ñ狏 ２＋
ωγ

ξ
Ñ狌 ２＋ａｒｃｃｏｓ（犚－犮０）。

证明：将式（３）中第１个方程与
２ω

ξ
狌狋作内积，并取实部，可得

ｄ

ｄ狋
ωγ

ξ
Ñ狌（ ）２ ＋犚∫

Ω

２ωＲｅ（犎１·狌狋）ｄ狓＝０。

将式（３）中第２，３个方程分别与狏狋，－狋作内积并相加，可得

ｄ

ｄ狋

１

２
Ñ

２
＋
１

２
狏 ２

＋
α
２

Ñ狏（ ）２ ＋犚∫
Ω

（犎２·狏狋）ｄ狓＝０。

　　将上述两个内积结果相加，并结合式（３）中最后一个方程，可得

ｄ

ｄ狋
１

２
Ñ

２＋
１

２
狏 ２＋

α
２

Ñ狏 ２＋
ωγ

ξ
Ñ狌 ２＋ａｒｃｃｏｓ（犚－犮０（ ））＝０，

即可证得式（４）。证明完毕。

２　时间半离散格式

为了给出ＣＮＳＢ方程的高效能量稳定数值求解格式，在时间方向上采用二阶ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ格式逼

近，在空间方向上采用傅里叶谱方法逼近。在周期边界条件下考虑一维空间区域Ω＝［犪，犫］和时间区域（０，

犜］。给定正整数犕，犖，空间步长和时间步长可分别表示为犺＝
犫－犪
犕
，τ＝

犜
犖
。空间节点狓犼＝犪＋犼犺，犼＝０，

１，２，…，犕－１，时间节点狋狀＝狀τ，狀＝０，１，２，…，犖。若记节点（狓犼，狋狀）上任意网格函数犵的解析解为犵（狓犼，

狋狀），则它的数值解相应地记为犵
狀
犼。

对于狀＝１，２，…，犖－１，为了求解狌狀＋１，狏狀＋１，
狀＋１，犚狀＋１，通过二阶ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ格式构建ＣＮＳＢ方程
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的时间半离散格式，有

ｉε
τ
（狌狀＋１－狌狀）＝－

γ
２
Δ（狌

狀＋１＋狌狀）＋ξ
槇
犚狀＋

１
２·

槇
犎狀＋

１
２

１ ，

１

τ
（
狀＋１－

狀）＝
１

２
（狏狀＋１＋狏狀）－

α
２
Δ（狏

狀＋１＋狏狀）＋
槇
犚狀＋

１
２·

槇
犎狀＋

１
２

２ ，

１

τ
（狏狀＋１－狏狀）＝

１

２
Δ（

狀＋１＋
狀），

ａｒｃｃｏｓ（犚狀＋１－犮０）－ａｒｃｃｏｓ（犚
狀
－犮０）＝

槇
犚狀＋

１
２∫
Ω

２ωＲｅ（
槇
犎狀＋

１
２

１ ·狌狀＋１－狌
狀）＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　
槇
犎狀＋

１
２

２ ·（狏狀＋１－狏狀）ｄ狓

烍

烌

烎。

（５）

式（５）中：
槇
犚狀＋

１
２＝
３

２
犚狀－

１

２
犚狀－１；

槇
犎狀＋

１
２

１ ＝犎１（
槇

狌狀＋
１
２，

槇

狏狀＋
１
２）；

槇
犎狀＋

１
２

２ ＝犎２（
槇

狌狀＋
１
２，

槇

狏狀＋
１
２
），槇狌
狀＋
１
２
＝
３

２
狌狀－

１

２
狌狀－１，

槇

狏狀＋
１
２＝
３

２
狏狀－

１

２
狏狀－１。

此外，式（５）的实现需要第１层的值狌１，狏１，
１，犚１和初始条件。初始条件是已知的，则当狀＝０时，第１

层的值可通过隐式ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ格式求解，有

ｉε
τ
（狌１－狌

０）＝－
γ
２
Δ（狌

１
＋狌

０）＋ξ犚
１
２·犎

１
２
１
，

１

τ
（
１
－

０）＝
１

２
（狏１＋狏

０）－
α
２
Δ（狏

１
＋狏

０）＋犚
１
２·犎

１
２
２
，

１

τ
（狏１－狏

０）＝
１

２
Δ（

１
＋

０），

ａｒｃｃｏｓ（犚１－犮０）－ａｒｃｃｏｓ（犚
０
－犮０）＝犚

１
２∫
Ω

２ωＲｅ（犎
１
２
１·狌

１
－狌

０）＋犎
１
２
２·（狏

１
－狏

０）ｄ狓

烍

烌

烎
。

（６）

式（６）中：犚
１
２＝
犚１＋犚０

２
；犎

１
２
１ ＝犎１

狌１＋狌０

２
，狏
１＋狏０（ ）２

；犎
１
２
２ ＝犎２

狌１＋狌０

２
，狏
１＋狏０（ ）２

。

定理２　时间半离散格式（５），（６）满足修正能量守恒律，有

槇
犈狀＋１＝

槇
犈狀，　　狀＝０，１，２，…，犖－１。

式中：
槇
犈狀 为修正能量，定义

槇
犈狀＝

１

２
Ñ

狀 ２＋
１

２
狏狀 ２＋

α
２

Ñ狏狀 ２＋
ωγ

ξ
Ñ狌狀 ２＋ａｒｃｃｏｓ（犚狀－犮０）。

证明：对于任意狀≥１，将式（５）中的第１个方程两端乘以
２ω

ξ
（狌狀＋１－狌狀），并在Ω上积分，然后取实部，由

此可得

ωγ

ξ
Ñ狌狀＋１ ２－

ωγ

ξ
Ñ狌狀 ２＋

槇
犚狀＋

１
２∫
Ω

２ωＲｅ（
槇
犎狀＋

１
２

１ ·狌狀＋１－狌狀）ｄ狓＝０。

在式（５）第２，３个方程的两端分别乘以（狏狀＋１－狏狀），－（
狀＋１－

狀），然后，在Ω上积分，再将结果相加，整

理可得

１

２
（狏狀＋１ ２－ 狏狀 ２）＋

α
２
（Ñ狏狀＋１ ２－ Ñ狏狀 ２）＋

１

２
（Ñ

狀＋１ ２－ Ñ
狀 ２）＋

槇
犚狀＋

１
２∫
Ω

槇
犎狀＋

１
２

２ ·（狏狀＋１－狏狀）ｄ狓＝０。

将以上两个等式相加，并利用式（５）中最后一个方程，可得

１

２
狏狀＋１ ２＋

α
２

Ñ狏狀＋１ ２＋
１

２
Ñ

狀＋１ ２＋
ωγ

ξ
Ñ狌狀＋１ ２＋ａｒｃｃｏｓ（犚狀＋１－犮０）＝

１

２
狏狀 ２＋

α
２

Ñ狏狀 ２＋
１

２
Ñ

狀 ２＋
ωγ

ξ
Ñ狌狀 ２＋ａｒｃｃｏｓ（犚狀－犮０）。

由此可证得
槇
犈狀＋１＝

槇
犈狀，狀＝１，２，…，犖－１。利用式（６）类似可证明

槇
犈１＝

槇
犈０。证明完毕。
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下面考虑式（５），（６）的求解。首先，考虑将式（５）的前３个方程分别改写为

ｉε
τ
狌狀＋１＋

γ
２
Δ狌

狀＋１＝犫１， （７）

１

τ
狀＋１－

１

２
狏狀＋１＋

α
２
Δ狏

狀＋１＝犫２， （８）

１

τ
狏狀＋１－

１

２
Δ

狀＋１＝犫３。 （９）

式（７）～（９）中：犫１＝
ｉε
τ
狌狀－

γ
２
Δ狌

狀＋ξ
槇
犚狀＋

１
２·

槇
犎狀＋

１
２

１ ；犫２＝
１

τ
狀＋
１

２
狏狀－

α
２
Δ狏

狀＋１＋
槇
犚狀＋

１
２·

槇
犎狀＋

１
２

２ ；犫３＝
１

τ
狏狀＋

１

２
Δ

狀。

不难看出式（７）～（９）是完全解耦的。由于拉普拉斯算子Δ的特征值为非正实数，由式（７）可知，求解

狌狀＋１的系数矩阵（
ｉε
τ
＋
γ
２
Δ）的特征值不为０，所以狌

狀＋１是可解的。

再将拉普拉斯算子Δ和
２

τ
分别作用于式（８），（９），联立两式可得

２

τ
２狏
狀＋１－

１

２
Δ狏

狀＋１＋
α
２
Δ
２狏狀＋１＝Δ犫２＋

２

τ
犫３。 （１０）

由式（１０）可知：求解狏狀＋１的系数矩阵
２

τ
２－
１

２
Δ＋
α
２
Δ（ ）２ 的特征值恒为正实数，所以狏狀＋１是可解的。同

理，
狀＋１也是可解的，有


狀＋１＝τ（犫２＋

１

２
狏狀＋１－

α
２
Δ狏

狀＋１）。 （１１）

最后，将求得的狌狀＋１，狏狀＋１代入式（５）中最后一个方程，可得

犚狀＋１＝ｃｏｓ（Γ）＋犮０。 （１２）

式（１２）中：Γ＝ａｒｃｃｏｓ（犚
狀
－犮０）＋

槇
犚狀＋

１
２∫
Ω

２ωＲｅ（
槇
犎狀＋

１
２

１ ·狌狀＋１－狌
狀）＋

槇
犎狀＋

１
２

２ ·（狏狀＋１－狏
狀）ｄ狓。

值得注意的是，余弦函数的定义域为全体实数，且通过计算可知Γ的值恒为实数，所以犚
狀＋１是始终可

解的。此外，初始值狌１，狏１，
１，犚１可通过式（６）采用预估校正法进行类似的求解。简言之，ＴＳＡＶ 格式（５），

（６）可以通过以下４个步骤快速求解：

１）通过式（６）解得第１层的值狌１，狏１，
１，犚１；

２）计算犫１，犫２，犫３；

３）依次从式（７），（１０），（１１）求解狌狀＋１，狏狀＋１，
狀＋１；

４）由式（１２）解得犚狀＋１。

３　数值算例

为了方便求解，对所有数值实验均采用快速傅里叶变换（ＦＦＴ）和傅里叶逆变换（ＩＦＦＴ）进行空间离散，

以验证文中格式在时间方向上具有二阶精度，在空间方向上具有谱精度，有效保持修正能量
槇
犈的守恒性，并

模拟ＣＮＳＢ方程二维孤立波的演化行为。在此之前，先定义犲狀犼（犵）＝犵
狀
犼－犵（狓犼，狋狀），则对应的犔

∞误差和犔２

误差可分别表示为

Ｅｒｒ∞（犵）＝ ｍａｘ
１≤犼≤犕

狘犲
狀
犼（犵）狘，　　Ｅｒｒ２（犵）＝犺 ∑

犕

犼＝１

（犲狀犼（犵））槡
２ 。

式中：任意网格函数犵可分别表示狌，狏，。

犔∞误差和犔２ 误差对应的收敛阶Ｒａｔｅ的计算公式分别为

Ｒａｔｅ∞＝ｌｏｇ２ Ｅｒｒ∞（τ）／Ｅｒｒ∞
τ（ ）（ ）２

，　　Ｒａｔｅ２＝ｌｏｇ２ Ｅｒｒ２（τ）／Ｅｒｒ２
τ（ ）（ ）２

。

同时，分别记电荷误差犲狀犙、能量误差犲
狀
犈 和修正能量误差犲

狀
槇
犈
分别为
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犲狀犙＝｜犙
狀－犙０｜，　　犲

狀
犈＝｜犈

狀－犈０｜，　　犲
狀
槇
犈＝｜

槇
犈狀－

槇
犈０｜。

算例１　在算例１中，选取ε＝１，γ＝ξ＝θ＝１，α＝
２

３
，ω＝－

１

２
，犳（狏）＝σ狏

２，此时ＣＮＳＢ方程（１）具有孤立

波解［７］，即

狌（狓，狋）＝±
６κ

ξ

γσ－αξ
槡γω ｓｅｃｈ（μζ）ｔａｎｈ（μζ）ｅｘｐｉ（

犠
２γ
狓＋δ狋（ ）），

狏（狓，狋）＝－
６κ

ξ
ｓｅｃｈ２（μζ），

（狓，狋）＝
１２κ犠

μξ

犫－狓
犫－犪

－
１

１＋ｅｘｐ（２μζ（ ））

烍

烌

烎
。

（１３）

式（１３）中：σ＝
１

９
；犠＝

２２

槡１５；δ＝
１

３
；κ＝δ＋

犠２

４γ
；μ＝

κ

槡γ ；ζ＝狓－犠狋。
当狋＝０时，式（１３）可作为ＣＮＳＢ方程的初始条件，取常数犮０＝２．０。

检验文中格式的时间精度和空间精度。选择计算区域Ω＝［－２０，２０］，犜＝１。固定空间剖分犕＝５１２。

不同时间步长下狌，狏，的时间犔
∞误差及收敛阶，时间犔２误差及收敛阶，分别如表１，２所示。表１，２中：

Ｒａｔｅ∞，狌，Ｒａｔｅ∞，狏，Ｒａｔｅ∞，分别为Ｅｒｒ∞（狌），Ｅｒｒ∞ （狏），Ｅｒｒ∞ （）的收敛阶；Ｒａｔｅ２，狌，Ｒａｔｅ２，狏，Ｒａｔｅ２，分别为

Ｅｒｒ２（狌），Ｅｒｒ２（狏），Ｅｒｒ２（）的收敛阶。由表１，２可知：文中格式在时间方向上具有二阶精度。

表１　时间犔∞误差及收敛阶

Ｔａｂ．１　犔∞ｅｒｒｏｒｓａｎｄｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｓｏｆｔｉｍｅ

τ Ｅｒｒ∞（狌） Ｒａｔｅ∞，狌 Ｅｒｒ∞（狏） Ｒａｔｅ∞，狏 Ｅｒｒ∞（） Ｒａｔｅ∞，

０．１００００ ０．０８４８ － ０．０２２９ － ０．０１８３ －

０．０５０００ ０．０２０１ ２．０７６９ ０．００５９ １．９５６６ ０．００４２ ２．１２３４

０．０２５００ ０．００４９ ２．０３６３ ０．００１５ １．９７５８ ９．９３１６×１０－４ ２．０８０３

０．０１２５０ ０．００１２ ２．０２９７ ３．６０２４×１０－４ ２．０５７９ ２．４１６５×１０－４ ２．０３９１

０．００６２５ ３．０６１２×１０－４ １．９７０９ ８．９５５８×１０－５ ２．００８１ ５．９６０２×１０－５ ２．０１９５

表２　时间犔
２ 误差及收敛阶

Ｔａｂ．２　犔
２ｅｒｒｏｒｓａｎｄｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｓｏｆｔｉｍｅ

τ Ｅｒｒ２（狌） Ｒａｔｅ２，狌 Ｅｒｒ２（狏） Ｒａｔｅ２，狏 Ｅｒｒ２（） Ｒａｔｅ２，

０．１００００ ０．０３８７ － ０．００８６ － ０．００９１ －

０．０５０００ ０．００９２ ２．０７２６ ０．００２１ ２．０３３９ ０．００１９ ２．２５９９

０．０２５００ ０．００２３ ２．００００ ５．２０４５×１０－４ ２．０１２６ ４．４９１９×１０－４ ２．０８０６

０．０１２５０ ５．６１３６×１０－４ ２．０３４６ １．２８２０×１０－４ ２．０２１４ １．０９４８×１０－４ ２．０３６７

０．００６２５ １．４０３５×１０－４ １．９９９９ ３．１８１９×１０－５ ２．０１０４ ２．７１０３×１０－５ ２．０１４１

　　固定时间步长τ＝０．０００１，狌，狏，在不同空间剖分下的空间犔
∞误差和犔２ 误差，分别如图１所示。由

图１可知：文中格式在空间方向上呈现指数收敛，具有谱精度。

（ａ）犔∞误差　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　（ｂ）犔２ 误差

图１　空间犔∞误差和犔
２ 误差（τ＝０．０００１）

Ｆｉｇ．１　Ｓｐａｔｉａｌ犔
∞ｅｒｒｏｒｓａｎｄ犔２ｅｒｒｏｒｓ（τ＝０．０００１）
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选取计算区域Ω＝［－２０，１４０］，犜＝１００，固定空间剖分犕＝５１２，时间步长τ＝０．０１。 狌 ，狏，的精确

解与数值解，如图２所示。

由图２可知：不同时刻下的数值解与精确解都能很好地吻合，故文中提出的ＴＳＡＶ 格式是稳定的。

（ａ） 狌 　　 　　　　　　　　　　　　（ｂ）狏　　　　　 　　　　　　　　　（ｃ）

图２　 狌 ，狏，的精确解与数值解

Ｆｉｇ．２　Ｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆ 狌 ，狏ａｎｄ

验证ＣＮＳＢ方程的守恒律，基于上述计算区域和网格设计，修正能量（
槇
犈）和修正能量误差（犲

狀
槇
犈
）随着时

间的变化情况，如图３所示。

由图３可知：ＴＳＡＶ 格式能很好地保持修正能量守恒，这与节２的能量守恒定理一致。

　 　（ａ）修正能量　　　　　　　 　　　　　　　　　　（ｂ）修正能量误差

图３　修正能量和修正能量误差随着时间的变化情况

Ｆｉｇ．３　Ｃｈａｎｇｅｓｉｔｕａｔｉｏｎｓｏｆｍｏｄｉｆｉｅｄｅｎｅｒｇｉｅｓａｎｄｍｏｄｉｆｉｅｄｅｎｅｒｇｙｅｒｒｏｒｓｗｉｔｈｔｉｍｅ

在不同时间步长τ＝１／１００，１／２００，１／４００下，电荷误差（犲
狀
犙）和能量误差（犲

狀
犈）随着时间的变化情况，如图

４所示。

由图４可知：电荷误差和能量误差均随着时间步长的减小而减小。

　　（ａ）电荷误差　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）能量误差　

图４　电荷误差和能量误差随着时间的变化情况

Ｆｉｇ．４　Ｃｈａｎｇｅｓｉｔｕａｔｉｏｎｓｏｆｅｌｅｃｔｒｉｃｅｒｒｏｒｓａｎｄｅｎｅｒｇｙｅｒｒｏｒｓｗｉｔｈｔｉｍｅ

算例２　考虑ＣＮＳＢ方程二维孤立波的演化行为，选择初始条件，有
［７，１５］
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狌０（狓）＝
２

ｅｘｐ（狓
２＋２狔

２）＋ｅｘｐ（－（狓
２＋２狔

２））ｅｘｐ
５ｉ

ｃｏｓｈ（４狓２＋狔槡
２（ ）），

狏０（狓）＝ｅｘｐ（－（狓
２＋狔

２）），

０（狓）＝－
１

２
ｅｘｐ（－（狓

２＋狔
２

烍

烌

烎
））。

（１４）

计算区域取Ω＝［－２０，２０］
２，固定空间剖分和时间步长分别为犕＝５１２，τ＝０．０１，取常数犮０＝２．０。

情况１　ε＝１，γ＝α＝θ＝１，ξ＝ω＝
１

１０
，犳（狏）＝ｓｉｎ狏。

情况２　ε＝１，γ＝θ＝１，α＝０，ξ＝ω＝
１

１０
，犳（狏）＝０。

ＣＮＳＢ方程在情况１下的数值解 狌 ，狏，不同时间的曲面图，如图５所示。

由图５可知：狌 的数值解随着时间的推移，由一个波峰变成多个波峰；狏，的数值解逐渐呈现下陷趋

势，且逐渐产生少量余波。

　　（ａ） 狌 （狋＝０）　　　　　　　　　（ｂ） 狌 （狋＝０．５）　　　　　　　　　　（ｃ） 狌 （狋＝１．０）

　　（ｄ）狏（狋＝０）　　　　　　　　　　（ｅ）狏（狋＝０．５）　　　　　　　　　　　（ｆ）狏（狋＝１．０）

　　（ｇ）（狋＝０）　　　　　　 　　　　（ｈ）（狋＝０．５）　　　　　　　　　　　（ｉ）（狋＝１．０）

图５　 狌 ，狏，不同时间的曲面图（情况１）

Ｆｉｇ．５　Ｓｕｒｆａｃｅｐｌｏｔｓｏｆ 狌 ，狏，ａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅ（ｃａｓｅ１）

ＣＮＳＢ方程在情况２下可以简化为Ｚａｋｈａｒｏｖ系统，它是ＣＮＳＢ方程的一种特殊形式。二维Ｚａｋｈａｒｏｖ

系统的数值解 狌 ，狏，不同时间的曲面图，如图６所示。

由图６可知：狌 的数值解随着时间的演化过程与情况１类似；狏的数值解也随着时间推移出现下陷

趋势，但形态与情况１不同；随着时间的推移并未出现下陷趋势，也无余波产生。这与文献［７］中算例４．

３的研究结果一致。

综上可知，文中ＴＳＡＶ 格式可推广至方程高维问题的求解。

５０１第１期　　　　　郭姣姣，等：求解耦合非线性ＳｃｈｒｄｉｎｇｅｒＢｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程的三角标量辅助变量方法



犺狋狋狆狊：／／犺犱狓犫．犺狇狌．犲犱狌．犮狀

　　（ａ） 狌 （狋＝０）　　　　　　　　　（ｂ） 狌 （狋＝０．５）　　　　　　　　　　（ｃ） 狌 （狋＝１．０）

　　（ｄ）狏（狋＝０）　　　　　　　　　　（ｅ）狏（狋＝０．５）　　　　　　　　　　　（ｆ）狏（狋＝１．０）

　　（ｇ）（狋＝０）　　　　　　　　　　（ｈ）（狋＝０．５）　　　　　　　　　　　（ｉ）（狋＝１．０）

图６　 狌 ，狏，不同时间的曲面图（情况２）

Ｆｉｇ．６　Ｓｕｒｆａｃｅｐｌｏｔｓｏｆ 狌 ，狏，ａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅ（ｃａｓｅ２）

４　结束语

利用ＴＳＡＶ 方法构造耦合非线性ＳｃｈｒｄｉｎｇｅｒＢｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程的能量稳定数值求解格式，理论证明了

时间半离散格式的修正能量守恒性。通过数值实验验证了格式的稳定性和有效性，并模拟了方程二维的

动力学过程。
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