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　　　向量值全纯映射犛犮犺狑犪狉狕引理的刚性
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摘要：　借助Ｓｃｈｗａｒｚ引理，给出单位圆盘上全纯自映射的Ｓｃｈｗａｒｚ引理刚性结果。作为应用，得到了单位圆

盘到犆狀 中单位球上的向量值全纯映射的刚性，丰富了Ｓｃｈｗａｒｚ引理的研究。
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１　预备知识

记犇为复平面犆上的单位圆盘，即犇＝ ｛狕∈犆：ｚ ＜１｝，ｎ维复欧氏空间犆
狀 中的单位球记为

犅狀 ＝ ｛狕＝ （狕１，狕２，…，狕狀）∈犆
狀：‖狕‖ ＜１｝。

式中：‖狕‖ ＝ 〈狕，狕槡 〉＝ ∑
狀

犼＝１

狕犼狕槡 犼，狕∈犆
狀。

注意到狀＝１时，犅１ ＝犇。记犛
狀
＝犅狀 为犆

狀 中的单位球面。单位多圆柱记为

犇狀 ＝犇×犇×…×
烐烏 烑

犇

狀个

。

当狀≥２时，犅狀 与犇
狀 不是双全纯等价的［１２］。

Ｓｃｈｗａｒｚ引理是复分析的重要定理（Ｓｃｈｗａｒｚ引理给出全纯映射的一个重要基本性质），也是复分析

和复几何研究的一个重要工具。文献［３１５］对Ｓｃｈｗａｒｚ引理进行了推广及应用。引理１为经典的

Ｓｃｈｗａｒｚ引理。

引理１
［３］
　 设犳：犇→犇是全纯映射，犳（０）＝０，则在单位圆盘犇内恒有狘犳（狕）狘≤狘狕狘，犳′（０）狘≤

１。狘犳′（０）狘＝１或狘犳（狕０）狘＝狘狕０狘在某个点狕０∈犇＼｛０｝处成立，当且仅当犳（狕）＝ｅ
ｉθ狕（狘狕狘＜１）。其

中，θ为实常数。
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　　 特别地，若犳′（０）＝１，则在犇内，犳（狕）≡狕。

一般地，如果把引理１中的犳（０）＝０这个条件去掉，则有ＳｃｈｗａｒｚＰｉｃｋ引理（引理２）。

引理２
［１３］
　 设犳：犇→犇是全纯映射，则有

狘犳′（狕）狘≤
１－狘犳（狕）狘

２

１－狘狕狘
２
，　　狘狕狘＜１。

特别地，狘犳′（０）狘≤１－狘犳（０）狘
２。

如果犳′（０）＝１，那么有１≤１－狘犳（０）狘
２
犳（０）＝０。

由经典的Ｓｃｈｗａｒｚ引理可知，在犇内，犳（狕）≡狕。设犳：犇→犇是全纯映射，且存在一点犪∈犇，使得

犳′（犪）＝
１

１－狘犪狘
２
，那么有

犳（狕）＝
狕－犪
１－犪狕

，　　狘狕狘＜１。

基于此，本文给出了更一般的向量值全纯映射的刚性结果。

２　单位圆盘犇上的犛犮犺狑犪狉狕引理的刚性

定理１　设犳：犇→犇是全纯映射，若存在一点犪∈犇，使得犳′（犪）＝
１

１－狘犪狘
２
，那么，对于任意一点

狕∈犇，有

犳（狕）＝
狕－犪
１－犪狕

。

证明：证明分两种情况。

情况１　 若犪＝０，则犳′（０）＝１。由ＳｃｈｗａｒｚＰｉｃｋ引理，１＝狘犳′（０）狘≤１－狘犳（０）狘
２，从而犳（０）＝

０。再由经典的Ｓｃｈｗａｒｚ引理，有犳（狕）＝狕（狘狕狘＜１）。结论得证。

情况２　 若犪∈犇＼｛０｝，令犵（狕）＝－犳（φ犪（狕）），其中，φ犪（狕）＝
犪－狕
１－犪狕

∈Ａｕｔ（犇），则由犵的定义易

知，犵是犇 上的全纯自映射，且有

犵′（０）＝－犳′（犪）φ′犪（０）＝－
１

１－狘犪狘
２
（－１＋狘犪狘

２）＝１。

由情况１的结论，对于任意一点ω∈犇，有犵（ω）≡ω，即犳（φ犪（ω））＝－ω。记狕＝φ犪（ω），则有

犳（狕）＝
狕－犪
１－犪狕

，　　狘狕狘＜１。

３　向量值犛犮犺狑犪狉狕引理的刚性

引理３
［１４］
　 如果犳：犇→犅狀 是全纯映射，犳（０）＝０＝ （０，０，…，０），则对于任意一点狕∈犇，有

‖犳（狕）‖ ≤狘狕狘。

证明：任意取定一点狕∈犇，则对于满足犳（狕）＝０的点狕，有０＝‖犳（狕）‖≤狘狕狘，结论成立。对于

犳（狕）≠０的点狕，则取定ξ＝
犳（狕）

‖犳（狕）‖
∈犛

狀，λ（ω）＝〈犳（ω），ξ〉（ω∈犇），那么λ是犇 上的全纯自映射，

且有λ（０）＝０。

由经典的Ｓｃｈｗａｒｚ引理，对任意一点ω∈犇，有狘λ（ω）狘≤狘ω狘，即狘〈犳（ω），ξ〉狘≤狘ω狘。取ω＝狕，

则 ‖犳（狕）‖ ≤ 狕 。

引理４
［４］
　 若犳：犇→犅狀 是全纯映射，则有

‖犳′（０）‖ ≤ １－‖犳（０）‖槡
２。

定理２　 设犳：犇→犅狀 是全纯映射，若犳′（０）＝犲１ ＝ （１，０，…，０），则对任意一点狕∈犇，有

犳（狕）＝ （狕，０，…，０）。

证明：记犳（狕）＝ （犳１（狕），犳２（狕），…，犳狀（狕）），狕∈犇。由于犳′（０）＝犲１，从而有
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犳′１（０）＝１，　　

犳′犼（０）＝０，　　犼＝２，３，…，狀
｛ 。

又显然，犳１ 是犇上的全纯自映射。那么由定理１，有犳１（狕）＝狕（狕∈犇）。

由引理４知，１＝ ‖犳′（０）‖ ≤ １－‖犳（０）‖槡
２，从而犳（０）＝０。

由引理３，对于任意一点狕∈犇，有 ‖犳（狕）‖ ≤ 狕 ，即

∑
狀

犼＝１

犳犼（狕）
２
≤ 狕 ２。

又因为犳１（狕）＝狕，所以有

狕 ２
＋∑

狀

犼＝２

犳犼（）狕
２
≤ 狕 ２。

那么，犳犼（狕）＝０，犼＝２，３，…，狀，犳（狕）＝ （狕，０，…，０），狕∈犇。

推论１　 设犳：犇→犅狀 全纯，若存在α∈犛
狀，使得犳′（０）＝α，则存在狀阶酉方阵犝，使犳（狕）＝ （狕，

０，…，０）犝，狕∈犇。

证明：取狀阶酉矩阵犝１，使α犝１ ＝犲１。令犵（狕）＝犳（狕）犝１（狕∈犇），则有犵′（０）＝犳′（０）犝１ ＝犲１。应

用定理２，得犳（狕）犝１＝犵（狕）＝（狕，０，…，０），即犳（狕）＝（狕，０，…，０）犝１′，狕∈犇。取犝＝犝１′，犝１′为犝１的

共轭转置。结论成立。

定理２对于取值在单位多圆柱犇狀（狀≥２）上的全纯映射族是不成立的。反例如下。

假设犳（狕）＝ （狕，狕
２，…，狕狀），狕∈犇。显然，犳：犇→犇

狀是全纯映射，且犳′（０）＝犲１。但是，犳（狕）≡（狕，

０，…，０），狕∈犇。

定理２类似于定理１的特殊情况。要想推出类似定理１的一般刚性结果，需要讨论犇到犅狀的全纯映

射族犎（犇，犅狀）的类似ＳｃｈｗａｒｚＰｉｃｋ引理结论（引理５，引理４的直接推广）。

引理５　 若犳：犇→犅狀 是全纯映射，则对于任意一点犪∈犇，有

‖犳′（犪）‖ ≤
１－‖犳（犪）‖槡

２

１－狘犪狘
２

。

证明：任意取定一点犪∈犇，令犵（狕）＝犳（φ犪（狕））（狕∈犇），则犵：犇→犅狀 是全纯映射，且

‖犵（０）‖ ＝ ‖犳（犪）‖，

‖犵′（０）‖ ＝ ‖犳′（犪）‖· φ′犪（０）＝ ‖犳′（犪）‖·（１－狘犪狘
２｛ ）。

由引理４，有

‖犳′（犪）‖·（１－狘犪狘
２）≤ １－‖犳（犪）‖槡

２，

再移项可得结论成立。

由引理５，推出更一般的刚性结果（定理３）。

定理３　 设犳：犇→犅狀 是全纯映射，若存在一点犪∈犇，使得犳′（犪）＝
１

１－狘犪狘
２犲１，则有

犳（狕）＝ （
狕－犪
１－犪狕

，０，…，０），　　狕∈犇。

证明：根据犪的选取，分成如下两种情况予以证明。

情况１　 当犪＝０时，由定理３，结论显然成立。

情况２　 当犪∈犇＼｛０｝时，令犵（ω）＝－犳（φ犪（ω）），ω∈犇，则犵∈犎（犇，犅狀）且有

犵′（０）＝犲１。

对犵应用定理３，即有

犵（ω）＝ω犲１，　　ω∈犇。

再令狕＝φ犪（ω），则有

犳（狕）＝
狕－犪
１－犪狕

犲１，　　狕∈犇。

类似推论１的证明，即可得到推论２。
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推论２　设犳：犇→犅狀是全纯映射，若存在犪∈犇和α∈犛
狀，使得犳′（犪）＝

１

１－狘犪狘
２α，则存在一个

狀阶酉矩阵犝，使得

犳（狕）＝
狕－犪
１－犪狕

犲１犝，　　狕∈犇。
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