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　　　非局部犛狑犻犳狋犎狅犺犲狀犫犲狉犵方程的

积分因子龙格库塔格式

汪亚楠，蔡耀雄

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　基于显式稳定性积分因子龙格库塔法和傅里叶谱方法，提出４种快速有效求解非局部ＳｗｉｆｔＨｏｈｅｎ

ｂｅｒｇ方程的数值格式．通过４个数值算例验证格式的收敛性，并进行长时间动力行为的模拟．结果表明：文中

算法具有良好的稳定性，且满足能量递减性质．
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ＳｗｉｆｔＨｏｈｅｎｂｅｒｇ（ＳＨ）模型
［１］最初是由Ｓｗｉｆｔ和 Ｈｏｈｅｎｂｅｒｇ在研究ＲａｙｌｅｉｇｈＢéｎａｒｄ对流时引入

的，并且已经成为导致复杂模式形成的非线性动力系统的范例之一，其研究成果被广泛应用于复杂流体

和生物组织［２３］．近年来，随着流体力学、反应扩散化学和生物学等学科的发展，非局部ＳＨ模型的研究

吸引了众多学者的关注．Ｒｏｂｅｒｔｓ
［４］指出，将二维局部ＳＨ模型用作特定物理系统中空间模式演化的可

靠模型是不够的，应使用非局部ＳＨ模型．２０１４年，Ｍｏｒｇａｎ等
［５］首次提出带有非局部非线性项的ＳＨ

模型，即

狌狋＝－（Δ＋１）
２狌＋ε狌－狌犌狌

２，　　（狓，狋）∈Ω×（０，犜］． （１）

非局部项犌狌
２ 的定义为

犌狌
２
＝∫Ω

犌（狓－狔）狌
２（狔，狋）ｄ狔．

卷积核犌满足以下３个条件：１）犌（狓）≥０，对于任意的狓∈Ω；２）犌是Ω周期性；３）犌（狓）＝犌（狓 ）
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是一个给定的径向对称函数．

非局部ＳＨ方程（式（１））可看作能量函数犈（狌）的犔２ 梯度流，有

犈（狌）＝∫Ω

狌
２
（Δ＋１）

２狌－
ε
２
狌（ ）２ ｄ狓＋１４∫Ω∫Ω

犌（狓－狔）狌
２（狓）狌２（狔）ｄ狓ｄ狔， （２）

且能量函数关于狋的导数
ｄ

ｄ狋
犈（狌）≤０，故能量泛函是非增的．

关于局部ＳＨ方程的理论和数值研究已有大量的优秀成果
［６７］，而关于非局部ＳＨ方程的研究工作

还十分有限．非局部ＳＨ方程中的非局部和非线性项给研究带来巨大挑战．Ｆｉｒｔｈ等
［８］提出非线性光学

系统的非局部模型．Ｐｕｒｗｉｎｓ等
［９］提出介质气体放电动力学的非局部模式．Ｄｕ等

［１０］提出非局部算子的

向量演算．Ｚｈａｎｇ等
［１１］提出一个带有拉格朗日乘子的守恒型非局部ＳＨ 方程．Ｗｅｎｇ等

［１２］利用傅里叶

谱方法求解带有非局部非线性项的ＳＨ方程．

近年来，作为求解偏微分方程的有效数值方法，积分因子龙格库塔法受到广泛关注．Ｊｕ等
［１３］提出关

于半线性抛物方程的保极值原理的积分因子龙格库塔方法．Ａｈｍｅｄ等
［１４］提出关于非齐次边界条件系

统的高阶积分因子法．Ｚｈａｎｇ等
［１５］提出保守ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程的显式三阶保结构格式．Ｎａｎ等

［１６］提出求

解非局部ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程的高阶极值原理积分因子龙格库塔方法．基于此，本文结合积分因子龙格库

塔法和谱方法［１７］对式（１）进行有效求解，并提出４种快速有效求解非局部ＳｗｉｆｔＨｏｈｅｎｂｅｒｇ方程的数

值格式．

１　数值格式

给出求解非局部ＳＨ方程的高效数值格式，在周期边界条件下考虑时间区域（０，犜］，空间区域Ω＝

［－犪，犪］２ 上的全离散格式．给定整数犕 和犖，时间步长τ＝
犜
犕
，空间步长犺＝

２犪
犖
，时间节点狋犽＝犽τ，犽＝０，

１，…，犕，空间节点（狓犻，狔犼）＝（－犪＋犻犺，－犪＋犼犺），犻，犼＝０，１，…，犖－１．

１．１　预备知识

空间区域Ω＝［－犪，犪］
２ 上的网格剖分为

Ω
ｐｅｒ
犺 ＝｛（狓犻，狔犼）＝（－犪＋犻犺，－犪＋犼犺），０≤犻，犼≤犖－１｝．

式中：定义所有Ωｐ
ｅｒ
犺 的二维周期网络函数为犕犺．

为了求解周期边界条件下的非局部ＳＨ方程（式（１）），基于谱方法的相关理论，采用傅里叶级数逼

近｛狌犻，犼｝进行空间离散求解．

给定狌犻，犼∈犕犺，则傅里叶变换狌^＝犉犖狌及傅里叶逆变换狌＝犉
－１
犖 狌^分别定义为

犉犖［狌
犽］（狆，狇）：＝狌^

犽
狆，狇 ＝

犺２

犆ｐｅｒ狆犆
ｐｅｒ
狇 （２犪）

２∑
犖－１

犻＝０
∑
犖－１

犼＝０

狌犽犻，犼ｅｘｐ －犻
２狆π（狓犻＋犪）

２犪
－犻
２狆π（狔犼＋犪）

２（ ）犪
， （３）

犉－１犖 ［狌^
犽］（犻，犼）：＝狌

犽
犻，犼 ＝ ∑

犖
２

狆＝－
犖
２

∑

犖
２

狇＝－
犖
２

狌^狆，狇ｅｘｐ犻
２狆π（狓犻＋犪）

２犪
＋犻
２狇π（狔犼＋犪）

２（ ）犪
． （４）

式（３）～（４）中：犆ｐ
ｅｒ
狉 ＝

２，｜狉｜＝犖／２，狉＝狆，狇

１，｜狉｜＜犖／２，狉＝狆，狇｛ ．

引理１
［１２］
　对于任意的网络函数狌∈犕犺，扩散算子（Δ＋１）

２狌及非局部卷积算子犌狌的谱离散形

式分别为

犉犖［（Δ＋１）
２狌］（狆，狇）＝λΔ狆，狇狌^狆，狇，

犉犖［犌狌］（狆，狇）＝λ
犌
狆，狇狌^狆，狇．

式中：λΔ狆，狇＝ １－
狆π（ ）犪 －

狇π（ ）（ ）犪

２

；λ
犌
狆，狇＝犺

２犌
＾
狆，狇．

１．２　显式稳定性积分因子龙格库塔求解非局部犛犎方程

相较于传统的强稳定性龙格库塔方法，强稳定性积分因子龙格库塔可避免线性算子的时间步长限

制，但由于非线性算子带来的时间步长限制，需要引入一种无时间步长限制的保界格式．
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显式稳定性积分因子龙格库塔法（ｅＳＩＦＲＫ）
［１３，１８１９］是一种显性格式且保极值原理的离散方法，其时

间步长的约束仅取决于非线性项，故时间步长大小的选择与空间网格大小无关．

采用显式稳定性积分因子龙格库塔法，分别建立求解式（１）的一步一阶、二步二阶、三步三阶、四步

四阶的无时间步长限制的保界格式．

积分因子（ＩＦ）法
［２０］的步骤如下．

首先，将式（１）改写为

狌狋＝犔狌＋犳（狌）． （５）

式中：犔狌＝－（Δ＋１）
２狌；犳（狌）＝ε狌－狌犌狌

２．

其次，引入新变量狏，定义为

狏＝ｅ－犔狋狌． （６）

式（６）中：ｅ－犔狋为积分因子．

然后，式（５）两边同时乘以ｅ－犔狋，可得

ｅ－犔狋狌狋－犔ｅ
－犔狋狌＝ｅ－犔狋犳（狌）． （７）

注意到狏狋＝ｅ
－犔狋狌狋－犔ｅ

－犔狋狌，则式（７）可简化为

狏狋＝ｅ
－犔狋
犳（ｅ

犔狋狏）． （８）

根据文献［１３］，可得式（８）的狊步稳定性积分因子龙格库塔格式为

狌
（０）＝狌狀， （９）

狌
（犻）＝∑

犻－１

犽＝０
ｅｘｐ（（犮犻－犮犽）τ犔）［α犻，犽狌

（犽）＋τβ犻，犽犳（狌
犽）］，　　１≤犻≤狊， （１０）

狌狀＋１＝狌
（狊）． （１１）

给定狊＝１，２，３，４，可得一步一阶显式稳定性积分因子龙格库塔格式ｅＳＩＦＲＫ（１，１）为

狌狀＋１＝ｅτ犔［狌狀＋τ犳（狌
狀）］．

二步二阶显式稳定性积分因子龙格库塔格式ｅＳＩＦＲＫ（２，２）为

狌
（１）＝ｅ犔τ狌狀＋τｅ

犔τ
犳（狌

狀），

狌狀＋１＝
１

２
ｅ犔τ狌狀＋

１

２
［狌

（１）＋τ犳（狌
（１））］．

三步三阶显式稳定性积分因子龙格库塔格式ｅＳＩＦＲＫ（３，３）为

狌
（１）＝

１

２
ｅ
２τ
３犔狌狀＋

１

２
ｅ
２τ
３犔［狌狀＋

４τ
３
犳（狌

狀）］，

狌
（２）＝

２

３
ｅ
２τ
３犔狌狀＋

１

３
［狌

（１）＋
４τ
３
犳（狌

（１））］，

狌狀＋１＝
５９

１２８
ｅτ犔狌狀＋

１５

１２８
ｅτ犔［狌狀＋

４τ
３
犳（狌

狀）］＋
２７

６４
ｅ
τ
３犔［狌

（２）＋
４τ
３
犳（狌

（２））］．

四步四阶显式稳定性积分因子龙格库塔格式ｅＳＩＦＲＫ（４，４）为

狌
（１）＝ｅ

τ
２犔［狌狀＋

τ
２
犳（狌

狀）］，

狌
（２）＝

１

２
ｅ
τ
２犔 狌狀－

τ
２
犳（狌

狀［ ］）＋１２［狌
（１）＋τ犳（狌

（１））］，

狌
（３）＝

１

９
ｅτ犔［狌狀－τ犳（狌

狀）］＋
２

９
ｅ
τ
２犔［狌

（１）－
３τ
２
犳（狌

（１））］＋
２

３
ｅ
τ
２犔 狌

（２）＋
３τ
２
犳（狌

（２）［ ］），

狌狀＋１＝
１

３
ｅ
τ
２犔［狌

（１）＋
τ
２
犳（狌

（１））］＋
１

３
ｅ
τ
２犔狌

（２）＋
１

３
狌
（３）＋

τ
２
犳（狌

（３）［ ］）．

２　数值算例

通过４个数值算例研究文中方法的精度和效率，包括收敛性和能量递减．在数值算例中，核函数为

犌（狓，狔）＝
４

πδ
４ｅｘｐ（－

狓 ２＋ 狔
２

δ
２

）．
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数值解的犔２ 范数误差Ｅｒｒ犔２（τ，犺）为

Ｅｒｒ犔２（τ，犺）＝ ∑
犖－１

犻，犼＝０

犺２狘狌
犕
犻，犼－狌

２犕
犻，犼狘槡

２ ，

数值解的最大误差Ｅｒｒｍａｘ（τ，犺）为

Ｅｒｒｍａｘ（τ，犺）＝ ｍａｘ
０≤犻，犼≤犖－１

｛｜狌
犕
犻，犼－狌

２犕
犻，犼｜｝．

式中：｛狌犕犻，犼｝表示空间剖分为犖，时间剖分为犕 时，对应位置上的数值解；｛狌
２犕
犻，犼｝表示空间剖分为犖，时间

剖分为２犕 时，对应位置上的数值解．

２．１　算例１

为了验证时间收敛阶，算例１的空间区域Ω＝［－２０，２０］
２，初始值为

狌０（狓，狔）＝０．０１×（ｃｏｓπ狓＋ｃｏｓπ狔＋２ｃｏｓ０．２５π狔）．

设置系数ε＝０．１２５，δ＝０．５，犺＝
５

１６
，犜＝１，不同时间步长下的时间误差和时间收敛阶，如表１所示．

表１中：犚１，犚２ 分别为Ｅｒｒｍａｘ，Ｅｒｒ犔２的时间收敛阶．

由表１可知：时间收敛阶都达到了预期精度．

表１　不同时间步长下的时间误差和时间收敛阶 ε＝０．１２５，δ＝０．５，犜＝１，犺＝
５（ ）１６

Ｔａｂ．１　Ｔｉｍｅｅｒｒｏｒｓａｎｄｔｉｍｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｒａｔｅｓａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅｓｔｅｐｓε＝０．１２５，δ＝０．５，犜＝１，犺＝
５（ ）１６

ｅＳＩＦＲＫ 犕 Ｅｒｒｍａｘ 犚１ Ｅｒｒ犔２ 犚２

ｅＳＩＦＲＫ（１，１）

１００ １．０９６８×１０－６ － ６．９３６９×１０－６ －

２００ ５．０５１６×１０－７ １．１１８５ ３．１９４９×１０－６ １．１１８５

４００ ２．４１０３×１０－７ １．０６７５ １．５２４４×１０－６ １．０６７５

８００ １．１７５８×１０－７ １．０３５６ ７．４３６×１０－７ １．０３５６

ｅＳＩＦＲＫ（２，２）

１００ １．８１３９×１０－７ － １．１４７２×１０－６ －

２００ ４．７０２６×１０－８ １．９４７６ ２．９７４２×１０－７ １．９４７６

４００ １．１８６８×１０－８ １．９８６４ ７．５０５９×１０－８ １．９８６４

８００ ２．９７４２×１０－９ １．９９６５ １．８８１０×１０－８ １．９９６５

ｅＳＩＦＲＫ（３，３）

１００ １．８４４９×１０－８ － １．１６６８×１０－７ －

２００ ２．３７２２×１０－９ ２．９５９２ １．５００３×１０－８ ２．９５９２

４００ ２．９６５８×１０－１０ ２．９９９７ １．８７５７×１０－９ ２．９９９７

８００ ３．６９３６×１０－１１ ３．００５３ ２．３３６０×１０－１０ ３．００５３

ｅＳＩＦＲＫ（４，４）

１００ ２．２３２７×１０－９ － １．４１２１×１０－８ －

２００ １．４７４５×１０－１０ ３．９２０５ ９．３２５６×１０－１０ ３．９２０５

４００ ９．３２５２×１０－１２ ３．９８３０ ５．８９７７×１０－１１ ３．９８３０

８００ ５．８２３８×１０－１３ ４．００１１ ３．６８２９×１０－１２ ４．００１２

２．２　算例２

算例２考虑带有随机初始扰动的非局部ＳＨ方程，其空间区域Ω＝［－６４，６４］
２，初始值为

狌０（狓，狔）＝０．０７＋０．００１×ｒａｎｄ（狓，狔）．

式中：ｒａｎｄ（狓，狔）表示取值在［－１，１］的随机数．

设置系数ε＝０．０３５，δ＝０．５，固定空间步长犺＝１，时间步长τ＝１．

采用四步四阶显式稳定性积分因子龙格库塔格式可得不同时刻数值解图像和能量图（犜＝２０００），

如图１所示．由图１可知：能量是递减的．

２．３　算例３

为了研究数值解与能量的变化，算例３空间区域Ω＝［－６４，６４］
２，初始值为

狌０＝
１，

０｛，
　　狓

２＋狔
２
≤１，

其他．

设置系数ε＝０．０３５，δ＝０．５，固定空间步长犺＝１，时间步长τ＝０．１．

采用四步四阶显式稳定性积分因子龙格库塔格式可得不同时刻数值解图像及能量图（犜＝１０００），

７５６第５期　　　　　　　　　 汪亚楠，等：非局部ＳｗｉｆｔＨｏｈｅｎｂｅｒｇ方程的积分因子龙格库塔格式
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（ａ）犜＝０　　　　　　　 （ｂ）犜＝３００　　　　　　　 （ｃ）犜＝５００　　　　　　 （ｄ）犜＝７００

　　（ｅ）犜＝１０００　　　　　　（ｆ）犜＝１５００　　　　　 　（ｇ）犜＝２０００　　　　 　　（ｈ）能量图（犜＝２０００）

图１　算例２不同时刻的数值解图像和能量图

Ｆｉｇ．１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｉｍａｇｅｓａｎｄｅｎｅｒｇｙｍａｐａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅｓｏｆｅｘａｍｐｌｅ２

如图２所示．由图２可知：能量是递减的．

（ａ）犜＝０　　　　　　　　 （ｂ）犜＝５　　　　　　　　（ｃ）犜＝２０　　　 　　　　（ｄ）犜＝５０

　　　（ｅ）犜＝１００　　　　　　　（ｆ）犜＝２００　　　　　　（ｇ）犜＝１０００　　　　　　　（ｈ）能量图（犜＝１０００）

图２　算例３不同时刻的数值解图像和能量图

Ｆｉｇ．２　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｉｍａｇｅｓａｎｄｅｎｅｒｇｙｍａｐａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅｓｏｆｅｘａｍｐｌｅ３

２．４　算例４

考虑空间区域Ω＝［－１５０，１５０］
２ 时液体晶体的生长，初始值为

狌０（狓犾，狔犾）＝φ＋犆１ ｃｏｓ（犆２狓犾）ｃｏｓ
犆２

槡３
狔（ ）犾 －０．５ｃｏｓ ２犆２

槡３
狔（ ）（ ）犾 ．

式中：犆１＝０．４４６；犆２＝０．６６；狓犾，狔犾 分别表示笛卡尔坐标的局部系统，有狓犾（狓，狔）＝狓ｓｉｎθ＋狔ｃｏｓθ，

狔犾（狓，狔）＝－狓ｃｏｓθ＋狔ｓｉｎθ，θ＝
π
４
，－
π
３
，π
４
．
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为了使３个微晶小正方体具有不同的角度，设定狌＝０．２８５，固定长度为２０的３个微晶小正方体的

位置中心分别为（－９０，９０），（９０，９０），（０，２０），设置系数ε＝０．０１，δ＝０．５，固定空间步长犺＝
７５

６４
，时间步

长τ＝０．１．

采用四步四阶显式稳定性积分因子龙格库塔格式可得不同时刻数值解图像及能量图（犜＝１０００），

如图３所示．由图３可知：随着时间的推移，微晶相互碰撞并开始形成晶界；当犜＝１０００时，能量随着时

间逐渐减小达到稳态．

（ａ）犜＝０　　　　　　　　（ｂ）犜＝５０　　　　　　　　（ｃ）犜＝２００　　　　　　　（ｄ）犜＝４００

　　　（ｅ）犜＝６００　　　　　　　　　　 （ｆ）犜＝１０００　　　　　 　　　　　　（ｇ）能量图（犜＝１０００）

图３　算例４不同时刻的数值解图像和能量图

Ｆｉｇ．３　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｉｍａｇｅｓａｎｄｅｎｅｒｇｙｍａｐａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅｓｏｆｅｘａｍｐｌｅ４

３　结束语

结合积分因子龙格库塔法和傅里叶谱方法求解非局部ＳＨ方程，得到一种快速有效的数值格式，数

值算例表明文中算法具有较好的稳定性及较高的准确性，且满足能量递减性质．
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