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　　　具有相依性元件的串联系统的

冗余元件分配问题

李晓琴，游银萍

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　对具有两个相依性元件的串联系统的冗余元件分配问题进行研究，假设工作元件寿命和冗余元件寿

命相互独立且分别具有相依性，建立不同冗余分配策略下系统寿命在随机占优序下的大小关系．结果表明：分

配两个冗余元件中的一个冗余元件时，将寿命较长的冗余元件分配给寿命较短的工作元件可以延长系统的

寿命；分配两个冗余元件时，将寿命较长的冗余元件分配给寿命较短的工作元件的分配策略较优．
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在工业工程中，冗余分配是提高系统可靠性的常见做法．工程师通常采用冷储备和热储备这两种分

配方式．热储备是指将冗余元件并联在工作元件上一同运行；冷储备是指将冗余元件置于备用阶段，只

有当工作元件失效后才开始工作．目前，已有一些学者对冗余元件分配进行开创性讨论
［１１０］．其中，关于

冗余分配的大部分研究都是在元件寿命相互独立的假设下进行的．然而，在实际问题中，工作元件都是

在相同环境中运行，故考虑工作元件寿命具有相依性的相关研究更切合实际．在元件寿命相互独立的假

设下，Ｍｉｓｒａ等
［５］和Ｒｏｍｅｒａ等

［１１］分别研究了两个冗余元件下串联系统在随机占优序下的冗余冷分配
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问题和冗余热分配问题，证明了分配两个冗余元件中的一个冗余元件时，将寿命较长的冗余元件分配给

寿命较短的工作元件可以延长系统寿命，分配两个冗余元件时，将寿命较长的冗余分配给寿命较短的工

作元件的分策略较优．在工作元件寿命具有相依性的假设下，除了Ｂｅｌｚｕｎｃｅ等
［１２１３］和Ｙｏｕ等

［１４］建立了

单个冗余元件下不同冗余分配策略的冗余串联系统寿命在随机占优序下的大小关系外，还未有关于工

作元件寿命和冗余元件寿命相互独立且分别具有相依性的假设下串联系统在随机占优序下的冗余分配

问题的研究．因此，本文在工作元件寿命和冗余元件寿命相互独立且分别具有相依性的假设下，研究分

配两个冗余元件后的冗余系统寿命在随机占优序下的大小关系．

１　预备知识

在许多与概率相关的领域，如工程可靠性、金融精算、风险管理和统计等，随机序发挥着重要的作

用，采用使用随机占优序来比较随机变量之间的大小关系．

定义１　对于任意两个非负随机变量犡，犢，记犉犡，犉犢 分别为犡，犢 的分布函数，犉，犌分别为犡，犢 的

生存函数．然后，称犢 在以下意义下比犡 小：１）失效率序（记为犢≤ｈｒ犡），如果犉（狓）／犌（狓）关于狓递增；

２）随机占优序（记为犢≤ｐｒ犡），如果犘（犡＞犢）≥犘（犡＜犢）；３）普通随机序（记为犢≤ｓｔ犡），如果犌（狓）≤

犉（狓），对任意的狓．

根据具有排列递增的相依概念，对于任意函数犵：犚
狀
→犚，任意对（犻，犼），使１≤犻＜犼≤狀，令

犌犻
，犼
ｓ （狀）＝｛犵：犵（狓）≥犵（τ犻，犼（狓）），对任意的狓犻≤狓犼｝，

犌犻
，犼
ｌｗｓ（狀）＝｛犵：犵（狓）－犵（τ犻，犼（狓））在狓犻≤狓犼范围内关于狓犻递减｝．

式中：τ犻，犼（狓）＝（狓１，…，狓犼，…，狓犻，…，狓狀）是向量狓＝（狓１，…，狓狀）的一个置换．

定义２
［１５１６］

　向量犡或者它的概率分布为

１）随机排列递增（ＳＡＩ），如果满足性质犈［犵（犡）］≥犈［犵（τ犻，犼（犡））］，对任意函数犵∈犌
犻，犼
ｓ （狀），１≤犻＜

犼≤狀．

２）左尾弱随机排列递增（ＬＷＳＡＩ），如果满足性质犈［犵（犡）］≥犈［犵（τ犻，犼（犡））］，对于任意函数犵∈

犌犻
，犼
ｌｗｓ（狀），１≤犻＜犼≤狀．

容易证明ＳＡＩＬＷＳＡＩ．

对于连续型的随机变量，Ｌｉ等
［１７］首次提出置换单调相依性的概念．

定义３　称联合概率密度犳（狓）为

１）关于（犻，犼）高尾置换递减（ＵＴＰＤ），其中，犻＜犼，如果满足性质∫
＋∞

狋

［犳（狓）－犳（τ犻，犼（狓））］ｄ狓犼，对于任

意的狋≥狓犻；

２）关于（犻，犼）低尾置换递减（ＬＴＰＤ），其中，犻＜犼，如果满足性质∫
狋

－∞

［犳（狓）－犳（τ犻，犼（狓））］ｄ狓犻，对于任

意的狋≤狓犼．

对于连续型的随机变量ＬＴＰＤ等价于ＬＷＳＡＩ．

引理１～５在主要结论中起到关键作用．

引理１
［３］
　 设函数犺（狓）和 狑（狓），满足：１）犺（狓）单调递减且非负；２）∫

＋∞

－∞
狑（狓）ｄ狓 ≥０，则

∫
＋∞

－∞
犺（狓）狑（狓）ｄ狓≥０．

引理２
［１５］
　 设（犡１，犡２）是ＳＡＩ的，当且仅当犈［犵２（犡１，犡２）］≥犈［犵１（犡１，犡２）］，对于任意的狓１≤

狓２，其中，犵２，犵１ 满足：１）犵２（狓１，狓２）≥犵１（狓１，狓２）；２）犵２（狓１，狓２）＋犵２（狓２，狓１）≥犵１（狓１，狓２）＋犵１（狓２，狓１）．

引理３
［１５１６］

　ＳＡＩ和ＬＷＳＡＩ性质的一些充要条件．１）如果（犡１，…，犡狀）相互独立，那么犡是ＳＡＩ

的，当且仅当犡１≤ｌｒ…≤ｌｒ犡狀；２）如果犡１，…，犡狀 由生成元具有完全单调性的阿基米德ｃｏｐｕｌａ耦合，那

么犡是ＬＷＳＡＩ的，当且仅当犡１≤ｒｈ…≤ｒｈ犡狀．

引理４
［１８］
　假设犡的联合密度函数为犳（狓）＝犳（狓１，…，狓狀），那么犡是ＳＡＩ的，当且仅当犳（狓）是排
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列递增的．

引理５
［１９］
　 假设（犡１，犡２）是ＬＷＳＡＩ的，当且仅当犈［犵２（犡１，犡２）］≥犈［犵１（犡１，犡２）］，其中，犵２，

犵１ 满足：１）犵２（狓１，狓２）－犵１（狓１，狓２）关于狓１∈（－∞，狓２］递减；２）犵２（狓１，狓２）＋犵２（狓２，狓１）≥犵１（狓１，狓２）＋

犵１（狓２，狓１），对于任意狓１≤狓２．

建立引理６，７．

引理６　对于任意的狔１≥狔２，令犵１（狓１，狓２）＝犐（狓２＜狓１∧狔２），犵２（狓１，狓２）＝犐（狓１＜狓２∧狔１），则有１）

犵２（狓１，狓２）－犵１（狓１，狓２）关于狓１∈（－∞，狓２］递减；２）犵２（狓１，狓２）＋犵２（狓２，狓１）≥犵１（狓１，狓２）＋犵１（狓２，狓１），

对于任意狓１≤狓２．

证明：对于狓１≤狓２，容易得犐（狓２＜狓１∧狔２）＝０，显然，犵２（狓１，狓２）－犵１（狓１，狓２）＝犐（狓１＜狓２∧狔１）关于

狓１∈（－∞，狓２］递减．

对于狔１≥狔２ 和狓１≤狓２，有犐（狓１＜狓２∧狔１）≥犐（狓１＜狓２∧狔２）和犐（狓２＜狓１∧狔１）＝犐（狓２＜狓１∧狔２）＝

０，从而可得犵２（狓１，狓２）＋犵２（狓２，狓１）－犵１（狓１，狓２）－犵１（狓２，狓１）＝犐（狓１＜狓２∧狔１）－犐（狓１＜狓２∧狔２）≥０．

引理７　对于任意给定的狔１≥狔２，令犵（狓１，狓２）＝犐（狓１∨狔２＜狓２∧狔１）＋犐（狓２∨狔１＜狓１∧狔２），则有

Δ犵（狓１，狓２）＝犵（狓１，狓２）－犵（狓２，狓１）关于狓１∈（－∞，狓２］递减．

证明：１）固定狓２∈［狔２，狔１］和狓１≤狓２，有犐（狔１＜狓１∧狔２）＝犐（狓２＜狓１∧狔１）＝犐（狓１∨狔１＜狔２）＝０，从

而可得Δ犵（狓１，狓２）＝犐（狓１∨狔２＜狓２）＋犐（狔１＜狓１∧狔２）－犐（狓１∨狔１＜狔２）－犐（狓２＜狓１∧狔１）＝犐（狓１∨狔２＜

狓２）关于狓１∈（－∞，狓２］递减．

２）固定狓２≤狔２≤狔１ 和狓１≤狓２，有犐（狓１∨狔２＜狓２）＝犐（狔１＜狓１∧狔２）＝犐（狓１∨狔１＜狓２）＝０，从而可得

Δ犵（狓１，狓２）＝犐（狓１∨狔２＜狓２）＋犐（狔１＜狓１∧狔２）－犐（狓１∨狔１＜狓２）－犐（狔２＜狓１∧狔１）＝－犐（狔２＜狓１∧狔１）关

于狓１∈（－∞，狓２］递减．

３）固定狓２≥狔１，狓１≤狓２，有犐（狓２＜狓１∧狔２）＝犐（狓１∨狔１＜狔２）＝犐（狓２＜狓１∧狔１）＝０，可得到Δ犵（狓１，

狓２）＝犐（狓１∨狔２＜狔１）＋犐（狓２＜狓１∧狔２）－犐（狓１∨狔１＜狔２）－犐（狓２＜狓１∧狔１）＝犐（狓１∨狔２＜狔１）关于狓１∈

（－∞，狓２］递减．

综上所述，对于任意的狔１≥狔２，可得Δ犵（狓１，狓２）关于狓１∈（－∞，狓２］递减．

２　主要结论及其证明

假设两个冗余元件的寿命分别为犢１，犢２；两个工作元件的寿命分别为犡１，犡２；犡１，犡２，犢１，犢２ 的生

存函数分别为犉１（狓），犉２（狓），犌１（狓），犌２（狓）．

２．１　冗余元件热分配

研究具有相依性工作元件的串联系统分配两个热储备冗余元件中的一个热储备冗余元件和分配两

个热储备冗余元件之后，冗余系统寿命在随机占优序下的大小关系．

假设分配两个热储备冗余元件中的一个热储备冗余元件后，两个系统寿命分别为

犝１＝（犡１∨犢１）∧犡２，　　犝２＝犡１∧（犡２∨犢２）．

假设分配两个热储备冗余元件之后，两个系统寿命分别为

犞１＝（犡１∨犢１）∧（犡２∨犢２），　　犞２＝（犡１∨犢２）∧（犡２∨犢１）．

Ｒｏｍｅｒａ等
［１１］考虑在工作元件寿命和冗余元件寿命相互独立的条件下，研究两种分配模型的冗余

热分配问题，获得冗余系统寿命在随机占优序下的大小关系．其中，一种分配模型是分配两个热储备冗

余元件中的一个热储备冗余元件，建立命题１．

命题１
［１１］
　假设犡１，犡２，犢１，犢２ 之间相互独立，若满足犡１ 和犡２ 具有概率密度函数，λ１（狓）犌１（狓）≥

λ２（狓）犌２（狓），其中，λ１（狓），λ２（狓）分别为犡１，犡２ 的概率密度函数与生存函数的比值；或犡１≤ｓｔ犡２，犉２（狓）

犌１（狓）≥犉１（狓）犌２（狓），则有犝１≥ｐｒ犝２．

由命题１可知：对于冗余元件寿命和工作元件寿命相互独立的冗余系统，分配两个热储备冗余元件

中的一个热储备冗余元件时，将寿命长的热储备冗余元件分配给寿命较短的工作元件可延长系统的寿

命．考虑到元件在相同环境下工作，故猜想可以将文献［１１］的结论从元件寿命相互独立推广到工作元件
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寿命和冗余元件寿命相互独立且分别具有相依性的情形上．

由此可得在工作元件寿命和冗余元件寿命相互独立且分别具有相依性下的第１个结论（定理１）．

定理１　假设（犡１，犡２）是ＬＷＳＡＩ的，（犡１，犡２）和（犢２，犢１）相互独立，且（犢２，犢１）是ＳＡＩ的，则得到

犝１≥ｐｒ犝２．

证明：由文献［１１］的命题１（ａ）可知，在几乎处处意义下犝１＞犝２ 等价于

犡１＜犡２∧犢１．

故犝１≥ｐｒ犝２ 等价于证明

犘（犡１＜犡２∧犢１）≥犘（犡２＜犡１∧犢２）．

令犵１（狓１，狓２）＝犐（狓２＜狓１∧狔２），犵２（狓１，狓２）＝犐（狓１＜狓２∧狔１），狔１≥狔２，由引理６可知，犵１，犵２ 满足引

理５的条件１），２），又因为（犡１，犡２）是ＬＷＳＡＩ的，可推出犈［犵２（犡１，犡２）］≥犈［犵１（犡１，犡２）］，即

犈［犐（犡１＜犡２∧狔１）］≥犈［犐（犡２＜犡１∧狔２）］．

对任意的狔１≥狔２，令

狋１（狔２，狔１）＝犈［犐（犡２＜犡１∧狔２）］，　　狋２（狔２，狔１）＝犈［犐（犡１＜犡２∧狔１）］．

由上式可得

狋２（狔２，狔１）≥狋１（狔２，狔１）． （１）

令犿（狓１，狓２）＝犐（狓１＜狓２∧狔１）＋犐（狓１＜狓２∧狔２），显然，犿（狓１，狓２）关于狓１∈（－∞，狓２］递减，因此，

可得犿（狓１，狓２）∈犌
１，２
ｌｗｓ（狀），又因为（犡１，犡２）是ＬＷＳＡＩ的，从而可得犈［犿（犡１，犡２）］≥犈［犿（犡２，犡１）］，有

犈［犐（犡１＜犡２∧狔１）＋犐（犡１＜犡２∧狔２）］≥犈［犐（犡２＜犡１∧狔１）＋犐（犡２＜犡１∧狔２）］，

即

狋２（狔２，狔１）＋狋２（狔１，狔２）≥狋１（狔２，狔１）＋狋１（狔１，狔２）．

结合式（１）可知，狋１，狋２ 满足引理２的条件１），２），又因为（犢２，犢１）是ＳＡＩ的，可推出犈［狋２（犢２，犢１）］≥

犈［狋１（犢２，犢１）］，即

犈［犐（犡１＜犡２∧犢１）］≥犈［犐（犡２＜犡１∧犢２）］．

从而可得

犘（犡１＜犡２∧犢１）≥犘（犡２＜犡１∧犢２）．

证毕．

定理１说明分配两个热储备冗余元件中的一个热储备冗余元件给具有ＬＷＳＡＩ寿命的两个工作元

件的串联系统时，将寿命较长的冗余元件分配给寿命较短的工作元件可以提高系统可靠性．引入例１，

以说明定理１中寿命（犢２，犢１）的ＳＡＩ条件是不可去的．

例１（Ｃｌａｙｔｏｎｃｏｐｕｌａ）　 对于任意狓∈（０，１），贝塔分布犅（犪，犫）的概率密度函数为狓
犪－１（１－狓）犫－１／

图１　犢的概率密度差值（０≤狔２＜狔１≤１）

Ｆｉｇ．１　Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ

ｏｆ犢 （０≤狔２＜狔１≤１）

犅（犪，犫），其中，参数犪＞０，犫＞０且犅（犪，犫）＝∫
１

０
狋犪－１（１－

狋）犫－１ｄ狋．假设犡１，犡２ 是失效率分别为０．００１，０．０００１的

指数分布函数，联合概率密度为犳（狓１，狓２），犢１～犅（２，２），

犢２～犅（３，３），犵２（狔）和犵１（狔）分别表示犢２，犢１ 的概率密度

函数且（犢２，犢１）由Ｃｌａｙｔｏｎｃｏｐｕｌａ耦合，有

犆（狌１，狌２）＝ （狌
－２
１ ＋狌

－２
２ －１）

－０．５，　　０＜狌１，狌２ ＜１．

　　犢的概率密度差值（Δ犵（狔２，狔１），０≤狔２＜狔１≤１），如图

１所示．由图１可知：（犢２，犢１）的概率密度函数犵（狔２，狔１）

关于（狔２，狔１）∈［０，１］
２ 不是排列递增的，（犢２，犢１）不是

ＳＡＩ的（引理４）．犡１，犡２ 相互独立且犡１≤ｌｒ犡２，（犡１，犡２）

是ＳＡＩ的（引理３的条件１）），那么（犡１，犡２）也是ＬＷＳＡＩ的．由此可得两个系统寿命概率分布函数的差

值为

犘（犡１ ＜犡２ ∧犢１）－犘（犡２ ＜犡１ ∧犢２）＝犳（狓１，狓２）犵１（狔１）ｄ狔１ｄ狓１ｄ狓２－
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　　　　犳（狓１，狓２）犵２（狔２）ｄ狔２ｄ狓１ｄ狓２ ＝

　　　　∫
１

０
ｄ狓１（∫

＋∞

狓
１

犳（狓１，狓２）ｄ狓２∫
１

狓
１

犵１（狔１）ｄ狔１）－∫
１

０
ｄ狓２（∫

＋∞

狓
２

犳（狓１，狓２）ｄ狓１∫
１

狓
２

犵２（狔２）ｄ狔２）＝

　　　　∫
１

０
０．００１ｅ－０．００１１狓１（１－３狓

２
１＋２狓

３
１）ｄ狓１－∫

１

０
０．０００１ｅ－０．００１１狓２（１－１０狓

３
２＋１５狓

４
２－６狓

５
２）ｄ狓２ ＝

　　　　－０．００２３４９６７≤０，

该例子说明犝１≥ｐｒ犝２ 是不成立的．

对于分配两个热储备冗余元件，Ｒｏｍｅｒａ等
［１１］建立命题２．

命题２
［１１］
　 假设犡１，犡２，犢１，犢２ 相互独立，如果满足犡１≤ｈｒ犡２ 和犢２≤ｈｒ犢１，则有犞１≥ｐｒ犞２．

由命题２可知：对于冗余元件寿命和工作元件寿命相互独立的冗余系统，分配两个热储备冗余元件

时，将寿命较长的冗余分配给寿命较短的工作元件的分配策略较好．将上述结论从元件寿命相互独立推

广到工作元件寿命和冗余元件寿命相互独立且分别具有相依性的情形上，得到第２个结论（定理２）．

定理２　设（犡１，犡２）是ＬＷＳＡＩ的，（犡１，犡２），（犢２，犢１）相互独立且（犢２，犢１）是ＳＡＩ的，则犞１≥ｐｒ犞２．

证明：由文献［１１］的命题２（ａ）可知，在几乎处处意义下犞１＞犞２ 等价于

犡１∨犢２＜犡２∧犢１ 或犡２∨犢１＜犡１∧犢２．

式中：犡１∨犢２＜犡２∧犢１ 和犡２∨犢１＜犡１∧犢２ 互斥．

因此，有

犘（犞１＞犞２）＝犘（犡１∨犢２＜犡２∧犢１）＋犘（犡２∨犢１＜犡１∧犢２），

类似可得

犘（犞１＜犞２）＝犘（犡１∨犢１＜犡２∧犢２）＋犘（犡２∨犢２＜犡１∧犢１）．

由此可知，犞１≥ｐｒ犞２ 等价于证明

犘（犡１∨犢２＜犡２∧犢１）＋犘（犡２∨犢１＜犡１∧犢２）≥犘（犡１∨犢１＜犡２∧犢２）＋犘（犡２∨犢２＜犡１∧犢１）．

令犵（狓１，狓２）＝犐（狓１∨狔２＜狓２∧狔１）＋犐（狓２∨狔１＜狓１∧狔２），Δ犵（狓１，狓２）＝犵（狓１，狓２）－犵（狓２，狓１），狔１≥

狔２，由引理７可知，犵∈犌
１，２
ｌｗｓ（狀）．又因（犡１，犡２）是ＬＷＳＡＩ的，可推出犈［犵（犡１，犡２）］≥犈［犵（犡２，犡１）］，即

犈［犐（犡１∨狔２＜犡２∧狔１）＋犐（犡２∨狔１＜犡１∧狔２）］≥犈［犐（犡２∨狔２＜犡１∧狔１）＋犐（犡１∨狔１＜犡２∧狔２）］．

对任意的狔１≥狔２，令

狋（狔２，狔１）＝犈［犐（犡１∨狔２＜犡２∧狔１）＋犐（犡２∨狔１＜犡１∧狔２）］．

　　由上式可知，对于狔１≥狔２ 时，有

狋（狔２，狔１）≥狋（狔１，狔２）．

因此，狋∈犌
１，２
ｓ （狀），又因（犢２，犢１）是ＳＡＩ的，可得犈［狋（犢２，犢１）］≥犈［狋（犢１，犢２）］，即

犈［犐（犡１∨犢２＜犡２∧犢１）＋犐（犡２∨犢１＜犡１∧犢２）］≥犈［犐（犡２∨犢２＜犡１∧犢１）＋犐（犡１∨犢１＜犡２∧犢２）］．

从而可得

犘（犡１∨犢２＜犡２∧犢１）＋犘（犡２∨犢１＜犡１∧犢２）≥犘（犡１∨犢１＜犡２∧犢２）＋犘（犡２∨犢２＜犡１∧犢１）．

证毕．

由定理２可知，分配两个热储备冗余元件给工作元件寿命具有ＬＷＳＡＩ寿命的串联系统时，将寿命

较长的热储备冗余元件分配给寿命较短的工作元件的分配策略较优．

２．２　冗余元件冷分配

给工作元件寿命具有相依性的串联系统分配两个冷储备冗余元件中的一个冷储备冗余元件和分配

两个冷储备冗余元件之后，冗余系统寿命在随机占优序下的大小关系．

假设分配两个冷储备冗余元件中的一个冷储备冗余元件后，两个系统寿命分别为

犠１＝（犡１＋犢１）∧犡２，　　犠２＝犡１∧（犡２＋犢２）．

假设分配两个冷储备冗余元件后，两个系统寿命分别为

犣１＝（犡１＋犢１）∧（犡２＋犢２），　　犣２＝（犡１＋犢２）∧（犡２＋犢１）．

Ｍｉｓｒａ等
［５］考虑在工作元件寿命和冗余元件寿命相互独立的条件下，研究两种分配模型下的冗余

冷分配问题，获得冗余系统寿命在随机占优序下的大小关系．其中，一种分配模型是分配两个冷储备冗
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余元件中的一个冷储备冗余元件，建立命题３．

命题３
［５］
　假设犡１，犡２，犢１，犢２ 相互独立，如果犡１或犡２ 具有凸性的生存函数，那么当犡１≤ｉｃｖ犡２

时，则有犠１≥ｐｒ犠２．

由命题３可知：对于冗余元件和工作元件寿命相互独立的冗余系统，分配两个冷储备冗余元件中的

一个冷储备冗余元件时，将寿命较长的冷储备冗余元件分配给寿命较短的工作元件可延长系统的寿命．

将该结论从元件相互独立推广到工作元件寿命和冗余元件寿命相互独立且分别具有相依性的情形上，

得到第３个结论（定理３）．

定理３　假设（犡１，犡２）是ＬＷＳＡＩ的，（犡１，犡２）和（犢２，犢１）相互独立且（犢２，犢１）是ＬＷＳＡＩ的，则有

犠１≥ｐｒ犠２．

证明：由文献［５］的定理２．４的证明可知，在几乎处处意义下犠１＞犠２ 等价于

犡１＜犡２ 且犢１＞０．

由此可知：犠１≥ｐｒ犠２ 等价于

犘（犡１＜犡２，犢１＞０）≥犘（犡１＞犡２，犢２＞０）．

因此，要证明犠１≥ｐｒ犠２ 等价于证明犘（犡１＜犡２，犢１＞０）≥犘（犡１＞犡２，犢２＞０）．

对于任意的狔１≥狔２，令

狋１（狔２，狔１）＝犈［犐（犡２＜犡１）犐（狔２＞０）］，　　狋２（狔２，狔１）＝犈［犐（犡１＜犡２）犐（狔１＞０）］．

当狓１≤狓２ 时，易得犐（狓２＜狓１）犐（狔２＞０）＝犐（狓２＜狓１）犐（狔１＞０）＝０，可得

狋２（狔２，狔１）－狋１（狔２，狔１）＝∫
＋∞

－∞∫狓１≤狓２犐
（狓１ ＜狓２）犐（狔１ ＞０）犳（狓１，狓２）ｄ狓１ｄ狓２＋

∫
＋∞

－∞∫狓１≥狓２犐
（狓１ ＜狓２）犐（狔１ ＞０）犳（狓１，狓２）ｄ狓１ｄ狓２－

∫
＋∞

－∞∫狓１≤狓２犐
（狓２ ＜狓１）犐（狔２ ＞０）犳（狓１，狓２）ｄ狓１ｄ狓２－

∫
＋∞

－∞∫狓１≥狓２犐
（狓２ ＜狓１）犐（狔２ ＞０）犳（狓１，狓２）ｄ狓１ｄ狓２ ＝

∫
＋∞

－∞∫狓１≤狓２犐
（狓１ ＜狓２）犐（狔１ ＞０）犳（狓１，狓２）ｄ狓１ｄ狓２＋

∫
＋∞

－∞∫狓１≤狓２犐
（狓２ ＜狓１）犐（狔１ ＞０）犳（狓２，狓１）ｄ狓１ｄ狓２－

∫
＋∞

－∞∫狓１≤狓２犐
（狓２ ＜狓１）犐（狔２ ＞０）犳（狓１，狓２）ｄ狓１ｄ狓２－

∫
＋∞

－∞∫狓１≤狓２犐
（狓１ ＜狓２）犐（狔２ ＞０）犳（狓２，狓１）ｄ狓１ｄ狓２ ＝

犐（狔１ ＞０）∫
＋∞

－∞∫狓１≤狓２犐
（狓１ ＜狓２）犳（狓１，狓２）ｄ狓１ｄ狓２－

犐（狔２ ＞０）∫
＋∞

－∞∫狓１≤狓２犐
（狓１ ＜狓２）犳（狓２，狓１）ｄ狓１ｄ狓２．

式中：犘（犡１＞犡２）是非负的，即

∫
＋∞

－∞∫狓１≤狓２犐
（狓１ ＜狓２）犳（狓２，狓１）ｄ狓１ｄ狓２ ≥０．

又因为－犐（狔２＞０）关于狔２∈（－∞，狔１）递减，故可知狋２（狔２，狔１）－狋１（狔２，狔１）关于狔２∈（－∞，狔１）递减．

令犺（狓１，狓２）＝犐（狓１＜狓２）犐（狔２＞０）＋犐（狓１＜狓２）犐（狔１＞０），易知犺（狓１，狓２）关于狓１∈（－∞，狓２］递减，

因此可得犺（狓１，狓２）∈犌
１，２
ｌｗｓ（狀），又因为（犡１，犡２）是ＬＷＳＡＩ的，可得犈［犺（犡１，犡２）］≥犈［犺（犡２，犡１）］，即

犈［犐（犡１＜犡２）犐（狔２＞０）＋犐（犡１＜犡２）犐（狔１＞０）］≥犈［犐（犡１＞犡２）犐（狔２＞０）＋犐（犡１＞犡２）犐（狔１＞０）］，

即

狋２（狔２，狔１）＋狋２（狔１，狔２）≥狋１（狔２，狔１）＋狋１（狔１，狔２）．

对于任意的狔１≥狔２，综上可知，狋１，狋２ 满足引理５的条件１），２），又因为（犢２，犢１）是ＬＷＳＡＩ的，可得

犈［狋２（犢２，犢１）］≥犈［狋１（犢２，犢１）］，即
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犈［犐（犡１＜犡２）犐（犢１＞０）］≥犈［犐（犡２＜犡１）犐（犢２＞０）］，

从而可得

犘（犡１＜犡２，犢１＞０）≥犘（犡１＞犡２，犢２＞０）．

证毕．

定理３指出分配两个冷储备冗余元件中的一个冷储备冗余元件给具有ＬＷＳＡＩ寿命的两个元件的

串联系统时，将寿命较长的冗余元件分配给寿命较短的工作元件可延长系统寿命．为了更好说明定理３

的结论，引入例２．

例２（Ｃｌａｙｔｏｎｃｏｐｕｌａ）　假设犡１，犡２ 是失效率分别为２，１的指数分布函数，联合概率密度可表示

为犳（狓１，狓２），犢２，犢１ 服从标准指数分布，犵２（狔），犵１（狔）分别表示犢２，犢１ 的概率密度函数且（犢２，犢１）由

Ｃｌａｙｔｏｎｃｏｐｕｌａ耦合．犡１，犡２ 相互独立且犡１≤ｌｒ犡２，可知（犡１，犡２）是ＬＷＳＡＩ的．又因为犢２≤ｒｈ犢１，由引

理３的条件２）可知（犢２，犢１）是ＬＷＳＡＩ的．根据两个系统寿命概率分布函数可知它们的差值为

犘（犡１ ＜犡２，犢１ ＞０）－犘（犡１ ＞犡２，犢２ ＞０）＝

犳（狓１，狓２）犵１（狔１）ｄ狔１ｄ狓１ｄ狓２－犳（狓１，狓２）犵２（狔２）ｄ狔２ｄ狓１ｄ狓２ ＝

∫
＋∞

０
ｄ狓１（∫

＋∞

狓
１

犳（狓１，狓２）ｄ狓２∫
＋∞

０
犵１（狔１）ｄ狔１）－∫

＋∞

０
ｄ狓２（∫

＋∞

狓
２

犳（狓１，狓２）ｄ狓１∫
＋∞

０
犵２（狔２）ｄ狔２）＝

∫
＋∞

０
２ｅ－３狓１ｄ狓１－∫

＋∞

０
ｅ－３狓２ｄ狓２ ＝

１

３
≥０．

　　因此，犠１≥ｐｒ犠２ 成立．

对于分配两个冷储备冗余元件，Ｍｉｓｒａ等
［５］建立以下结论（命题４）．

命题４
［５］
　假设犡１，犡２，犢１，犢２ 相互独立，如果犡１ 或犡２ 具有凸性的生存函数，那么当犡１≤ｉｃｖ犡２ 和

犢２≤ｈｒ犢１ 时，则有犣１≥ｐｒ犣２．

由命题４可知：对于冗余元件寿命和工作元件寿命相互独立的冗余系统，分配两个冷储备冗余元件

时，将寿命长的冗余元件分配给寿命较短的工作元件的分配策略较好．将该结论从元件寿命相互独立推

广到工作元件寿命和冗余元件寿命相互独立且分别具有相依性的情形上，得到第４个结论（定理４）．

定理４　假设（犡１，犡２）是ＬＷＳＡＩ的，（犡１，犡２）和（犢２，犢１）相互独立且（犢２，犢１）是ＬＷＳＡＩ的，则有

犣１≥ｐｒ犣２．

证明：由文献［５］的定理３．１的证明可知，在几乎处处意义下犣１＞犣２ 等价于

犡２＞犡１，犢２＜犢１ 或犡２＜犡１，犢２＞犢１．

式中：犡２＞犡１，犢２＜犢１ 和犡２＜犡１，犢２＞犢１ 互斥．

因此，有

犘（犣１＞犣２）＝犘（犡２＞犡１，犢２＜犢１）＋犘（犡２＜犡１，犢２＞犢１），

类似可得

犘（犣２＞犣１）＝犘（犡２＜犡１，犢２＜犢１）＋犘（犡２＞犡１，犢２＞犢１）．

由此可知，犣１≥ｐｒ犣２ 等价于

犘（犡２＞犡１，犢２＜犢１）＋犘（犡２＜犡１，犢２＞犢１）≥犘（犡２＞犡１，犢２＞犢１）＋犘（犡２＜犡１，犢２＜犢１）．

因此，要证明犣１≥ｐｒ犣２ 等价于证明

犘（犡２＞犡１，犢２＜犢１）＋犘（犡２＜犡１，犢２＞犢１）≥犘（犡２＜犡１，犢２＜犢１）＋犘（犡２＞犡１，犢２＞犢１）．

对于任意的狔１≥狔２，令

狋（狔２，狔１）＝犈［犐（犡２＞犡１）犐（狔２＜狔１）＋犐（犡２＜犡１）犐（狔２＞狔１）］，

Δ狋（狔２，狔１）＝狋（狔２，狔１）－狋（狔１，狔２）．

对任意的狓１≤狓２，狔１≥狔２，易得

犐（狓１＞狓２）犐（狔２＜狔１）＝犐（狓１＞狓２）犐（狔１＜狔２）＝犐（狓１＜狓２）犐（狔１＜狔２）＝０，

可得

Δ狋（狔２，狔１）＝∫
＋∞

－∞∫狓１≤狓２
［犐（狓１ ＜狓２）犐（狔２ ＜狔１）＋犐（狓２ ＜狓１）犐（狔２ ＞狔１）］犳（狓１，狓２）ｄ狓１ｄ狓２＋
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∫
＋∞

－∞∫狓１≥狓２
［犐（狓１ ＜狓２）犐（狔２ ＜狔１）＋犐（狓２ ＜狓１）犐（狔２ ＞狔１）］犳（狓１，狓２）ｄ狓１ｄ狓２－

∫
＋∞

－∞∫狓１≤狓２
［犐（狓２ ＜狓１）犐（狔２ ＜狔１）＋犐（狓１ ＜狓２）犐（狔２ ＞狔１）］犳（狓１，狓２）ｄ狓１ｄ狓２－

∫
＋∞

－∞∫狓１≥狓２
［犐（狓２ ＜狓１）犐（狔２ ＜狔１）＋犐（狓１ ＜狓２）犐（狔２ ＞狔１）］犳（狓１，狓２）ｄ狓１ｄ狓２ ＝

∫
＋∞

－∞∫狓１≤狓２
［犐（狓１ ＜狓２）犐（狔２ ＜狔１）＋犐（狓２ ＜狓１）犐（狔２ ＞狔１）］犳（狓１，狓２）ｄ狓１ｄ狓２＋

∫
＋∞

－∞∫狓１≤狓２
［犐（狓２ ＜狓１）犐（狔２ ＜狔１）＋犐（狓１ ＜狓２）犐（狔２ ＞狔１）］犳（狓２，狓１）ｄ狓１ｄ狓２－

∫
＋∞

－∞∫狓１≤狓２
［犐（狓２ ＜狓１）犐（狔２ ＜狔１）＋犐（狓１ ＜狓２）犐（狔２ ＞狔１）］犳（狓１，狓２）ｄ狓１ｄ狓２－

∫
＋∞

－∞∫狓１≤狓２
［犐（狓１ ＜狓２）犐（狔２ ＜狔１）＋犐（狓２ ＜狓１）犐（狔２ ＞狔１）］犳（狓２，狓１）ｄ狓１ｄ狓２ ＝

犐（狔２ ＜狔１）∫
＋∞

－∞∫狓１≤狓２犐
（狓１ ＜狓２）［犳（狓１，狓２）－犳（狓２，狓１）］ｄ狓１ｄ狓２．

令犺（狓１）＝犐（狓１＜狓２），狑（狓１）＝［犳（狓１，狓２）－犳（狓２，狓１）］犐（狓１＜狓２）．对任意的狔１≥狔２，犐（狓１＜狓２）关

于狓１∈（－∞，狓２］单调递减且非负．又知（犡１，犡２）是ＬＷＳＡＩ的，可得∫
狓
２

－∞
犳（狓１，狓２）ｄ狓１≥∫

狓
２

－∞
犳（狓２，

狓１）ｄ狓１，进而可得

∫
＋∞

－∞
狑（狓１）ｄ狓１ ＝∫

＋∞

－∞

［犳（狓１，狓２）－犳（狓２，狓１）］犐（狓１ ＜狓２）ｄ狓１ ＝

　　　∫
狓
２

－∞

［犳（狓１，狓２）－犳（狓２，狓１）］ｄ狓１ ≥０．

　　根据引理１可知

∫
狓
２

－∞
犐（狓１ ＜狓２）［犳（狓１，狓２）－犳（狓２，狓１）］ｄ狓１ ＝∫

＋∞

－∞
犺（狓１）狑（狓１）ｄ狓１ ≥０．

又因为犐（狔２＜狔１）显然关于狔２∈（－∞，狔１）递减，故可推出Δ狋（狔２，狔１）关于狔２∈（－∞，狔１）递减．因

此，可知狋∈犌
１，２
ｌｗｓ（狀），又因为（犢２，犢１）是ＬＷＳＡＩ的，可推出犈［狋（犢２，犢１）］≥犈［狋（犢１，犢２）］，即

犈［犐（犡２＞犡１）犐（犢２＜犢１）＋犐（犡２＜犡１）犐（犢２＞犢１）］≥

　　犈［犐（犡２＜犡１）犐（犢２＜犢１）＋犐（犡２＞犡１）犐（犢２＞犢１）］．

从而可得

犘（犡２＞犡１，犢２＜犢１）＋犘（犡２＜犡１，犢２＞犢１）≥犘（犡２＞犡１，犢２＞犢１）＋犘（犡２＜犡１，犢２＜犢１）．

　　证毕．

定理４指出分配两个冷储备冗余元件给具有ＬＷＳＡＩ寿命的两个工作元件的串联系统时，将寿命

较长的冗余元件分配给寿命较短的工作元件的分配策略较好．

３　结束语

考虑在工作元件寿命和冗余元件寿命相互独立且分别具有相依性的条件下，分别研究串联系统下

一个冗余元件和两个冗余元件的冷储备问题和热储备问题．利用随机序和相依性相关的定义和性质，建

立不同冗余分配策略下串联系统在随机占优序下的冗余最优分配，研究表明，将寿命较长的冗余元件分

配给寿命较短的工作元件的分配策略较好．注意到，串联系统是属于特殊的狀中取犽系统结构，因此，一

个直接的想法是在工作元件寿命具有相依性下，考虑冗余分配之后狀中取犽系统的寿命之间的随机占

优序关系，这将是今后工作的一个中心．
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