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　　　广义犆犪犿犪狊狊犪犎狅犾犿方程的不对称

孤立波和不对称扭波的存在性

温振庶，黄紫红

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　利用动力系统定性理论和分支方法研究广义ＣａｍａｓｓａＨｏｌｍ方程的行波．通过关键的分支值得到相

应平面系统的相图，从而给出孤立波和扭波存在的充分条件；并且发现得到的孤立波和扭结波是不对称的，这

与传统的对称孤立波和对称扭波是不一样的．
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近几十年来，学者们提出了许多重要的非线性演化方程来模拟不同的非线性现象，例如流体动力学

中的浅水波运动，等离子体中的离子声波等，其中，ＣａｍａｓｓａＨｏｌｍ（ＣＨ）方程及其变体得到了广泛的关

注．著名的经典ＣＨ方程
［１］

狌狋＋２犽狌狓－狌狋狓狓＋３狌狌狓＝２狌狓狌狓狓＋狌狌狓狓狓 （１）

模拟了浅水波在平底的单向传播．狌（狓，狋）代表狋时刻在空间方向狓上的流体速度，犽是与临界浅水波速

有关的常数．方程（１）具有双哈密顿结构和无穷多个守恒定律，并且是完全可积的
［１３］．许多学者对ＣＨ

方程（１）的解及动力学性质进行了研究．ＣＨ方程的１个显著特征是具有尖孤子，即当犽＝０时，有尖孤

立波狌（狓，狋）＝犮ｅ－｜狓－犮狋｜．事实上，当犽≠０时，ＣＨ方程也有尖孤立波狌（狓，狋）＝
３犽
２
ｅ－ 狓－

犽
２狋 －犽

［４］．除了非

光滑孤立波外，方程（１）也有光滑孤立波
［４］．所有这些解都具有某种对称性，即它们是关于直线对称或点
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对称的．然而，还没有发现ＣＨ型方程有不对称解．文中将证明广义ＣＨ方程
［５６］

狌狋－狌狋狓狓＝狓（２＋狓）［（２－狓）狌］
２ （２）

具有非对称孤立波和非对称扭波，其定义如下．

定义１　对称孤立波狌＝φ（ξ）是关于直线ξ＝犮０ 对称的孤立波，其中，犮０ 是常数；否则，它是不对称

孤立波．

定义２　对称扭波狌＝φ（ξ）是关于点（ξ０，狌０）对称的扭结波，其中，ξ０ 和狌０ 是常数；否则，它是不对

称扭波．

方程（２）首先由Ｎｏｖｉｋｏｖ提出
［５］．通过得到其拟局部高次对称性的无穷维族，Ｎｏｖｉｋｏｖ证明了方程

（２）是可积的
［５］，并且它属于以下类

狌狋－狌狋狓狓＝犉（狌，狌狓，狌狓狓，狌狓狓狓）． （３）

　　这引起了人们的极大兴趣，特别是式（３）的可能的可积成员．Ｔｕ等
［６］通过建立局部适定性并给出爆

破准则，研究了方程（２）的Ｃａｕｃｈｙ问题．Ｍｉ等
［７］进一步研究了方程（２）的非一致依赖性和适定性．本文

从动力系统的角度［８１８］研究方程（２）的行波，通过关键的分支值得到孤立波和扭波存在的充分条件；首

次观测到ＣＨ型方程（２）的非对称孤立波和非对称扭波，拓展了以前的工作．

１　定性分析和相图

方程（２）可以写成

狌狋－狌狋狓狓＝狓（８狌
２－２狌２狓－４狌狌狓狓＋２狌狓狌狓狓）． （４）

对于给定的波速犮＞０，将狌（狓，狋）＝φ（ξ），ξ＝狓－犮狋代入式（４）并积分一次，得到

（４φ＋犮－２φ′）φ″＝８φ
２＋犮φ＋犵－２（φ′）

２． （５）

令狔＝φ′，得到一个平面系统

ｄφ
ｄξ
＝狔，

ｄ狔
ｄξ
＝
８φ

２＋犮φ＋犵－２狔
２

４φ＋犮－２狔

烍

烌

烎
．

（６）

其首次积分为

犎（φ，狔）＝２φ狔
２＋
犮
２
狔
２－
２

３
狔
３－

８

３φ
３＋
犮
２φ

２＋犵（ ）φ ． （７）

利用尺度变换ｄξ＝（４φ＋犮－２狔）ｄτ，系统（６）变为哈密顿系统，即

ｄφ
ｄτ
＝（４φ＋犮－２狔）狔，

ｄ狔
ｄτ
＝８φ

２＋犮φ＋犵－２狔
２

烍

烌

烎
．

（８）

显然，当犵＜
犮２

３２
时，系统（８）在φ轴上有２个平衡点犃１（φ１，０）和犃２（φ２，０），且有

φ１ ＝－
１

１６
（犮２－３２槡 犵＋犮），

φ２ ＝
１

１６
（犮２－３２槡 犵－犮）

烅

烄

烆
．

此外，系统（８）有１个平衡点犅
２犵－犮

２

６犮
，犮
２＋４犵
６（ ）犮

在直线狔＝２φ＋
犮
２
上．

设λ（φ，狔）为系统（８）在平衡点（φ，狔）处的线性化系统的特征值．通过直接计算，有

λ
２（φ，０）＝ （４φ＋犮）犳′（φ）， （９）

和 λ
２ ２犵－犮

２

６犮
，犮
２
＋４犵
６（ ）犮

＝犮
２
＋４犵． （１０）

　　由式（９）和式（１０），根据动力系统理论，将系统（８）的奇点个数及其在相应的参数条件下的动力学行

为总结在引理１中．
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引理１　１）当犵＜－犮
２／４时，系统（８）有３个奇点犃１，犃２ 和犅．而且犃１ 和犃２ 是鞍点，犅是中心．

２）当犵＝－犮
２／４时，系统（８）有２个奇点犃１（与犃２ 重合）和犅．而且犃１ 是退化的，犃２ 是鞍点．

３）当－犮２／４＜犵＜犮
２／３２时，系统（８）有３个奇点犃１，犃２ 和犅．而且犃２ 和犅是鞍点，犃１ 是中心．

４）当犵＝犮
２／３２时，系统（８）有２个奇点犃１（与犃２ 重合）和犅．而且犃１ 是退化的，犅是鞍点．

此外，对引理１中的子情形３），当犎（φ２，０）＝犎
２犵－犮

２

６犮
，犮
２＋４犵
６（ ）犮

，可得到１个关键分支值犵＝０，使

系统（８）有２条连接２个鞍点犃２ 和犅的异宿轨．

基于上述分析，得到了系统（６）在对应的参数条件下的相图，如图１所示．

　（ａ）犵＜－犮
２／４　　　　　　　　　（ｂ）犵＝－犮

２／４　　　　　　　　（ｃ）－犮２／４＜犵＜０

　（ｄ）犵＝０　　　　　　　　　（ｅ）０＜犵＜犮
２／３２　　　　　　　　　（ｆ）犵＝犮

２／３２

图１　系统（６）在对应的参数条件下的相图

Ｆｉｇ．１　Ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓｏｆｓｙｓｔｅｍ（６）ｕｎｄｅｒｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

２　主要结果

动力系统的同宿轨对应于孤立波，动力系统的异宿轨对应于扭波．因此，对应于图１相图的不对称

同宿轨和不对称异宿轨，有定理１．

定理１　　１）当犵＜－犮
２／４时，广义ＣＨ方程（２）有１个不对称孤立波．

２）当－犮２／４＜犵＜０时，广义ＣＨ方程（２）有１个不对称孤立波．

３）当０＜犵＜犮
２／３２时，广义ＣＨ方程（２）有１个不对称孤立波．

４）当犵＝０时，广义ＣＨ方程（２）具有１对不对称扭波和反扭波．

注１　由于哈密顿函数（７）的复杂性，无法得到不对称孤立波和不对称扭波的精确表达式．然而，当

０＜犵＜犮
２／３２时，非对称孤立波的波形图，如图２（ａ）所示；当犵＝０时，非对称扭波的波形图，如图２（ｂ）

所示．

（ａ）非对称孤立波　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）非对称扭波　

图２　非对称孤立波和非对称扭波的波形图

Ｆｉｇ．２　Ｐｒｏｆｉｌｅｓｏｆａｓｙｍｍｅｔｒｉｃｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅａｎｄａｓｙｍｍｅｔｒｉｃｋｉｎｋｗａｖｅ

９７２第２期　　　　　　 温振庶，等：广义ＣａｍａｓｓａＨｏｌｍ方程的不对称孤立波和不对称扭波的存在性



犺狋狋狆：∥狑狑狑．犺犱狓犫．犺狇狌．犲犱狌．犮狀

３　结束语

通过分析广义ＣＨ方程（２）对应的平面系统（６），给出孤立波和扭波存在的充分条件，并首次发现

ＣＨ型方程（２）的非对称孤立波和非对称扭波．非对称非线性波的发现将极大地丰富以往的研究成果．
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