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　　　时间分数阶犅犾犪犮犽犛犮犺狅犾犲狊方程的

重心犔犪犵狉犪狀犵犲插值配点法

吴哲，黄蓉，田朝薇

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　针对欧式期权定价的时间分数阶ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ模型，设计一种重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法格式．首先，

采用Ｌａｐｌａｃｅ变换近似Ｃａｐｕｔｏ型分数阶导数，将分数阶方程转化为整数阶方程；然后，在时空方向上均采用

重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法进行离散，构造重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法格式．结果表明：时间分数阶Ｂｌａｃｋ

Ｓｃｈｏｌｅｓ方程的重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法具有高精度和有效性．

关键词：　Ｃａｐｕｔｏ型分数阶导数；ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ方程；Ｌａｐｌａｃｅ变换；重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法
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１９７３年，Ｂｌａｃｋ等
［１］提出了著名的期权定价公式（ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ方程），然而，经典ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ模

型过于简单和理想化，早在１９６０年，Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ
［２］就观察到相对股价变动的长尾分布，并推导出使用稳

定的Ｌéｖｙ运动代替标准几何布朗运动．由于分数阶导数的记忆性和继承性，且非常接近Ｌéｖｙ过程，故

分数阶微分方程更能合理描述现实中资产价格波动的情况．近年来，Ｍｅｓｇａｒａｎｉ等
［３］在时空方向上分别

采用２－α阶线性插值法和基于第２类切比雪夫配点法逼近空间导数项；Ａｎ等
［４］对Ｃａｐｕｔｏ型分数阶

ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ模型构造了一种时空谱法的高阶数值格式；Ｓｈｅ等
［５］在时空方向上分别采用基于变量变
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化的犔１法和切比雪夫伽辽金法进行离散；Ｔｉａｎ等
［６］提出求解时间分数阶欧式期权ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ模型

的３种紧致有限差分格式；张俊良等
［７］提出基于３阶消息队列（ＭＱ）拟插值求解时间分数阶ＢＳ模型的

无网格数值方法．

Ｌａｐａｌｃｅ变换近似Ｃａｐｕｔｏ型分数阶导数，能有效减少因分数阶导数引起的存储量，从而简化计算．

文献［８９］验证了Ｌａｐｌａｃｅ变换法的有效性．重心插值配点法是一种新型高效率、高精度的无网格数值

计算方法，因其计算量小且易于编程，已广泛应用于求解Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程
［１０］、ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程

［１１１２］、

弹性力学问题［１３］中．基于此，本文通过Ｌａｐｌａｃｅ变换将分数阶ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ方程转换为整数阶方程，在

时空方向均采用重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法进行离散．

１　分数阶犅犾犪犮犽犛犮犺狅犾犲狊方程的数值格式

１．１　时间分数阶犅犾犪犮犽犛犮犺狅犾犲狊方程

时间分数阶ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ方程为


α犝

τ
α＋
σ
２

２
犛２

２犝

犛
２＋狉犛

犝

犛
－狉犝＝０，　　０＜犛＜∞，　０≤τ＜犜，

犝（犛，犜）＝ｍａｘ（犓－犛，０），　　０≤犛＜∞，

犝（０，τ）＝犓，　　犝（犛∞，τ）＝０，　　犛∞→∞，　０≤τ≤犜

烍

烌

烎．

（１）

式（１）中：犝 为欧式看跌期权价格，犝＞０；犛为股票价格，犛＞０；τ为时间；狉为无风险利率，狉＞０；σ为股票

价格犛的波动率，σ＞０；犓 为执行价格，犓＞０；犜为到期日，犜＞０；α为时间分数阶导数的阶数．


α犝（犛，τ）

τ
α

（０＜α≤１）为修正的右侧ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶导数，即


α犝（犛，τ）

τ
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Γ（１－α）
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ｄτ∫
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犝（犛，ξ）－犝（犛，犜）
（ξ－τ）

α ｄξ，　　０＜α＜１，

犝（犛，τ）

τ
，　　α＝１

烅

烄

烆
．

（２）

式（２）中：Γ（·）为Ｇａｍｍａ函数，特别地，当α＝１时，式（２）简化成经典的ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ方程．

引入变换犛＝ｅ狓，以消去式（１）中偏导的变系数犛；再引入变换τ＝犜－狋，则狌（狓，狋）＝犝（ｅ
狓，犜－狋）．由

文献［１４］可将修正的右侧ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶导数转换成Ｃａｐｕｔｏ型分数阶导数，即

犆
０犇

α
狋狌（狓，狋）＝

１

Γ（１－α）∫
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０

狌（狓，ζ）
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αｄζ，　　０＜α＜１，

狌（狓，狋）
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，　　α＝１

烅

烄

烆
．

（３）

为不失一般性，且便于用算例验证算法精度，式（１）转化为

犆
０犇

α
狋狌（狓，狋）－

σ
２

２

２狌

狓
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σ
２

（ ）２ 狌

狓
＋狉狌＝犳（狓，狋），　　－∞＜狓＜∞，　０＜狋≤犜，

狌（狓，０）＝ｍａｘ（犓－ｅ狓，０），　　－∞＜狓＜∞，

狌（－∞，狋）＝犓，　　狌（∞，狋）＝０，　　０＜狋≤犜

烍

烌

烎．

（４）

为求出式（４）的数值解，需将原无界区域截断为有限区域，即

犆
０犇

α
狋狌（狓，狋）－

σ
２

２

２狌

狓
２－ 狉－

σ
２

（ ）２ 狌

狓
＋狉狌＝犳（狓，狋），　　犪＜狓＜犫，　０＜狋≤犜，

狌（狓，０）＝ｍａｘ（犓－ｅ狓，０），　　犪＜狓＜犫，

狌（犪，狋）＝犓，　　狌（犫，狋）＝０，　　０≤狋≤犜

烍

烌

烎．

（５）

１．２　整数阶方程

针对式（５），使用Ｌａｐｌａｃｅ变换逼近方程的分数阶导数，即

Ｌ｛犆０犇
α
狋狌（狓，狋）｝＝狊

α^狌（狓，狊）－狊α－１狌（狓，０）＝狊α［^狌（狓，狊）－狊－１狌（狓，０）］． （６）

式（６）中：^狌（狓，狊）是狌（狓，狋）的Ｌａｐｌａｃｅ变换．

由于α∈（０，１），故可以将狊α 线性化，即
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狊α≈α狊
１＋（１－α）狊

０＝α狊＋（１－α）． （７）

将式（７）代入式（６），可得

Ｌ 犆
０犇

α
狋狌（狓，狋｛ ｝）≈［α狊＋（１－α）］［^狌（狓，狊）－狊

－１狌（狓，０）］＝　　　　

　　　　　　　　　　　　α狊［^狌（狓，狊）－狊
－１狌（狓，０）］＋（１－α）［^狌（狓，狊）－狊

－１狌（狓，０）］． （８）

由Ｌａｐｌａｃｅ逆变换可知

Ｌ－１｛狊［^狌（狓，狊）－狊－１狌（狓，０）］｝＝
狌（狓，狋）

狋
， （９）

Ｌ－１ 狌^（狓，狊｛ ｝）＝狌（狓，狋）， （１０）

Ｌ－１｛狊－１狌（狓，０）｝＝狌（狓，０）． （１１）

对式（８）两端进行Ｌａｐｌａｃｅ逆变换，并将式（９）～（１１）代入式（８）中，有

犆
０犇

α
狋狌（狓，狋）≈α

狌（狓，狋）

狋
＋（１－α）［狌（狓，狋）－狌（狓，０）］． （１２）

故时间分数阶ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ方程转换为整数阶方程，即

α
狌（狓，狋）

狋
－
σ
２

２

２狌（狓，狋）

狓
２ － 狉－

σ
２

（ ）２ 狌（狓，狋）

狓
＋（狉＋１－α）狌（狓，狋）－（１－α）狌（狓，０）＝犳（狓，狋）． （１３）

１．３　对流项的消去

将式（１３）的两边同时乘以
２

σ
２
，有

２α

σ
２

狌（狓，狋）

狋
－

２狌（狓，狋）

狓
２ ＋ １－

２狉

σ（ ）２ 狌（狓，狋）狓
＋
２（狉＋１－α）

σ
２ 狌（狓，狋）－

２（１－α）

σ
２ 狌（狓，０）＝

２

σ
２犳（狓，狋）．（１４）

为采用重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法，去掉式（１４）中对狓的一阶导数项．令β＝１－
２狉

σ
２
，同时，引入文献

［１５］中的指数变换，再令狌（狓，狋）＝ｅ
１
２β狓狏（狓，狋），则式（１４）化为

２α

σ
２

狏（狓，狋）

狋
－

２狏（狓，狋）

狓
２ ＋

２

σ
２

１

２σ
２
（狉＋
σ
２

２
）２＋１－［ ］α狏（狓，狋）＝２σ２犳（狓，狋）ｅ

－
１
２β狓＋

２（１－α）

σ
２ 狏（狓，０）．（１５）

再将方程（１５）的两边同时乘以
σ
２

２α
，有

狏（狓，狋）

狋
－
σ
２

２α

２狏（狓，狋）

狓
２ ＋

１

α

１

２σ
２
（狉＋
σ
２

２
）２＋１－［ ］α狏（狓，狋）＝１α犳（狓，狋）ｅ

－
１
２β狓＋

（１－α）

α
狏（狓，０）．（１６）

为简化模型，令λ＝
σ
２

２α
，θ＝

１

α

１

２σ
２
（狉＋
σ
２

２
）２＋１－［ ］α ，犵（狓，狋）＝１α犳（狓，狋）ｅ

－
１
２β狓＋

（１－α）

α
狏（狓，０），则式

（５）化为

狏（狓，狋）

狋
－λ

２狏（狓，狋）

狓
２ ＋θ狏（狓，狋）＝犵（狓，狋），　　犪＜狓＜犫，　０＜狋≤犜，

狏（狓，０）＝ｍａｘ（（犓－ｅ狓）·ｅ－
１
２β狓，０），　　犪＜狓＜犫，

狏（犪，狋）＝犓·ｅ－
１
２β犪，　　狏（犫，狋）＝０，　０≤狋≤犜

烍

烌

烎．

（１７）

１．４　重心犔犪犵狉犪狀犵犲插值

设有狀＋１个不同节点狓犻（犻＝０，１，…，狀）和对应一组值狔犻，狆（狓）为次数不超过狀的多项式，满足

狆（狓犻）＝狔犻（犻＝０，１，…，狀）．由于多项式狆（狓）具有唯一性，可将狆（狓）改写成Ｌａｇｒａｎｇｅ插值公式，即

狆（狓）＝∑
狀

犼＝０

犔犼（狓）狔犼，　　犔犼（狓）＝ ∏
狀

犻＝０，犻≠犼

（狓－狓犻）
（狓犼－狓犻）

（犼＝０，１，…，狀）． （１８）

式（１８）中：犔犼（狓）为Ｌａｇｒａｎｇｅ插值基函数，且满足

∑
狀

犼＝０

犔犼（狓）＝１，　　犔犼（狓犻）＝δ犼，犻 ＝
１，　　犼＝犻，　犻，犼＝０，１，…，狀，

０，　　犼≠犻，　犻，犼＝０，１，…，狀｛ ．
（１９）

令犾（狓）＝ （狓－狓０）（狓－狓１）…（狓－狓狀），重心权ω犼 ＝
１

∏
狀

犻＝０，犻≠犼

（狓犼－狓犻）

（犼＝０，１，…，狀），则犔犼（狓）＝

１７２第２期　　　　　　　　吴哲，等：时间分数阶ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ方程的重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法



犺狋狋狆：∥狑狑狑．犺犱狓犫．犺狇狌．犲犱狌．犮狀

犾（狓）
ω犼

狓－狓犼
（犼＝０，１，…，狀），可得

狆（狓）＝犾（狓）∑
狀

犼＝０

ω犼
狓－狓犼

狔犼． （２０）

令狆（狓）＝１，代入式（２０），可得恒等式１＝犾（狓）∑
狀

犼＝０

ω犼
狓－狓犼

，则重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值公式为

狆（狓）＝∑
狀

犼＝０

ω犼
狓－狓犼

狔犼／∑
狀

犽＝０

ω犽
狓－狓犽

． （２１）

为使重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值具有优良的数值稳定性，选取第２类Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ节点狓犻＝ｃｏｓ
犻
狀（ ）π ，犻＝０，

１，…，狀．

１．５　基于重心犔犪犵狉犪狀犵犲插值配点法的犅犾犪犮犽犛犮犺狅犾犲狊方程的求解

对式（１７）的第一个方程做重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法，将［犪，犫］和［０，犜］分别离散为犿，狀个Ｃｈｅｂｙ

ｓｈｅｖ节点，犪＝狓１＜狓２＜…＜狓犿＝犫，０＝狋１＜狋２＜…＜狋狀＝犜，则在区域Ω＝［犪，犫］×［０，犜］上形成了犿×狀

个张量型节点（（狓犻，狋犼），犻＝１，２，…，犿，犼＝１，２，…，狀）．

狏（狓，狋）在节点狓１，狓２，…，狓犿 的公式为狏（狓犻，狋）：＝狏犻（狋），考虑热传导方程，固定狋，则狏（狓，狋）在节点

狓１，狓２，…，狓犿 的重心插值公式为

狏（狓，狋）＝∑
犿

犼＝１

犔犼（狓）狏犼（狋）． （２２）

式（２２）中：狓方向上的插值基函数犔犼（狓）＝
ω犼

狓－狓犼
／∑

犿

犼＝１

ω犼
狓－狓犼

，重心权ω犼的选择依赖于不同的重心插值

配点法．

同理，固定狓，则狏（狓，狋）在节点狋１，狋２，…，狋狀 的重心插值公式为

狏（狓，狋）＝∑
狀

犼＝１

犔犼（狋）狏犼（狓）． （２３）

式（２３）中：犔犼（狋）为狋方向上的插值基函数．

由式（２２），（２３）可知：狏（狓，狋）在节点｛（狓犻，狋犼），犻＝１，２，…犿，犼＝１，２，…，狀｝上的重心插值公式为

狏（狓，狋）＝∑
犿

犻＝１
∑
狀

犼＝１

犔犻（狓）犔犼（狋）狏犻，犼． （２４）

考虑狏（狓，狋）对变量狓，狋求犾＋犽阶偏导数，即


犾＋犽狏

狓
犾
狋
犽 ＝∑

犿

犻＝１
∑
狀

犼＝１

犔犻（犾）（狓）犔犼（犽）（狋）狏犻，犼，　　犾，犽＝０，１，２，…，狀． （２５）

上述偏导数在节点（狓狉，狋狆）处的函数近似值为

狏
（犾，犽）（狓狉，狋狆）＝∑

犿

犻＝１
∑
狀

犼＝１

犔
（犾）
犻 （狓狉）犔

（犽）
犼 （狋狆）狏犻，犼，　　狉＝１，２，…，犿，　狆＝１，２，…，狀． （２６）

犵（狓犻，狋）＝犵犻（狋），犻＝１，２，…，犿，令狏犻＝［狏犻，１，狏犻，２，…，狏犻，狀］
Ｔ，犻＝１，２，…，犿，犵犻＝［犵犻，１，犵犻，２，…，犵犻，狀］

Ｔ＝

［犵犻（狋１），犵犻（狋２），…，犵犻（狋狀）］
Ｔ，则式（１７）的重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法数学公式为

［∑
犿

犻＝１
∑
狀

犼＝１

犔犻（０）（狓狉）犔犼（１）（狋狆）－λ∑
犿

犻＝１
∑
狀

犼＝１

犔犻（２）（狓狉）犔犼（０）（狋狆）＋

θ∑
犿

犻＝１
∑
狀

犼＝１

犔犻（狓狉）犔犼（狋狆）］狏犻，犼 ＝犵犻（狋）．　　　　　　　 （２７）

偏导数和微分矩阵对应关系为


犾＋犽狏

狓
犾
狋
犽犕

（犾）
犇

（犽），　　犾，犽＝０，１，２，…狀． （２８）

式（２８）中：犕
（０）＝犐犿；犇

（０）＝犐狀；表示矩阵的Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积；犕
（犾），犇

（犽）分别为关于节点狓１，狓２，…，狓犿 和

节点狋１，狋２，…，狋狀 的重心型插值狆阶微分矩阵；犐犿，犐狀 分别为犿，狀阶单位矩阵．

令犞＝［狏１
Ｔ，狏２

Ｔ，…，狏犿
Ｔ］，犌＝［犵１

Ｔ，狏２
Ｔ，…，狏犿

Ｔ］，将式（２７）表示为微分矩阵的形式，即
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［犐犿犇
（１）－λ犐犿，狀（犕

（２）
犐狀）＋θ犐犿，狀］犞＝犌． （２９）

式（２９）中：λ＝
σ
２

２α
；θ＝

１

α

１

２σ
２ 狉＋

σ
２

（ ）２
２

＋１－［ ］α ．
１．６　插值误差估计

插值误差估计有利于验证算法的整体误差结果，由文献［１６］的定理３．１，可得定理１．

定理１　如果φ（狓，狋）∈犆
狀＋１（Ω），Ω＝［犪，犫］×（０，犜］∈犚

２ 为一个带Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续边界的非空开集，

φ
犺（狓，狋）为φ（狓，狋）的重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值函数，则有如下插值误差估计数学公式成立，即

ｍａｘ
（狓，狋）∈Ω

φ（狓，狋）－φ
犺（狓，狋）≤‖φ

（狀＋１）（狓，狋）‖∞ 犮狓
ｅ（犫－犪）

２（ ）犕

犕

＋犮狋
ｅ犜
２（ ）犖｛ ｝

犖

， （３０）

ｍａｘ
（狓，狋）∈Ω


２

φ（狓，狋）

狓
２ －


２

φ
犺（狓，狋）

狓
２ ≤犮


狓 ‖φ

（狀＋１）（狓，狋）‖∞

ｅ（犫－犪）

２（犕－２（ ））
犕－２

， （３１）

ｍａｘ
（狓，狋）∈Ω

φ（狓，狋）

狋
－
φ

犺（狓，狋）

狋
≤犮


狋 ‖φ

（狀＋１）（狓，狋）‖∞

ｅ犜
２（犖－１（ ））

犖－１

． （３２）

式（３０）～（３２）中：犮狓，犮

狓 ，犮


狋 均表示大于０的任意常数．

因此，插值误差估计数学公式为指数收敛，且代数方程的收敛阶由微分算子的阶数决定．

２　数值算例

为便于分析，定义最大相对误差εｍａｘ（犿，狀）＝
‖狌ｅ（狓，狋）－狌ｃ（狓，狋）‖犔

∞

‖狌ｅ（狓，狋）‖犔
∞

．其中，狌ｅ（狓，狋）和狌ｃ（狓，狋）分

别为方程的精确解和数值解，‖‖犔
∞ ＝ｍａｘ

１≤犻≤狀
狌（狓，狋）为向量的无穷范数．

２．１　算例１

为验证式（２９）的高精度和有效性，考察如下时间分数阶微分方程的初边值问题，即

犆
０犇

α
狋狌（狓，狋）－

σ
２

２

２狌

狓
２－ 狉－

σ
２

（ ）２ 狌

狓
＋狉狌＝犳（狓，狋），　　０＜狓＜１，　０＜狋≤１，

狌（狓，０）＝ｓｉｎ（π狓），　　０＜狓＜１，

狌（０，狋）＝０，　　狌（１，狋）＝０，　０≤狋≤１

烍

烌

烎．

（３３）

式（３３）中：狉＝０．５；σ 槡＝ ２；狌（狓，狋）＝（狋
３＋１）ｓｉｎ（π狓）；犳（狓，狋）＝

ｓｉｎ（π狓）

Γ（１－α）
３

３－α
－
６

２－α
＋
３

１－（ ）α狋３－α＋
σ
２

２
π
２

（狋３＋１）ｓｉｎ（π狓）－ 狉－
σ
２

（ ）２ π（狋
３＋１）ｃｏｓ（π狓）＋狉（狋

３＋１）ｓｉｎ（π狓）．

通过对ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ方程进行指数变换，式（３３）可以转化为式（１７）的形式，然后，运用重心Ｌａ

ｇｒａｎｇｅ插值配点法求解，即

狏

狋
－λ

２狏

狓
２＋θ狏＝犵（狓，狋），　　０＜狓＜１，　０＜狋≤１，

狏（狓，０）＝ｓｉｎ（π狓）·ｅ
－
１
２β狓，　　０＜狓＜１，

狏（０，狋）＝０，　　狏（１，狋）＝０，　　０≤狋≤１

烍

烌

烎，

（３４）

式（３４）中：λ＝
σ
２

２α
；θ＝

１

α

１

２σ
２ 狉＋

σ
２

（ ）２
２

＋１－［ ］α ；犵（狓，狋）＝１α犳（狓，狋）·ｅ
－
１
２β狓＋

１－α
α
狏（狓，０）；β＝１－

２狉

σ
２．

取犿＝３２，狀＝３２，α＝０．８，用重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法计算式（３４），由狌（狓犻，狋犼）＝ｅ
１
２β狓狏（狓犻，狋犼），可

以将数值解狏（狓犻，狋犼）转化为数值解狌（狓犻，狋犼），并对数值解狌（狓犻，狋犼）与精确解进行误差分析．其中，变量

狓，狋的Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ节点数分别为犿＋１，狀＋１．重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法分布图像，如图１所示．图１

中：ε（狓，狋）为误差函数．

由图１可知：重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法求出的方程数值解图像逼近真实解图像，在求解式（３４）时

该方法是有效的，且可以达到较高精度．

当狉＝０．５，σ 槡＝ ２时，分别取不同的剖分节点数犿，狀和不同的α，重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法求解式

（３４）的最大相对误差，如表１所示．二阶中心差分格式求解式（３４）的最大相对误差，如表２所示．
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（ａ）精确解

由表１，２可知以下４点结论．

１）对于重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法，网格剖分越细，

数值精度越高；２）对于重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法，随着

α取值的增大，最大相对误差经历了一个先增大后减小

的过程；３）从最大误差角度来看，在空间和时间方向剖

分数都很少的情况下，两种计算格式下的数值解都可以

逼近精确解，效果都很好；４）与二阶中心差分格式相

比，当α取不同的值时，重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法只需

要较少的剖分节点数便可以达到更稳定、更高的精度，

且更加高效．

　（ｂ）数值解　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｃ）误差分布

图１　重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法分布图像

Ｆｉｇ．１　ＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｏｆｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃＬａｇｒａｎｇｅｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ

表１　重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法求解式（３４）的最大相对误差

Ｔａｂ．１　Ｍａｘｉｍｕｍｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｏｆｓｏｌｖｉｎｇｆｏｒｍｕｌａ（３４）ｂｙｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃＬａｇｒａｎｇｅｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ

εｍａｘ（犿，狀）
α

０．２ ０．５ ０．９

εｍａｘ（３，３） ６．７０３６×１０－２ ６．９３７６×１０－２ ６．３５２４×１０－２

εｍａｘ（４，４） ２．５５９５×１０－３ ５．７７９６×１０－３ ２．１４２８×１０－３

εｍａｘ（６，６） ５．４２５６×１０－３ ８．８８９３×１０－３ ３．３６６１×１０－３

εｍａｘ（８，８） ５．４１０７×１０－３ ８．８７４５×１０－３ ３．３５５３×１０－３

εｍａｘ（１０，１０） ５．４１０８×１０－３ ８．８７４５×１０－３ ３．３５６３×１０－３

εｍａｘ（１２，１２） ５．４１０８×１０－３ ８．８７４５×１０－３ ３．３５５７×１０－３

表２　二阶中心差分格式求解式（３４）的最大相对误差

Ｔａｂ．２　Ｍａｘｉｍｕｍｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｏｆｓｏｌｖｉｎｇｆｏｒｍｕｌａ（３４）ｂｙｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｃｅｎｔｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅ

εｍａｘ（犿，狀）
α

０．２ ０．５ ０．９

εｍａｘ（２０，３２） １．１８００×１０－２ １．９０５７×１０－２ ７．４４７１×１０－３

εｍａｘ（４０，３２） １．０４０７×１０－２ １．７６８６×１０－２ ６．１８７４×１０－３

εｍａｘ（６０，３２） １．０１５０×１０－２ １．７４３２×１０－２ ５．９６２０×１０－３

εｍａｘ（８０，３２） １．００６０×１０－２ １．７３４３×１０－２ ５．８８３１×１０－３

εｍａｘ（１００，３２） １．００１７×１０－２ １．７３０２×１０－２ ５．８４６２×１０－３

εｍａｘ（１２０，３２） ９．９９４８×１０－３ １．７２７９×１０－２ ５．８２６７×１０－３

２．２　算例２

时间分数阶ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ的初边值问题为


α犝

τ
α＋
１

２
σ
２犛２

２犝

犛
２＋狉犛

犝

犛
－狉犝＝０，　　犛犪＜犛＜犛犫，　０＜τ≤犜，

犝（犛，犜）＝ｍａｘ（犓－犛，０），

犝（犛犪，τ）＝犓，　　犝（犛犫，τ）＝０

烍

烌

烎．

（３５）
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式（３５）中：犝 为欧式看跌期权的价格，犝＞０；犛为股票的价格，犛＞０；τ为时间；狉为无风险利率，狉＞０；σ

为股票价格犛的波动率，σ＞０；犓 为执行价格，犓＞０；犜为到期时间，犜＞０．

式（３５）的数值解，如图２所示．由图２可知：采用重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法的数值解光滑且稳定．

当犓＝２０时，不同α下的欧式看跌期权价格变化，如图３所示．由图３可知：当犓 和犛相差很大，即

犛犓 或犛犓 时，时间分数阶导数的阶数α对欧式看跌期权价格几乎没有影响；当犓 和犛 相差不大，

即犛≈犓 时，期权价格受影响较为显著．

　　　　　图２　式（３５）的数值解　　　　　　　　　　图３　不同α下的欧式看跌期权价格变化

Ｆｉｇ．２　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｆｏｒｍｕｌａｒ（３５）　　　　　　Ｆｉｇ．３　ＰｒｉｃｅｃｈａｎｇｅｓｏｆＥｕｒｏｐｅａｎｐｕｔ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｏｐｔｉｏｎｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔαｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

不同σ，狉，犓，犜下的欧式期权价格变化，如图４所示．

　 　　（ａ）犓＝２０，狉＝０．００５，犜＝１　　　　　　　　 　　　　　　（ｂ）犓＝２０，犜＝１，σ＝０．３

（ｃ）狉＝０．００５，犜＝１，σ＝０．３　　　　　　　　　　　（ｄ）犓＝２０，狉＝０．００５，σ＝０．３

图４　不同σ，狉，犓，犜下的欧式期权价格变化

Ｆｉｇ．４　ＰｒｉｃｅｃｈａｎｇｅｓｏｆＥｕｒｏｐｅａｎｐｕｔｏｐｔｉｏｎｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔσ，狉，犓，犜

由图４（ａ）可知：当σ在０．１，０．２，０．３，０．４中变化时，犛在２０的附近，犝 将随着股票价格的波动率σ

的升高而升高，这与金融界高风险，高回报的观点相符合．由图４（ｂ）可知：狉越高，犝 越下跌．由图４（ｃ）

可知：犓 越大，犝 越增加．由图４（ｄ）可知：犜的变化不会明显引起犝 的变化．以上结果均与实际情形相

符，从而验证了式（２９）在求解分数阶ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ方程初边值问题的有效性．

５７２第２期　　　　　　　　吴哲，等：时间分数阶ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ方程的重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法
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３　结束语

对时间分数阶ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ方程的欧式看跌期权定价问题进行了研究，采用Ｌａｐｌａｃｅ变换近似

Ｃａｐｕｔｏ型分数阶导数，将分数阶ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ方程转化为整数阶问题．在时空方向均利用重心Ｌａ

ｇｒａｎｇｅ插值配点法离散，并给出配点法格式．与二阶中心差分格式相比，重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点格式

仅需取少量的剖分节点数，便可达到高精度．该方法可以扩展到具有多个自由度的ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ模型

问题的求解中，并可以推广到求解其他时间分数阶微分方程．
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