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一类解析函数的犅狅犺狉现象
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摘要：　研究平面带形区域犛＝｛狕＝狓＋ｉ狔，犆：－１＜狓＜１｝上一类解析函数，建立此类解析函数系数估计．利用

该估计，考虑这类解析函数的Ｂｏｈｒ现象，获得其解析函数的Ｂｏｈｒ半径及两个改进版的Ｂｏｈｒ不等式．
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１　预备知识

用犆表示复平面，犇＝ ｛狕∈犆：狘狕狘＜１｝表示犆中的单位开圆盘，犎（犇）表示犇上解析函数的全

体．经典的Ｂｏｈｒ不等式中，若犳（狕）＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀
∈犎（犇），且狘犳（狕）狘＜１，则有

∑
∞

狀＝０

狘犪狀狕
狀
狘≤１，　　狘狕狘≤

１

３
．

｜狕｜＝
１

３
是最佳的，通常将其称为Ｂｏｈｒ半径

［１３］．若对一切具有 犳 ＜１的函数犳∈犎（犇），存在某个

ρ，当｜狕｜≤ρ时，有类似的Ｂｏｈｒ不等式，则称犎（犇）中某函数族具有Ｂｏｈｒ现象．由于不是每一类函数都

具有Ｂｏｈｒ现象
［４］，因此，一类函数何时具有Ｂｏｈｒ现象是一个值得研究的问题．
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　　设Ω犇是平面单连通区域，用犎（Ω）表示Ω上解析函数全体，用犅（Ω）表示犳∈犎（Ω），使犳（Ω）

犇的解析函数全体，函数族Β（Ω）的Ｂｏｈｒ半径记为犅Ω∈（０，１），有

犅Ω ＝ｓｕｐ 狉∈ （０，１）：∑
∞

狀＝０

犪狀狉
狀
≤１，犳（狕）＝∑

∞

狀＝０

犪狀狕
狀
∈犅（Ω），狕∈｛ ｝犇 ．

２０１０年，文献［５］考虑了区域Ω为一类移动圆盘，当

Ωγ＝ 狕∈犆：狕＋
γ
１－γ

＜
１

１－｛ ｝γ ，　　０≤γ＜１

时，解析函数族犅（Ωγ）的Ｂｏｈｒ不等式，可得定理Ａ．

定理犃　假设犳（狕）∈犅（Ωγ），则有犅Ωγ ＝ργ：＝
１＋γ
３＋γ

，如果对某一犳（狕）＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀
∈犅（Ωγ），则有

∑
∞

狀＝０

狘犪狀狘ργ
狀
＝１，当且仅当犳（狕）＝犮，狘犮狘＝１．

２０２１年，文献［６］改进和推广了文献［５］的结果，结果之一为定理Ｂ．

定理犅　假设犳（狕）＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀
∈犎（犇），犳（狕）＜１，狕∈犇，则有

狘犪０狘＋∑
∞

狀＝１

犪狀狉
狀
＋
１６

９

犛狉

π
≤１，　　狉≤

１

３
．

上式中：１
３
和１６
９
是不能改进的；犛狉表示圆盘犇狉＝｛狕：｜狕｜＜狉｝在映射犳（狕）之下像的面积．

关于经典Ｂｏｈｒ不等式的更多改进和推广，可参见文献［７１６］．

文中考虑当区域Ω是带形区域犛＝｛狕＝狓＋ｉ狔∈犆：－１＜狓＜１｝时，解析函数族犅（犛）的Ｂｏｈｒ现象，

得到犅（犛）解析函数族的Ｂｏｈｒ半径及两个改进版的Ｂｏｈｒ不等式．

２　主要结果及其证明

证明以下引理．

引理１　设犳（狕）∈犅（犛），犳（狕）＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀，狕∈犇，有

犪狀 ≤
π
４
１－ 犪０（ ）２ ，　　狀≥１．

证明：由于函数φ（狕）＝ｔａｎ
π
４
狕把带形区域犛＝｛狕＝狓＋ｉ狔∈犆：－１＜狓＜１｝共形映照为单位圆盘

犇，那么犛上的双曲度量为

λ犛（狕）＝
｜φ′（狕）｜
１－｜φ（狕）｜

２＝
π
４

ｃｏｓ２
π
４
狕

－１

１－｜ｔａｎ
π
４
狕｜

２

＝
π
４

１

ｃｏｓ
π
２
Ｒｅ狕

．

由于犳（狕）∈犅（犛），故｜犳（狕）｜≤１，由ＳｃｈｗａｒｚＰｉｃｋ引理，有

｜犳′（狕）｜≤λ犛（狕）（１－｜犳（狕）｜
２），　　狕∈犇．

特别地，当狕＝０时，上式化为

｜犪１｜≤
π
４
（１－｜犪０｜

２）． （１）

当狀≥２时，对任何给定的正整数狀，令

犵（狕）＝
１

狀
［犳（ω１狕）＋犳（ω２狕）＋…＋犳（ω狀狕）］．

上式中：ω犽＝ｅ
２犽π
狀ｉ（犽＝１，２，…，狀）为１的狀次方根，故不难验证

∑
狀

犽＝１

ω狆犽 ＝
０，　狆≠犖狀，

狀，　狆＝犖狀｛ ，
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犖 为任一正整数，则有

犵（狕）＝犪０＋犪狀狕
狀＋犪２狀狕

２狀＋犪３狀狕
３狀＋…∈犅（犛），

再令

犌（狕）＝犵（
狀

槡狕）＝犪０＋犪狀狕＋犪２狀狕
２＋…∈犅（犛），

且犵（狕），犌（狕）都是从犇到犇 的解析函数，由式（１）可知，

｜犪狀｜≤
π
４
（１－｜犪０｜

２），　　狀≥２．

　　综上所述，引理得证．

利用引理１探讨犅（犛）函数族的Ｂｏｈｒ现象，得到了这类函数的Ｂｏｈｒ半径和两个Ｂｏｈｒ不等式．证

明犅（犛）解析函数族的Ｂｏｈｒ半径．

定理１　 设犳（狕）∈犅（犛），犳（狕）＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀，狕∈犇，则有

∑
∞

狀＝０

｜犪狀狕
狀
｜≤１，　　｜狕｜≤

２

２＋π
，

若对某一犳（狕）＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀
∈犅（犛），有∑

∞

狀＝０

犪狀
２

２＋（ ）π
狀

＝１，当且仅当犳（狕）＝犮，｜犮｜＝１．

证明：由引理１，可得

∑
∞

狀＝０

｜犪狀｜｜狕｜
狀
≤｜犪０｜＋

π
４
１－｜犪０｜（ ）２ ∑

∞

狀＝１

｜狕｜
狀＝｜犪０｜＋

π
４
１－｜犪０｜（ ）２ ｜狕｜

１－｜狕｜
． （２）

｜犪０｜＋
π
４
１－｜犪０｜（ ）２ 狕

１－｜狕｜
≤１对一切可允的犪０ 成立，当且仅当｜狕｜≤

１

１＋
π
４
（１＋｜犪０｜）

对一切可

允的犪０ 成立，因为 犪０ ≤１，因此，｜狕｜≤
１

１＋
π
４
（１＋｜犪０｜）

对一切可允的犪０ 成立，当且仅当｜狕｜≤狉０：＝

２

２＋π
．

若对某一犳（狕）＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀
∈犅（犛），有∑

∞

狀＝０

犪狀
２

２＋（ ）π
狀

＝１，根据式（２），有

１≤｜犪０｜＋
π
４
１－｜犪０｜（ ）２

狉０
１－狉０

＝｜犪０｜＋
１

２
（１－｜犪０｜

２）．

经简单计算可得 犪０ ≥１，由题设可知｜犪０｜≤１，从而｜犪０｜＝１，即有 犳（０）＝１，｜犪狀｜＝０，狀≥１，从而

犳（狕）＝犮，｜犮｜＝１，这表明
２

２＋π
是最佳的．证毕．

对定理１进行一些改进和推广，首先，证明其中一个改进版（定理２）．

定理２　 设犳（狕）∈犅（犛），犳（狕）＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀，狕∈犇 ，则有

犅１（狉）：＝∑
∞

狀＝０

｜犪狀｜狉
狀＋
１

２

４＋π
２＋（ ）π

２犛狉

π
≤１，　　狉≤

２

２＋π
．

证明：因为犳（狕）∈犅（犛），由引理１，可得

犛狉

π
＝
１

π
狘狕狘＜狉

｜犳′（狕）｜
２ｄ狓ｄ狔＝∑

∞

狀＝１

狀｜犪狀｜
２狉２狀≤

　　
π
２

１６
（１－｜犪０｜

２）２∑
∞

狀＝１

狀狉２狀＝
π
２（１－｜犪０｜

２）２

１６

狉２

（１－狉２）２
．

当狉≤狉０：＝
２

２＋π
时，由引理１，可得

犅１（狉）≤｜犪０｜＋
π
４
（１－｜犪０｜

２）狉
１－狉

＋
π
２

３２

４＋π
２＋（ ）π

２ （１－｜犪０｜
２）２狉２

（１－狉２）２
≤
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　｜犪０｜＋
π
４
（１－｜犪０｜

２）狉０
１－狉０

＋
π
２

３２

４＋π
２＋（ ）π

２ （１－｜犪０｜
２）２狉２０

（１－狉２０）
２ ＝

　１－
（１－｜犪０｜）

２

２
（１－

（１＋｜犪０｜）
２

４
）．

由于｜犪０｜≤１，所以犅１（狉）≤１．当犅１（狉）＝１时，有犳（狕）＝犮，｜犮｜＝１．证毕．

对于犛上的解析函数犳（狕）＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀，记 犳０

２
狉 ＝∑

∞

狀＝１

｜犪狀｜
２狉２狀，其中，犳０（狕）＝犳（狕）－犳（０）．定理１

的另一种改进版（定理３）．

定理３　 设犳（狕）∈犅（犛），犳（狕）＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀，狕∈犇，则有

犕犳（狉）：＝∑
∞

狀＝０

｜犪狀｜狉
狀＋

１

１＋｜犪０｜
＋
狉
１－（ ）狉 犳０ 狉≤１，　　狉≤

２

２＋π
：＝狉０．

若对某一犳（狕）＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀
∈犅（犛），有犕犳（狉）＝１，当且仅当犳（狕）＝犮，｜犮｜＝１．

证明：不失一般性，记｜犪０｜＝犪∈［０，１］，由引理１，可得

犕犳（狉）＝∑
∞

狀＝０

｜犪狀｜狉
狀＋

１

１＋｜犪０｜
＋
狉
１－（ ）狉 ‖犳０‖狉≤　　　　　　　　　　　　　　

　犪＋
π（１－犪

２）

４ ∑
∞

狀＝１

狉狀＋
１

１＋犪
＋
狉
１－（ ）狉

（１－犪２）２π
２

１６ ∑
∞

狀＝１

狉２狀＝

　犪＋
π（１－犪

２）

４

狉
１－狉

＋
１

１＋犪
＋
狉
１－（ ）狉

（１－犪２）２π
２

１６

狉２

１－狉２
＝

　犪＋
π（１－犪

２）

４

狉
１－狉

＋
（１－犪）（１－犪２）π

２

１６

狉２

１－狉２
＋
（１－犪２）２π

２

１６

狉３

（１－狉）（１－狉２）
．

　　记

犵（犪）＝犪＋犃（１－犪
２）＋犅（１－犪）（１－犪２）＋犆（１－犪２）２，　　犪∈［０，１］．

上式中：犃＝
π
４

狉
１－狉

，犅＝
π
２

１６

狉２

１－狉２
，犆＝

π
２

１６

狉３

（１－狉）（１－狉２）
，则有

犵′（犪）＝１－２犃犪＋犅（３犪
２－２犪－１）＋４犆（犪３－犪），

犵″（犪）＝－２犃＋２犅（３犪－１）＋４犆（３犪
２－１）．

因为犅和犆都是非负数，所以犵″（犪）关于犪的函数在（０，１）内是单调递增函数，从而有

犵″（犪）≤犵″（１）＝－
π
２

狉
１－狉

＋
π
２

４

狉２

１－狉２
＋
π
２

２

狉３

（１－狉）（１－狉２）
＝

　
π
２

狉
（１－狉）（１－狉２）

［（π＋２）狉
２＋π狉－２］．

当狉≤
２

２＋π
时，（π＋２）狉

２＋π狉－２≤０，即犵″（犪）≤０．这说明了犵′（犪）在（０，１）内是递减函数．因此，当

狉≤狉０：＝
２

２＋π
时，有犵′（犪）≥犵′（１）１－２犃＞１－

２

π

狉０
１－狉０

，故犵（犪）在（０，１）内单调递增，犵（犪）≤犵（１）＝１，

即犕犳（狉）≤１，狉≤
２

２＋π
．

若对 某 一 犳（狕）＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀
∈犅 （犛），有 犕犳 （狉）＝１，则 有 １≤犪＋

π（１－犪
２）

４

狉
１－狉

＋

１

１＋犪
＋
狉
１－（ ）狉

（１－犪２）２π
２

１６

狉２

１－狉２
，即

１≤
π（１＋犪）

４

狉
１－狉

＋
１

１＋犪
＋
狉
１－（ ）狉

（１－犪）（１＋犪）２π
２

１６

狉２

１－狉２
．

当狉≤狉０：＝
２

２＋π
，可得

１≤
π（１＋犪）

４

狉０
１－狉０

＋
１

１＋犪
＋
狉０
１－狉（ ）

０

（１－犪）（１＋犪）２π
２

１６

狉２０
１－狉２０

．
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犺狋狋狆：∥狑狑狑．犺犱狓犫．犺狇狌．犲犱狌．犮狀

经计算可得犪≥１，由题设可知犪≤１，从而｜犪０｜＝１，由最大模原理可知，犳（狕）＝犮，｜犮｜＝１．

由引理１可知，Ω犇为一般的单连通区域时，有类似的结论成立．换而言之，带形区域可以推广到

一般单连通区域．
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