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摘要：　研究带有拉格朗日乘子的非局部守恒 ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程的高效算子分裂格式．基于算子分裂思想，将

原方程分解为非线性方程、非局部方程和拉格朗日乘子方程；然后，利用非线性方程解析求解，非局部方程结

合矩形公式及ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ格式建立二阶差分格式，利用拉格朗日乘子方程进行数值积分离散．理论分析

表明：数值格式满足质量守恒．最后，通过数值算例验证算法的有效性，包括收敛阶、能量递减及质量守恒．
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１　预备知识

近年来，带有非局部算子的ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程等相场模型引起了广泛的关注，且在数学、物理、力学、

图像处理和材料科学等领域得到了成功的应用．例如，相变
［１］、近场动力学理论［２］、图像修复［３］和非局

部热传导［４］．由于经典的 ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程不保持其初始质量，Ｒｕｂｉｎｓｔｅｉｎ等
［５］提出了一个守恒型的

ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程，这个问题与相变的扩散界面模型有密切的关系；随后他们的模型在文献［６］中得到了

广泛的分析和数值研究．

文中，考虑如下带有周期边界条件的非局部ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程，即
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狌狋＋ε
２犔δ狌＋犳（狌）－β（狌）＝０，　　狓∈Ω，　狋∈（０，犜］，

狌（狓，０）＝狌０（狓），　　　　 　　　狓∈
烅
烄

烆 Ω
（１）

式（１）中：ε＞０表示与界面厚度相关的一个参数；Ω＝［－犔，犔］是一个有界区域．函数犳（狌）＝犉′（狌），

犉（狌）＝
１

４
（狌２－１）２ 是一个双井势函数，β（狌）是为满足质量约束

ｄ

ｄ狋∫Ω
狌（狓，狋）ｄ狓＝０的拉格朗日乘子，文

中取β（狌）＝
１

Ω∫Ω
犳（狌）ｄ狓．犔δ 为非局部算子

［７］，定义为

犔δ狌（狓）＝∫Ω
犑（狓－狔）［狌（狓）－狌（狔）］ｄ狔，　　狓∈Ω． （２）

式（２）中：卷积核犑满足ⅰ）犑（狓）≥０，狓∈Ω；ⅱ）犑（狓－狔）＝犑（狔－狓）；ⅲ）Ｊ是Ω周期的．

非局部ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程（１）可以看作能量泛函的犔２ 梯度流
［８］，即

犈（狌）＝∫Ω

犉（狌）＋
ε
２

２
狌（狓）犔δ狌（狓（ ））ｄ狓， （３）

对能量泛函犈（狌）关于时间狋求导，可得

ｄ犈
ｄ狋
＝∫Ω

δ犈

δ狌
ｄ狌
ｄ狋
ｄ狓＝∫Ω

－
ｄ狌
ｄ狋
＋β（狌（ ））ｄ狌ｄ狋ｄ狓＝

－∫Ω

ｄ狌
ｄ（ ）狋

２

ｄ狓＋β（狌）∫Ω

ｄ狌
ｄ狋
ｄ狓＝－∫Ω

ｄ狌
ｄ（ ）狋

２

ｄ狓≤０． （４）

　　由上述推导可知，能量泛函犈（狌）是非增的．

与经典ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程
［９１２］的大量研究相比，非局部 ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程的数值结果较少．额外的

非局部项给开发快速有效的算法带来了巨大的数值挑战，因此许多学者致力于这一方面的研究．Ｄｕ

等［１３］研究了非局部ＡｌｌｅｎＣａｈｎ问题的傅里叶谱逼近；Ｚｈａｉ等
［１４１５］结合谱方法和解析法，研究了分数阶

非局部ＡｌｌｅｎＣａｈｎ模型的快速显式算子分裂方法；Ｗｅｎｇ等
［１６］对此方法进行进一步推广，并给出了误

差分析；Ｌｉｕ等
［１７］研究了几类非局部和分数阶模型的数值分析及快速算法；Ｇｕａｎ等

［１８］研究了非局部

ＡｌｌｅｎＣａｈｎ和ＣａｈｎＨｉｌｌｉａｒｄ方程的二阶凸分裂格式，且利用非线性多重网格方法求解离散产生的非线

性方程；Ｔｉａｎ等
［１９］对非局部扩散方程的不同逼近形式做了比较并给出理论分析．

鉴于此，本文给出求解守恒型非局部ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程的数值格式及质量守恒定理，并通过两个数

值算例验证算法的有效性．

２　数值格式

考虑一维空间区域Ω＝［－犔，犔］上的全离散格式．为了便于离散，定义空间节点数为犖，空间步长

犺＝２犔／犖，则空间节点为狓犻＝－犔＋犻犺，犻＝０，１，…，犖．取时间节点数犕，时间步长τ＝犜／犕，则时间节

点为狋犿＝犿τ，犿＝０，１，…，犕．狌
犿
犻，狌（狓犻，狋犿）分别代表数值解和精确解．

２．１　非局部算子的离散格式

首先，从文献［２０］关于非局部算子犔δ 的分析，可将算子犔δ 转化为卷积形式．对于任意函数狌（狓，

狋），有

犔δ狌（狓，狋）＝（犑１）狌（狓，狋）－犑狌（狓，狋）． （５）

　　于是，可将犔δ狌在点（狓犻，狋
犿），（０≤犻≤犖，０≤犿≤犕）处离散为

（犔δ狌）
犿
犻＝（犑１）犻狌

犿
犻－（犑狌）

犿
犻， （６）

式（６）中：（犑１）犻 ＝∫
犔

－犔
犑（狓犻－狔）ｄ狔；（犑狌）犻 ＝∫

犔

－犔
犑（狓犻－狔）狌（狔）ｄ狔．则有

（犑狌）犻 ＝∫
犔

－犔
犑（狓犻－狔）狌（狔）ｄ狔＝∫

狔１

狔０

犑（狓犻－狔）狌（狔）ｄ狔＋

∫
狔２

狔１

犑（狓犻－狔）狌（狔）ｄ狔＋…＋∫
狔犖

狔犖－１

犑（狓犻－狔）狌（狔）ｄ狔＝

犺
２
［犑（狓犻－狔０）狌０＋犑（狓犻－狔１）狌１］＋

犺
２
［犑（狓犻－狔１）狌１＋
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犑（狓犻－狔２）狌２］＋…＋
犺
２
［犑（狓犻－狔犖－１）狌犖－１＋犑（狓犻－狔犖）狌犖］＝

犺
２
犑（狓犻－狔０）狌０＋犺∑

犖－１

犼＝１

犑（狓犻－狔犼）狌犼＋
犺
２
犑（狓犻－狔犖）狌犖， （７）

（犑１）犻狌
犿
犻 ＝

犺
２
犑（狓犻－狔０）＋犺∑

犖－１

犼＝１

犑（狓犻－狔犼）＋
犺
２
犑（狓犻－狔犖［ ］）狌犿犻 ． （８）

　　因此，针对任意的犖＋１阶向量狌＝（狌０，狌１，…，狌犖－１，狌犖）
Ｔ，有

犔δ狌＝－犺×

１ 犑（犺） 犑（２犺） … 犑（（犖－１）犺）
１

２
犑（犖犺）

１

２
犑（犺） ２ 犑（犺） … 犑（（犖－２）犺）

１

２
犑（（犖－１）犺）

１

２
犑（２犺） 犑（犺） ３ … 犑（（犖－３）犺）

１

２
犑（（犖－２）犺）

    

１

２
犑（（犖－１）犺） 犑（（犖－２）犺） 犑（（犖－３）犺） … 犖

１

２
犑（犺）

１

２
犑（犖犺） 犑（（犖－１）犺） 犑（（犖－２）犺） … 犑（犺） 犖＋

烄

烆

烌

烎
１

·狌． （９）

式（９）中：犻的值为所在行其余值和的相反数．

２．２　算子分裂法求解非局部犃犾犾犲狀犆犪犺狀方程

采用算子分裂方法求解问题（１），可将一个较为复杂的算子分裂为几个简单的子算子之积．采用

一阶精度的ＬｉｅＴｒｏｔｔｅｒ算子分裂格式，将原始方程分裂成非线性方程犛犃：狌狋＝－犳（狌）、非局部方程犛
犅：

狌狋＝－ε
２犔δ狌（狓）和拉格朗日乘子方程犛

犆：狌狋＝
１

Ω∫Ω
犳（狌）ｄ狓等３个部分，其解算子分别记为犛

犃，犛犅 和

犛犆 ．因此，问题（１）在时间方向可通过以下３步求解，即

狌（狋＋τ）＝犛
犃（狋）犛犅（狋）犛犆（狋）狌（狋）＋犗（τ）． （１０）

式（１０）中：非线性方程解析求解，非局部方程利用ＣＮ格式求解，拉格朗日乘子方程利用数值积分求

解，从而得到简单高效的数值格式．

非线性方程犛犃 可通过解析式得到，即

狌犿＋１
，１＝

狌犿

ｅｘｐ（－２τ／ε
２）＋（狌犿）２（１－ｅｘｐ（－２τ／ε

２
槡 ））

． （１１）

式（１１）中：狌犿 表示第犿 层数值解．

利用ＣＮ格式求解非局部方程犛犅 的数值解狌犿＋１
，２

犻 ，则有

狌犿＋１
，２

犻 －狌犿＋１
，１

犻

τ
＝－

１

２
ε
２（犔δ狌

犿＋１，２
犻 ＋犔δ狌

犿＋１，１
犻 ）． （１２）

对上述等式进行整理，并写成矩阵形式有

狌犿＋１
，２＝ 犐＋

τ
２
ε
２犔（ ）δ

－１

犐－
τ
２
ε
２犔（ ）δ狌犿＋１，１． （１３）

式（１３）中：犐表示单位矩阵．

拉格朗日乘子方程犛犆 可通过数值积分离散为

狌犿＋１犻 －狌犿＋１
，２

犻

τ
＝
１

Ω
犆犿＋１犉 （狌）， （１４）

式（１４）中：犆犿＋１犉 （狌）＝
犺
２
犳（狌

犿＋１
０ ）＋犺∑

犖－１

犻＝１

犳（狌
犿＋１
犻 ）＋

犺
２
犳（狌

犿＋１
犖 ）．将式（１４）两边对犻求和可得

犆犿＋１犉 （狌）＝
犺

τ
［∑
犖－１

犻＝０

狌犿＋１犻 －∑
犖－１

犻＝０

狌犿＋１
，２

犻 ］， （１５）
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再运用质量守恒∑
犖－１

犻＝０

狌０犻 ＝∑
犖－１

犻＝０

狌犿＋１犻 的性质，有

犆犿＋１犉 （狌）＝
犺

τ
［∑
犖－１

犻＝０

狌０犻 －∑
犖－１

犻＝０

狌犿＋１
，２

犻 ］． （１６）

将式（１６）代入式（１４），可得

狌犿＋１犻 ＝狌
犿＋１，２
犻 ＋

犺

Ω
［∑
犖－１

犻＝０

狌０犻 －∑
犖－１

犻＝０

狌犿＋１
，２

犻 ］． （１７）

结合等式（１１），（１３），（１７），可获得算子分裂格式为

狌犿＋１
，１
＝

狌犿

ｅｘｐ（－２τ／ε
２）＋（狌

犿）２（１－ｅｘｐ（－２τ／ε
２

槡 ））
，

狌犿＋１
，２
＝ （犐＋

τ
２
ε
２犔δ）

－１ 犐－
τ
２
ε
２犔（ ）δ狌犿＋１，１，

狌犿＋１ ＝狌
犿＋１，２

＋
犺

Ω ∑
犖－１

犻＝０

狌０犻 －∑
犖－１

犻＝０

狌犿＋１
，２［ ］犻

烍

烌

烎
．

（１８）

另外，定义离散的内积（犳，犵）：＝犺∑
犖－１

犻＝０

犳犻犵犻，可证明如下的质量守恒定理．

定理１　格式（１８）满足离散的质量守恒定理，狌
犽＝狌０，犽＝１，２，…，犕．这里，狌犽 ＝犺∑

犖－１

犻＝０

狌犿犻 ．

证明：方程（１８）的第３个式子与犲＝（１，１，…，１）Ｔ 作内积，并对犻求和，可得

（狌犿＋１，犲）＝（狌
犿＋１，２，犲）＋

犺

Ω ∑
犖－１

犻＝０

狌０犻 －∑
犖－１

犻＝０

狌犿＋１
，２（ ）犻 ，（ ）犲 ＝

（狌犿＋１
，２，犲）＋犺 ∑

犖－１

犻＝０

狌０犻 －∑
犖－１

犻＝０

狌犿＋１
，２（ ）犻 ＝

（狌犿＋１
，２，犲）＋（狌

０，犲）－（狌
犿＋１，２，犲）＝ （狌

０，犲）． （１９）

３　数值算例

通过数值算例来验证理论分析的正确性，包括数值格式的收敛性、能量稳定性、质量守恒等．所有

的算例均选择空间区域Ω＝［－１，１］，高斯核犑由下列等式给出
［２０］，即

犑（狓）＝
４

π
１／２
δ
３
·ｅｘｐ（－

狓 ２

δ
２
），　　δ＞０． （２０）

为方便分析，定义犲犽犻 ＝狌
犽
犻－狌^

犽
犻，其中，犲

犽
犻 表示空间剖分为犖 时，对应位置上函数狌的值；犲^

犽
犻 表示空

间剖分为２犖 时对应位置上函数狌的值，定义最大误差犈∞ ＝ ｍａｘ
１≤犻≤犖

犲犽犻 ，犔２误差犈２ ＝犺 ∑
犖

犻＝１

（犲犽犻）槡
２．

３．１　算例１

取初值狌０（狓）＝０．１ｃｏｓ（２π狓），狓∈［－１，１］．为验证空间收敛阶，将时间剖分固定为犕＝３０００．计算

当ε＝０．１，δ＝０．５，犜＝１时，不同Ｎ值的空间收敛阶，如表１所示．由表１可知：随着网格剖分变细，

犈２ 及犈∞变得越来越小，且收敛精度逐渐接近预期的二阶收敛．

表１　空间收敛阶（ε＝０．１，δ＝０．５，犜＝１，犕＝３０００）

Ｔａｂ．１　Ｓｐａｔｉａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｃｈｅｍｅｓ（ε＝０．１，δ＝０．５，犜＝１，犕＝３０００）

Ｎ 犈２ Ｒａｔｅ 犈∞ Ｒａｔｅ

１０ ２．８７５×１０－４ － ３．５５９×１０－４ －

２０ ６．４８３×１０－５ ２．１４９ ８．１４８×１０－５ ２．１２７

４０ １．６０１×１０－５ ２．０１７ ２．０３２×１０－５ ２．００４

８０ ３．９９２×１０－６ ２．００４ ５．０９３×１０－６ １．９９６

１６０ ９．９７２×１０－７ ２．００１ １．２７２×１０－６ ２．００１

　　将空间剖分固定为犖＝３０００，计算当ε＝０．１，δ＝０．５０，犜＝１时，不同犕 值的时间收敛阶，如表２

所示．由表２可知：随着网格剖分变细，犈２ 与犈∞均变得越来越小，且此方法在时间上达到一阶精度．
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表２　时间收敛阶（ε＝０．１，δ＝０．５０，犜＝１，犖＝３０００）

Ｔａｂ．２　Ｓｐａｔｉａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｃｈｅｍｅｓ（ε＝０．１，δ＝０．５，犜＝１，犖＝３０００）

Ｍ 犈２ Ｒａｔｅ 犈∞ Ｒａｔｅ

１０ １．２００×１０－３ － ４．５１５×１０－５ －

２０ ５．８５２×１０－４ １．０４６ ２．１８６×１０－５ １．０４６

４０ ２．８７８×１０－４ １．０２３ １．０７５×１０－５ １．０２４

８０ １．４２８×１０－４ １．０１２ ５．３３４×１０－６ １．０１２

１６０ ７．１１１×１０－５ １．００６ ２．６５６×１０－６ １．００６

３．２　算例２

将能量函数犈（狌）进行离散，可得

犈（狌犽）＝
犺
４∑

犕

犻＝０

（（狌犽犻）
２
－１）

２
＋
犺
２
ε
２

∑
犕

犻＝０

狌犽犻犔δ狌
犽
犻． （２１）

取初值狌０（狓）＝０．２ｓｉｎ（π狓）ｃｏｓ（π狓），狓∈［－１，１］，其相应的参数为ε＝０．１，犜＝２００，犖＝５００，犕＝

１０００．分别取δ＝０．１０，０．２０，０．２１，０．３０，得到不同δ值的数值解、能量变化及质量图像，分别如图１～２

所示．

由图１可知：能量函数犈（狌）随着时间狋的增加而减小，满足能量递减规律，且能量耗散与δ的大小

（ａ）数值解（δ＝０．１０）　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）能量变化（δ＝０．１０）

（ｃ）数值解（δ＝０．２０）　　　　　　　　　　　　　　（ｄ）能量变化（δ＝０．２０）

（ｅ）数值解（δ＝０．２１）　　　　　　　　　　　　　　（ｆ）能量变化（δ＝０．２１）
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（ｇ）数值解（δ＝０．３０）　　　　　　　　　　　　　　（ｈ）能量变化（δ＝０．３０）

图１　算例２不同δ值的数值解和能量变化图

Ｆｉｇ．１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｅｎｅｒｇｙｃｈａｎｇｅｄｉａｇｒａｍｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔδｖａｌｕｅｓｏｆｅｘａｍｐｌｅ２

（ａ）δ＝０．１０　　　　　　　　　　（ｂ）δ＝０．２０　　　　　　　　　　（ｃ）δ＝０．３０

图２　算例２不同δ值的质量图

Ｆｉｇ．２　Ｑｕａｌｉｔｙｍａｐｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔδｖａｌｕｅｓｏｆｅｘａｍｐｌｅ２

有关，δ越大，方程达到稳态所需时间越长．从图２可知：对于不同δ值，所给出格式均满足质量守恒的

性质．

４　结束语

文中研究了守恒型非局部ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程．首先利用算子分裂方法将原方程分解为３个子问题，

并构造相应数值求解格式．理论分析表明，格式满足质量守恒．最后，通过数值算例验证了所给格式的

有效性．
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