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　　　半空间上的犅狅犺狉型不等式
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摘要：　研究半空间犘＝｛狕∈瓘：Ｒｅ（狕）＞－１｝犇上的Ｂｏｈｒ型不等式，建立无界单连通域犘上解析函数族

的Ｂｏｈｒ半径．将解析函数族的Ｂｏｈｒ型不等式推广到调和映射的情形，得到调和映射上的Ｂｏｈｒ型不等式．
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用瓘表示复平面，犇＝｛狕∈瓘：｜狕｜＜１｝表示瓘中的单位开圆盘，犇狉＝犇（０，狉）表示以原点为圆心、狉

为半径的闭圆盘，记犇＝犇（０，１）．对任一给定的单连通域Ω犇，记 犎（Ω）为Ω上解析函数的全体，那

么，犅（Ω）＝｛犳∈犎（Ω）：犳（Ω）犇｝．

１９１４年，Ｂｏｈｒ
［１］在研究Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ级数绝对收敛问题时得到定理Ａ．

定理犃
［１］
　设犳（狕）＝∑

∞

狀＝０

犪狀狕
狀 在犇 内解析，且 犳（狕）≤１，则在犇１／３内，∑

∞

狀＝０

犪狀狕
狀
≤１，且

１

３
是最

佳半径，称为Ｂｏｈｒ半径．

２０１０年，Ｆｏｕｒｎｉｅｒ等
［２］考虑一般单连通域Ω犇 上的解析函数，并定义了函数族犅（Ω）的Ｂｏｈｒ半

径，记为犅Ω∈（０，１），即

犅Ω ＝ｓｕｐ狉∈ （０，１）：∑
∞

狀＝０

犪狀狉
狀
≤１，犳（狕）＝∑

∞

狀＝０

犪狀狕
狀
∈犅（Ω），狕∈｛ ｝犇 ．

显而易见，当Ω＝犇时，犅Ω ＝
１

３
．此外，还得到一类移动圆盘上的Ｂｏｈｒ定理．

定理犅
［２］
　 设Ωγ ＝ 狕∈瓘 ：狕＋

γ
１－γ

＜
１

１－｛ ｝γ ，γ∈ （０，１］，则犅Ωγ ＝ργ：＝
１＋γ
３＋γ

．若对某一

犳（狕）＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀
∈犅（Ωγ），有∑

∞

狀＝０

犪狀ρ
狀
γ＝１，当且仅当犳（狕）＝犮，｜犮｜＝１．Ｅｖｄｏｒｉｄｉｓ等

［３］得到定理Ａ，Ｂ
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的几个改进和推广结果．更多有关经典Ｂｏｈｒ不等式的改进和推广可参考文献 ［４８］．基于文献［２３］，本

文考虑半空间犘＝｛狕∈瓘：Ｒｅ（狕）＞－１｝犇上的解析函数，得到函数族犅（犘）的Ｂｏｈｒ半径．

１　几个引理

设犳和犵是单连通域０∈Ω上的两个解析函数，若存在一个函数φ，其中，φ在Ω 内解析，且φ（Ω）

Ω，φ（０）＝０，则在Ω上，犵＝犳φ，称犵从属于犳，记为犵犳．

特别地，当犳单叶时，犵从属于犳，等价于犵（犇）犳（犇），犵（０）＝犳（０）．当犵犳时，犵′（０）≤

犳′（０）．

为了给出主要结果，需引入引理１～３．

引理１　犵（狕）＝
狕
２＋狕

，将犘共形映射成犇，且犵（０）＝０．

证明：犵（狕）＝
狕
２＋狕

＝
（１＋狕）－１
１＋（１＋狕）

，Ｒｅ（１＋狕）＞０．因为从右半平面到犇的共形映射为
狑－１
１＋狑

，故将１＋

狕看成狑 即可．证明完毕．

引理２　设犳∈犅（犘），犳＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀，狕∈犇，则

犪狀 ≤
１

２
（１－ 犪０

２），　　狀≥１．

证明：令犺（狕）＝
犳（狕）－犪０

１－犪０犳（狕）
，则犺（狕）为将犘映射到犇 内的解析函数，且犺（０）＝０．由引理１知，犺

犵，其中，犵（狕）＝
狕
２＋狕

，从而有 犺′（０）≤ 犵′（０）．经计算有
犳′（０）

１－ 犪０
２≤
１

２
，即

犪１ ≤
１

２
１－ 犪０（ ）２ ． （１）

再令犉（狕）＝
１

狀∑
狀

犼＝１

犳（ω犼狕），狕∈犇，其中，ω＝ｅｘｐ（
２π犻
狀
）．由于犇是凸的，犉（狕）也是从犇到犇 内的解

析函数，１
狀∑

狀

犼＝１

ｅｘｐ（犻
２π犼
狀
犽）＝

１，　　犽狘狀，

０，　　 其他｛ ．

由犳（狕）的幂级数展开式和犉（狕）的定义，有

犉（狕）＝
１

狀∑
狀

犼＝１
∑
∞

犽＝０

犪犽ω
犼犽狕犽 ＝∑

∞

犽＝０

１

狀∑
狀

犼＝１

ω犼（ ）犽 狕犽 ＝犪０＋犪狀狕狀＋犪２狀狕２狀＋犪３狀狕３狀＋…．
　　令犉１（狕）＝犉（狕

１
狀）＝犪０＋犪狀狕＋犪２狀狕

２＋犪３狀狕
３＋…，则犉１（狕）也是从犇到犇 内的解析函数．又由式（１）

可知 犪狀 ≤
１

２
（１－ 犪０

２），狀≥２．

引理３
［９］
　设犺（狕）＝∑

∞

狀＝０

犪狀狕
狀 和犵（狕）＝∑

∞

狀＝０

犫狀狕
狀 是犇 上的两个解析函数．若对某一犽∈［０，１］，有

犵′（狕）≤犽犺′（狕），狕∈犇，则∑
∞

狀＝１

犫狀
２狉狀 ≤犽

２

∑
∞

狀＝１

犪狀
２狉狀， 狕 ＝狉≤１．

２　主要结果及其证明

定理１　假设犳∈犅（犘），犳（狕）＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀，狕∈犇，则∑

∞

狀＝０

犪狀狕
狀
≤１， 狕 ≤

１

２
．若对某一犳（狕）＝

∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀
∈犅（犘），有∑

∞

狀＝０

犪狀 （ ）１２
狀

＝１，当且仅当犳（狕）＝犮，犮 ＝１，故
１

２
是最佳的．

证明：由引理２，有

∑
∞

狀＝０

犪狀 狕 狀
≤ 犪０ ＋

１

２
（１－ 犪０

２）∑
∞

狀＝１

狕 狀
＝ 犪０ ＋

１

２
（１－ 犪０

２） 狕
１－ 狕

≤１．
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经计算有 狕 ≤
２

３＋ 犪０
，令 犪０ →１，得 狕 ≤

１

２
．

若对某一犳（狕）＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀
∈犅（犘），有

∑
∞

狀＝０

犪狀 （ ）１２
狀

＝１，

１≤ 犪０ ＋
１

２
（１－ 犪０

２）∑
∞

狀＝１
（ ）１２

２

＝
２－（犪０ －１）

２

２
．

解得 犪０ ＝１，即 犳（０）＝１．由解析函数的最大模原理有犳（狕）＝犮，犮 ＝１，证明完毕．

对于犇上的解析函数犳（狕）＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀，记‖犳０‖狉＝∑

∞

狀＝１

犪狀
２狉２狀，其中，犳０（狕）＝犳（狕）－犳（０）．Ｐｏｎ

ｎｕｓａｍｙ等
［１０］证 明 定 理 Ａ 的 改 进 版 本：若 犳∈犅（犇），则 对 所 有 狉≤

１

３
，有 ∑

∞

狀＝０

犪狀 狉
狀 ＋

１

１＋ 犪０
＋
狉
１－（ ）狉 ‖犳０‖狉≤１．类似地，将这个改进版本推广到无界单连通区域犅（犘）．

定理２　设犳∈犅（犘），犳（狕）＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀，狕∈犇，则∑

∞

狀＝０

犪狀狉
狀
＋

１

１＋ 犪０
＋
狉
１－（ ）狉 ‖犳０‖狉≤１，

狉≤
１

２
，且１
２
是最佳的．

证明：令 犪０ ＝犪∈［０，１］，由引理２，有

犕犳（狉）＝∑
∞

狀＝０

犪狀狉
狀
＋

１

１＋ 犪０
＋
狉
１－（ ）狉 ‖犳０‖狉≤

犪＋
１－犪

２

２ ∑
∞

狀＝１

狉狀＋
１

１＋犪
＋
狉
１－（ ）狉

（１－犪
２）２

４ ∑
∞

狀＝１

狉２狀 ＝

犪＋
１－犪

２

２

狉
１－狉

＋
１

１＋犪
＋
狉
１－（ ）狉

（１－犪
２）２

４

狉２

１－狉
２ ＝：狌（犪）．

上式中：狌（犪）＝犪＋犃（１－犪２）＋犅（１－犪）（１－犪２）＋犆（１－犪２）２，犪∈［０，１］，犃＝
１

２

狉
１－狉

，犅＝
１

４

狉２

１－狉２
，犆＝

１

４

狉３

（１－狉）（１－狉２）
．

狌′（犪）＝１－２犃犪＋犅（３犪２－２犪－１）＋４犆（犪３－犪），狌″（犪）＝－２犃＋２犅（３犪－１）＋４犆（３犪２－１）．因为犅

和犆都是非负的，所以狌″（犪）在（０，１）内是增函数，故狌″（犪）≤狌″（１）＝－２犃＋４犅＋８犆＝
狉

（１－狉）（１－狉２）

（２狉２＋狉－１）．

当狉≤
１

２
时，２狉２＋狉－１≤０，即狌″（犪）≤０．因此，当狉≤

１

２
时，狌′（犪）在（０，１）内是减函数，于是狌′（犪）≥

狌′（１）＝１－２犃＝
１－２狉
１－狉

≥０，从而有狌（犪）≤狌（１）＝１．

最佳性的证明．将犘映成犇 的共形映射犵（狕）＝
狕
２＋狕

及犇 上的自同构映射φα＝
α－狕
１－α狕

，α∈（－１，

０）．令犵０（狕）＝φα°犵（狕）＝
２α＋（α－１）狕
２－（α－１）狕

＝犃０＋∑
∞

狀＝１

犃狀狕
狀，其中，犃０＝α，犃狀＝（α＋１）

α－１（ ）２

狀

，狀≥１，有

犕犵０（狉）＝∑
∞

狀＝０

犃狀狉
狀
＋

１

１＋ 犃０
＋
狉
１－（ ）狉 ‖犺０‖狉≤ 　　　　　　　　　

－α＋（１＋α）∑
∞

狀＝１

１－α（ ）２

狀

狉狀＋
１

１－α
＋
狉
１－（ ）狉 （１＋α）２∑

∞

狀＝１

１－α（ ）２

２狀

狉２狀 ＝

１－（１＋α）１－
（１－α）狉

２－（１－α）狉
－（１＋α）

１

１－α
＋
狉
１－（ ）狉

（１－α
２）狉２

４－（１－α
２）狉［ ］２ ＝

１－（１＋α）φ（狉）．
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上式中：φ（狉）＝１－
（１－α）狉

２－（１－α）狉
－（１＋α）

１

１－α
＋
狉
１－（ ）狉

（１－α
２）狉２

４－（１－α
２）狉２

．

易见，φ（狉）在 （０，１）内严格递减．当狉＞
１

２
时，有 φ（狉）＜φ（ ）１２ ＝１－

１－α
３＋α

－ （１＋α）

１

１－α（ ）＋１
（１－α）

２

１６－（１－α）
２．当α→－１时，φ（ ）１２ →０，有φ（狉）＜０，即１－（１－α）φ（狉）＞１，狉＞

１

２
，证明完毕．

假设犳＝狌＋ｉ狏是复平面区域Ω瓘上的二次连续可微的复值函数，若犳满足Ｌａｐｌａｃｅ方程Δ犳＝

４犳狕，狕＝０，则称犳为Ω 上的调和映射．特别地，若Ω为单连通域，则犳可表示为犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕），其

中，函数犺和犵均是Ω 上的解析函数，并分别称之为犳的解析部分和共轭解析部分．此时，其Ｊａｃｏｂ行列

式为犑犳（狕）＝ 犺′（狕）
２－ 犵′（狕）

２．Ｌｅｗｙ
［１１］证明了调和映射犳在Ω 上是局部单叶保向的，当且仅当，

犑犳（狕）＞０，狕∈Ω．若 犺′ ≠０，定义狑犳＝犵′／犺′为犳 的第二伸缩商．显而易见，犑犳（狕）＞０等价于

狑犳（狕）＜１．有关多变量的Ｂｏｈｒ半径可参考文献［１２１５］．

考虑犘上的调和映射，并得到了一个限制在犇上的Ｂｏｈｒ型不等式，有定理３．

定理３　假设犳＝犺＋犵是犘 上的调和映射，犺（狕）≤１，狕∈犘，如果犺（狕）＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀，犵（狕）＝

∑
∞

狀＝１

犫狀狕
狀，狕∈犇，且对某一犽∈［０，１］，有 犵′（狕）≤犽犺′（狕），狕∈犇，那么，∑

∞

狀＝０

犪狀狉
狀
＋∑

∞

狀＝１

犫狀狉
狀
≤１，

狉≤狉０：＝
１

２＋犽
，且半径狉０ 是最佳的．

证明：函数犺（狕）在犘内解析，犺（狕）≤１，狕∈犘．由引理２，可得

犪狀 ≤
１

２
（１－ 犪０

２），　　狀≥１．

又由引理３，有

∑
∞

狀＝１

犫狀
２狉狀 ≤犽

２

∑
∞

狀＝１

犪狀
２狉狀，　　狉≤１．

因此，∑
∞

狀＝１

犫狀狉
狀
≤ ∑

∞

狀＝１

犫狀
２狉槡
狀

∑
∞

狀＝１

狉槡
狀
≤ 犽２∑

∞

狀＝１

犪狀
２狉槡
狀

∑
∞

狀＝１

狉槡
狀
＝
犽（１－ 犪０

２）

２

狉
１－狉

．

令 犪０ ＝犪∈［０，１］，有 犖犳（狉）＝ ∑
∞

狀＝０

犪狀狉
狀
＋∑

∞

狀＝１

犫狀狉
狀
≤犪＋ （１＋犽）

１－犪
２

２

狉
１－狉

＝１－

１－犪
２（１－狉）

［２－狉（３＋犪＋犽＋犽犪）］≤１．经计算有狉≤
２

３＋犪＋犽＋犽犪
，令犪→１，得狉≤

１

２＋犽
．

最佳性的证明．犳０＝犺０＋犵０，犺０（狕）＝
２α＋（α－１）狕
２－（α－１）狕

＝犃０＋∑
∞

狀＝１

犃狀狕
狀，其中，犃０＝α，犃狀＝（α＋１）

α－１（ ）２

狀

，狀≥１．令犵０（狕）＝犽λ［犺０（狕）－犃０］，λ∈（０，１）．则

犖犳０（狉）＝ 犃０ ＋（１＋犽λ）∑
∞

狀＝１

犃狀狉
狀
＝－α＋（１＋犽λ）（１＋α）∑

∞

狀＝１

１－α（ ）２

狀

狉狀 ＝ 　　　

－α＋（１＋犽λ）（１＋α）
（１－α）狉

２－（１－α）狉
＝１－（１＋α）１－（１＋犽λ）

（１－α）狉
２－（１－α）［ ］狉 ＝

１－（１＋α）φ（狉）．

上式中：φ（狉）＝１－（１＋犽λ）
（１－α）狉

２－（１－α）狉
在（０，１）内严格递减．

当狉＞
１

２＋犽
时，有φ（狉）＜φ

１

２＋（ ）犽 ＝１－（１＋犽λ）
１－α

２（２＋犽）－（１－α）
．当λ→１，α→－１时，φ

１

２＋（ ）犽 →

０，从而有φ（狉）＜０，即１－（１＋α）φ（狉）＞１，狉＞
１

２＋犽
．

推论１　假设犳＝犺＋犵是犘 上的调和映射，犺（狕）≤１，狕∈犘，如果犺（狕）＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀，犵（狕）＝
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∑
∞

狀＝１

犫狀狕
狀，狕∈犇，且犳＝犺＋犵在犇 内保向，则∑

∞

狀＝０

犪狀狉
狀
＋∑

∞

狀＝１

犫狀狉
狀
≤１，狉≤

１

３
，且半径１

３
是最佳的．
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