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摘要：　对带有相同输入时滞的，有竞争关系的三阶多智能体系统的二分一致性进行研究．根据连通二部图的

特征，提出一种基于竞争的三阶时滞多智能体系统控制算法．基于奈奎斯特稳定判据，给出多智能体系统实现

二分一致性的充要条件，提出多智能体系统实现二分一致性的最大时滞与系统的拉普拉斯矩阵特征值的代

数关系，并进行数值仿真实验．结果表明：通过文中算法，三阶时滞多智能体系统能够实现二分一致性．
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多智能体系统是分布式系统的一条重要分支，多智能体系统中的协调控制广泛地应用于电力系

统［１］、电网群分布系统［２］、编队控制［３］等领域．一致性问题是多智能体系统的研究热点之一，它是指多智

能体系统在没有中央协调控制或者全局通信的情况下，随着时间的推移，智能体之间相互通信，最终使

各智能体的状态趋于一致．目前，关于多智能体系统的一致性问题已有较多的研究成果．然而，在实际生

活中，有时会要求多智能体系统收敛于多个状态值．因此，许多学者对多智能体系统分组一致性问题进

行研究［４１２］．分组一致性是指随着时间的推移，智能体之间相互通信，最终使各智能体的状态趋于多个

平衡点（状态值）．在多智能体分组一致性问题中，时滞是一个不可忽视的因素．多智能体之间进行通讯

的过程中，当智能体无法及时对接收到的数据做出反应时，就会存在输入时滞．由于许多物理因素及导
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致时延的其他因素难以避免，因此，研究时滞对多智能体系统稳定性的影响十分必要．

在现实生活中，相互联系的多智能体之间不仅存在合作关系，也存在竞争关系．二分一致性是指在

连通二部图下，将多智能体系统分成两组，不同组的多智能体系统收敛于不同平衡点，同组多智能体系

统收敛于同一平衡点．二分一致性是一种特殊的分组一致性问题
［１３］，根据连通二部图的特征，针对有无

时滞的情况，提出一种基于竞争的控制协议．基于竞争的多智能体系统的研究大多集中于一阶、二阶的

多智能体系统［１４１６］，而关于三阶及高阶多智能体系统的研究尚不多见．基于此，本文提出一种基于竞争

的三阶时滞多智能体系统控制算法．

１　预备知识与问题描述

考虑狀个多智能体系统，智能体之间的关系为拓扑结构图犌＝（犞，犈，犃）．其中，犞 为顶点的集合，即

智能体的个数，犞＝｛犞１，犞２，…，犞狀｝；犈为拓扑结构图的边的集合，即多智能体之间进行信息交换的关

系，犈＝犞×犞，（犞犻，犞犼）∈犈（犻，犼取值范围为１～狀），（犞犻，犞犼）为智能体犞犼 能够接收智能体犞犻 传递的信

息；犃为系统的邻接矩阵，犃＝犪犻，犼犚
狀×狀，犪犻，犼为智能体犞犻，犞犼之间的连接权重．若智能体犞犼是智能体犞犻

的邻居，则犪犻，犼＞０，否则，犪犻，犼＝０．犖犻为智能体犞犻的邻居集合．对于无向连通二部图，犪犻，犼＝犪犼，犻．文中不考

虑自环拓扑结构度矩阵犇＝［犱犻，犼］狀×狀．犱犻，犼的计算公式为

犱犻，犼 ＝
∑
犽∈犖犻

犱犻，犽，　　犻＝犼，

０，　　 　　犻≠犼

烅

烄

烆 ．

（１）

以连续的三阶多智能体系统为研究对象，各智能体的动力学模型为

狓
·

犻（狋）＝狏犻（狋），　狏
·

犻（狋）＝犪犻（狋），　犪
·

犻（狋）＝狌犻（狋），　　犻＝１，２，…，狀． （２）

式（２）中：狓犻（狋），狏犻（狋），犪犻（狋），狌犻（狋）分别为智能体犻在狋时刻的位移、速度、加速度及控制输入．

对于系统（２），在连通二部图下，将多智能体系统分为两组犾１，犾２．当智能体犻和智能体犼在同一组

时，ｌｉｍ
狋→∞

狓犻（狋）－狓犼（狋）＝０，ｌｉｍ
狋→∞

狏犻（狋）－狏犼（狋）＝０，ｌｉｍ
狋→∞

犪犻（狋）－犪犼（狋）＝０；当智能体犻和智能体犼不在同

一组时，ｌｉｍ
狋→∞

狓犻（狋）－狓犼（狋）≠０，ｌｉｍ
狋→∞

狏犻（狋）－狏犼（狋）≠０，ｌｉｍ
狋→∞

犪犻（狋）－犪犼（狋）≠０，则称系统（２）实现二分一

致性．对于带有相同输入时滞的三阶多智能体，基于竞争的二分一致性协议为

狌犻＝－∑
犼∈犖犻

犪犻，犼［（狓犼（狋－τ）＋狓犻（狋－τ））＋γ（狏犼（狋－τ）＋

狏犻（狋－τ））＋β（犪犼（狋－τ）＋犪犻（狋－τ））］． （３）

式（３）中：γ，β均为耦合系数，γ＞０，β＞０；τ为输入时滞．

将式（３）带入式（２），可得

狓
·

犻（狋）＝狏犻（狋），

狏
·

犻（狋）＝犪犻（狋），

犪
·

犻（狋）＝－∑
犼∈犖犻

犪犻，犼［（狓犼（狋－τ）＋狓犻（狋－τ））＋γ（狏犼（狋－τ）＋

　　　狏犻（狋－τ））＋β（犪犼（狋－τ）＋犪犻（狋－τ））］

烍

烌

烎．

（４）

式（４）的矩阵形式为

狓
·

犻（狋）

狏
·

犻（狋）

犪
·

犻（狋

熿

燀

燄

燅）

＝

０ 犐狀 ０

０ ０ 犐狀

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

狓犻（狋）

狏犻（狋）

犪犻（狋

熿

燀

燄

燅）

＋

０ ０ ０

０ ０ ０

－犔 －犔γ －犔

熿

燀

燄

燅β

狓犻（狋－τ）

狏犻（狋－τ）

犪犻（狋－τ

熿

燀

燄

燅）

． （５）

式（５）中：犔为系统的拉普拉斯矩阵，犔＝犇＋犃，犇为连通二部图对应的度矩阵；犐狀 为单位矩阵．

２　主要结果及其证明

对系统（２）的二分一致性问题进行研究，给出引理１，２．

引理１
［１５］
　如果拓扑结构图犌的拓扑结构为连通二部图，则在适当排序下，拓扑结构图犌对应的
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邻接矩阵为

犃＝
０ 犅Ｔ

［ ］
犅 ０

． （６）

引理２
［１３］
　如果拓扑结构图犌的拓扑结构为连通二部图，则系统的拉普拉斯矩阵犔的秩为狀－１，犔

的非零特征值为正实数．

定理１　对于连通二部图下的三阶时滞多智能体系统，当γ＞０，β＞０时，在协议（３）下，系统（５）能

够实现分组一致性的充要条件为ω
２
λ犻βｓｉｎτω＋ωλ犻γｃｏｓτω－λ犻ｓｉｎτω

ω
３ ＜１，－ω

２
λ犻βｃｏｓτω＋ωλ犻γｓｉｎτω＋

λ犻ｃｏｓτω＝０，λ犻为系统的拉普拉斯矩阵特征值；ω为频率．

证明：系统（５）表示的特征方程式为

ｄｅｔ（狊犐３狀－Γ－犎ｅ
－τ狊）＝０． （７）

式（７）中：Γ＝

０ 犐狀 ０

０ ０ 犐狀

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

；Η＝

０ ０ ０

０ ０ ０

－犔 －犔γ －犔

熿

燀

燄

燅β

；狊＝ｊω；犐３狀为３狀维的单位矩阵．

式（７）可转化为

ｄｅｔ（狊犐３狀－

０ 犐狀 ０

０ ０ 犐狀

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

－

０ ０ ０

０ ０ ０

－犔 －犔γ －犔

熿

燀

燄

燅β

ｅ－τ狊）＝０， （８）

等效于

ｄｅｔ（狊３＋狊２犔βｅ
－τ狊＋狊犔γｅ

－τ狊＋犔ｅ－τ狊）＝ｄｅｔ（狊３＋狊２λ犻βｅ
－τ狊＋狊λ犻γｅ

－τ狊＋λ犻ｅ
－τ狊）＝０． （９）

　　由式（９）可得

∏
狀

犻＝１

（狊３＋狊
２
λ犻βｅ

－τ狊
＋狊λ犻γｅ

－τ狊
＋λ犻ｅ

－τ狊）＝０． （１０）

令

犢（狊）＝狊３＋狊２λ犻βｅ
－τ狊＋狊λ犻γｅ

－τ狊＋λ犻ｅ
－τ狊＝０． （１１）

当λ犻＝０时，式（１１）的３个零解狊１～狊３ 均为０．当λ犻≠０时，式（１１）为

１＋
狊２λ犻βｅ

－τ狊＋狊λ犻γｅ
－τ狊＋λ犻ｅ

－τ狊

狊３
＝０． （１２）

将狊＝ｊω代入式（１２），可得

犵（狑）＝
－ω

２
λ犻βｅ

－τｊω＋ｊωλ犻γｅ
－τｊω＋λ犻ｅ

－τｊω

－ｊω
３

， （１３）

犵（ω）＝
ω
２
λ犻βｓｉｎτω＋ωλ犻γｃｏｓτω－λ犻ｓｉｎτω

－ω
３ ＋ｊ

－ω
２
λ犻βｃｏｓτω＋ωλ犻γｓｉｎτω＋λ犻ｃｏｓτω

ω
３ ． （１４）

根据奈奎斯特稳定判据，式（１２）的特征值位于复平面左半平面的条件是式（１３）不包含（－１，ｊ０）点．

式（１４）满足条件

ω
２
λ犻βｓｉｎτω＋ωλ犻γｃｏｓτω－λ犻ｓｉｎτω

ω
３ ＜１－ω

２
λ犻βｃｏｓτω＋ωλ犻γｓｉｎτω＋λ犻ｃｏｓτω＝０． （１５）

因此，当满足式（１５）的条件时，系统稳定．由此可知，满足式（１５）的条件是系统问题的充分性条件．

证明：当系统稳定时，系统特征方程的非零特征值位于复平面的左半平面，证明过程与充分性证明

过程相似．由此可知，根据奈奎斯特稳定判据，式（１２）的特征值位于复平面的左半平面的条件为

ω
２
λ犻βｓｉｎτω＋ωλ犻γｃｏｓτω－λ犻ｓｉｎτω

ω
３ ＜１－ω

２
λ犻βｃｏｓτω＋ωλ犻γｓｉｎτω＋λ犻ｃｏｓτω＝０． （１６）

由此可知，系统稳定的必要条件是满足式（１６），且式（１５）与式（１６）相同．

由上述的充分性和必要性证明可知，式（１５）是多智能体系统实现一致性的充要条件．

推论１　假设基于协议（３），三阶时滞多智能体系统能够实现分组一致，那么多智能体系统能够实

现分组一致满足的最大输入时滞条件为０＜τ＜τ
．其中，τ为时滞上界，τ＝ａｒｃｃｏｓ

γλｍａｘ

ω（ ）２
／ω，ω６－ω４
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λｍａｘ
２

β
２－ω

２
λｍａｘ

２（γ
２－２β）－ λｍａｘ

２＝０，λｍａｘ为λ犻的最大值．

证明：由引理２可知，当λ犻≠０时，λ犻为正实数．由式（１５）可得

τ＜ａｒｃｃｏｓ
γλ犻

ω（ ）２ ／ω． （１７）

式（１７）中：ω满足

ω
６－ω

４
λ犻

２

β
２－ω

２
λ犻

２（γ
２－２β）－ λ犻

２＝０． （１８）

由式（１７）可知：ω随λ犻的增大而增大，τ随ω的增大而减小，故τ有最大值，即

ｍａｘτ＝ａｒｃｃｏｓ
γλｍａｘ

ω（ ）２
／ω． （１９）

图１　８个多智能体的连通二部图

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｎｎｅｃｔｅｄｂｉｐａｒｔｉｔｅｇｒａｐｈｏｆｅｉｇｈｔｍｕｌｔｉａｇｅｎｔｓ

３　仿真实验

８个多智能体的连通二部图，如图１所示．图１

中：｛１，２，３，４｝为一组智能体，｛５，６，７，８｝为一组智能

体，智能体之间的权重为１．８个智能体的位移（狓）初

始值分别为－８，２１，３６，４５，７０，６０，０，５５ｍ，８个智能

体的速度（狏）初始值分别为－３，１０，６，－２，０，９，－５，８

ｍ·ｓ－１，８个智能体的加速度（犪）初始值分别为－１，

－１，３，－４，６，－２，３，－４ｍ·ｓ－２．由图１可得系统的拉普拉斯矩阵为

图２　多智能体系统的状态响应（τ＜０．１４１２）

Ｆｉｇ．２　Ｓｔａｔｅｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆ

ｍｕｌｔｉ?ａｇｅｎｔｓｙｓｔｅｍ（τ＜０．１４１２）

犔＝

２ ０ ０ ０ １ １ ０ ０

０ ３ ０ ０ １ １ １ ０

０ ０ ３ ０ ０ １ １ １

０ ０ ０ ２ ０ ０ １ １

１ １ ０ ０ ２ ０ ０ ０

１ １ １ ０ ０ ３ ０ ０

０ １ １ １ ０ ０ ３ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １ １ ０ ０ ０ ２

．　 （２０）

当γ＝１，β＝２时，τ
＝０．１４１２．当τ＜０．１４１２，τ＝

０．１４１２，τ＞０．１４１２时，多智能体系统的状态响应分别

如图２～４所示．

由图２～４可知：当满足定理１的条件时，系统可以

实现二分一致性；当刚好达到定理１的条件时，系统处

于临界稳定状态；当不满足定理１的条件时，系统无法实现二分一致性．

图３　多智能体系统的状态响应（τ＝０．１４１２）　　　　　图４　多智能体系统的状态响应（τ＞０．１４１２）

Ｆｉｇ．３　Ｓｔａｔｅｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｍｕｌｔｉ?ａｇｅｎｔ　　　　 　　　　Ｆｉｇ．４　Ｓｔａｔｅｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｍｕｌｔｉ?ａｇｅｎｔ

ｓｙｓｔｅｍ（τ＝０．１４１２）　　　　　　　　　　　　　　　　ｓｙｓｔｅｍ（τ＞０．１４１２）
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４　结束语

提出一种基于竞争的三阶时滞多智能体系统控制算法，得到多智能体系统实现二分一致性的充要

条件，同时给出多智能体实现二分一致性允许的最大输入时滞．文中研究仅针对带有相同输入时滞的三

阶多智能体系统，而带有不同通信时滞和不同输入时滞的三阶多智能体系统的二分一致性问题将是今

后研究的方向．
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