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　　关于多分结构极小集的一些性质
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摘要：　针对在多分情形下，知识状态不能表示成原子的并，给出多分结构极小集的定义，将原子的概念推广

为极小集．在多分结构下，任何知识状态都能表示成极小集元素的并，同时讨论极小集的相关性质．
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１　预备知识

知识空间理论 （ｋｎｏｗｌｅｄｇｅｓｐａｃｅｔｈｅｏｒｙ，简称ＫＳＴ）是由美国数学心理学家Ｆａｌｍａｇｎｅ和比利时数

学心理学家Ｄｏｉｇｎｏｎ于１９８５年首先提出的数学心理模型
［１］．ＫＳＴ建立了一套数学理论来反映教育规

律，它通过分析学生对不同水平的一系列有关问题的解答情况，来确定学生在不同知识中的认知水平，

从而为教育评价提供了一种有效的科学方法，也是一种测试学生知识水平和构建学生知识结构的理

论［２４］．经过几十年的发展，该理论已经成为了自适应教学和测试系统中最有效的知识表示理论
［５］，已

广泛运用于辅助学习与自适应测评领域［６１１］．

在ＫＳＴ中，假设某个领域的知识都能通过一些问题来反应，将这些问题组成的集合称为问题域，

ＫＳＴ理论的一个核心假设是个体对问题的反应只有正确与错误、同意与不同意之分．然而，实际上很多

情况并非如此，个体对问题的反应有多种可能．１９９７年，Ｓｃｈｒｅｐｐ
［１２］首次尝试将ＫＳＴ的主要概念推广到

具有两个以上回答备选方案（比如同意、部分同意和不同意）的问题集上．２０２０年，Ｓｔｅｆａｎｕｔｔｉ等
［１３］在

Ｓｃｈｒｅｐｐ的工作基础上将二分知识空间理论推广到多分情形，引入多分知识状态和多分知识结构，从而

扩展了ＫＳＴ的理论与方法．
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　　设犙是一个项目（问题）集，（犔，≤）是一个完备格（下文若无说明，犔均指完备格），称映射犓：犙→犔

为一个知识状态．（犙，犔，犓）为一个多分结构，其中犓是非空的知识状态集．犙到犔 上的全体映射记为

犔犙．定义犔犙 上的偏序关系为

犓１，犓２ ∈犔
犙，　　犓１ 犓２狇∈犙，　　犓１（狇）≤犓２（狇）．

　　基是经典知识空间理论极其重要的概念，可张成知识空间．它蕴含了知识空间的所有信息，反应了

学生能掌握的最基本的问题集族，为刻画整个知识空间及寻找学习路径都提供了依据［２］．在二分知识

空间框架下，若知识空间存在基，则任何一个知识状态都可表示成原子的并．Ｓｔｅｆａｎｕｔｔｉ等
［１３］定义了多

分结构下狇处的犾原子的概念，但要求反应水平犾为不可约元，即犾满足：对于任意的犌犔，ｓｕｐ犌＝犾，

则犾∈犌．当犾为可约元时，原子的概念就没有意义了，而且在多分知识空间下，知识状态不能表示成原

子的并．于是，Ｓｔｅｆａｎｕｔｔｉ将多分知识空间加强为粒状多分知识空间，这样由基（原子）可扩张成整个多分

空间，与经典二分知识空间的情况多少有些不同．在二分知识空间中，并不一定需要粒状性，只需其基存

在，就可以由其基（原子）扩张成整个知识空间．

本文将原子的概念推广到极小集上，去掉了不可约元条件，从而证明了在多分结构下，任何状态都

能表示成极小集元素的并．

２　基本定义及例子

定义１
［１３］
　设（犙，犔，犓）为一个多分结构，对任意犌犓，分别定义映射 犌：犙→犔和 犌：犙→犔为

狇∈犙，　　（ 犌）（狇）＝ｓｕｐ｛犓（狇）：犓 ∈犌｝，

狇∈犙，　　（ 犌）（狇）＝ｉｎｆ｛犓（狇）：犓 ∈犌｝｛ ．

　　若对任意犌犓，都有 犌∈犓，则称犓是 封闭的，相应的多分结构（犙，犔，犓）称为多分知识空间．

定义２　假设（犙，犔，犓）为一个多分结构，狇∈犙，犾∈犔，称犅为狇处的犾覆盖，如果犅犓，且满足：

１）（ 犅）（狇）＝犾；２）对于任意的犓′∈犓，犓′（狇）＝犾，若犓∈犅，使得犓′ 犓，则犓′∈犅．

定义３　设（犙，犔，犓）为一个多分结构，犅
犾
狇 为狇处的犾覆盖，如果对于任意的狇处的犾覆盖犉，都有

犅犾狇∩犉＝犅
犾
狇 或者犅

犾
狇∩犉＝，那么称犅

犾
狇 为狇处的犾极小集．下文犅

犾
狇 均表示狇处的犾极小集．

注１　由于狇处的犾覆盖犅有两种可能：１）犓∈犅，犓（狇）＝犾；２）犓∈犅，犓（狇）＜犾．所以，狇处的

犾极小集犅犾狇 就是元素个数最少的上述这两种可能的狇处的犾覆盖．

例１　设犙＝｛狆，狇｝，（犔，≤）是一个完备格，犔＝｛犪，犫，犮，犱｝，犪≤犫≤犱，犪≤犮≤犱，若状态犓：犙→犔定

义为犓（狆）＝犪，犓（狇）＝犫，习惯上简记为犪犫．给定一个多分结构为犓＝｛犪犪，犪犫，犫犪，犫犫，犮犪，犮犮，犱犪，犱犮，

犱犱｝，则犅犪狆＝犅
犪
狇＝｛犪犪｝，犅

犫
狆＝｛犫犪｝，犅

犫
狇＝｛犪犫｝，犅

犮
狆＝｛犮犪｝，犅

犮
狇＝｛犮犮｝，犅

犱
狆＝｛犫犪，犮犪｝或犅

犱
狆＝｛犱犪｝，犅

犱
狇＝｛犪犫，

犮犮｝或犅犱狇＝｛犱犱｝，若取犎＝｛犪犪，犫犪，犪犫，犮犪，犮犮｝，即部分极小集的并，则对犓中的任意状态，都可表示成犎

中元素的并，这样的状态集犎就不含可约元犱．注意到犎中的元素除了犪犪就是全体原子，因此极小集推

广了原子的概念．

例２　设犙＝｛狆，狇｝，犔＝ ０，［ ）１３ ∪
２

３
，［ ］１ ，犓＝｛犓∈犔２ 犓（狆）≥犓（狇）｝，对任意的犾∈犔，取犅犾狆＝

｛（犾，０）｝，犅犾狇＝｛（犾，犾）｝，令犎＝∪
犾∈犔

（犅犾狆∪犅
犾
狇），则对犓中的任意状态，都可表示成犎中元素的并．

另外，注意到只有犾＝
２

３
是不可约元，因此，原子只有 ２

３
，（ ）０ 与 ２

３
，（ ）２３ ，其张成的空间为

犓１ ＝ （０，０），
２

３
，（ ）０ ，２３，（ ）｛ ｝２

３
≠犓．

３　主要结果及其证明

性质１　设（犙，犔，犓）为一个多分结构，若犓∈犅
犾
狇，使得犓（狇）＝犾，则犅

犾
狇＝｛犓｝．

证明：考虑犉＝｛犓′ 犓′（狇）＝犾，犓′′ 犓，犓′∈犓｝，则犓∈犉犅
犾
狇．显然，犉是狇处的犾覆盖．于是犅

犾
狇∩

犉＝犅犾狇，故犅
犾
狇犉犅

犾
狇，即犅

犾
狇＝｛犓′ 犓′（狇）＝犾，犓′ 犓，犓′∈犓｝．假设犓１∈犅

犾
狇，犓１ 犓 且犓１≠犓．考虑

犉１＝｛犓′ 犓′（狇）＝犾，犓′ 犓１，犓′∈犓｝，则犉１犅
犾
狇，且犉１ 也是狇处的犾覆盖．于是，犅

犾
狇∩犉１＝犅

犾
狇，但犓∈
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犅犾狇，犓犉１，矛盾，故犅
犾
狇＝｛犓｝．

注２　狇处的犾极小集犅
犾
狇 要么是单点集，要么犓∈犅

犾
狇，都有犓（狇）＜犾，此时，犾必为可约元．当犾为

不可约元时，若犓∈犅
犾
狇，犓（狇）＝犾，则犅

犾
狇＝｛犓｝．此时，犓 就是Ｓｔｅｆａｎｕｔｔｉ定义的狇处的犾原子，所以极

小集的定义推广了原子的概念．

另外，由上面的例２可以看到全体原子张不成犓，但全体集小集却可张成犓．

定义４
［１３］
　设是项目集犙上的拟序关系，一个状态犓：犙→犔称为与相容的，如果狆，狇∈犙，

　　狆狇犓（狇）≤犓（狆）．所有的与相容的状态构成的集合犓，称为拟序多分空间．

注３　设（犙，犔，犓）为拟序多分空间，任取狇∈犙，令β（狇）＝｛狉∈犙 犓∈犓，犓（狇）≤犓（狉）｝，对任意的

犾∈犔，定义映射犃狇：犙→犔，使得犃狇（狉）＝
犾，狉∈β（狇）

０，狉β（狇
｛ ）

，则与文献［１３］完全类似，容易证明犃狇∈犓．因此，

对于拟序多分空间犓而言，狇处的犾极小集犅
犾
狇 可取为犅

犾
狇＝｛犃狇｝．拟序多分空间犓的这类犾极小集的并

记为犃犾，即犃犾＝｛犃狇 狇∈犙｝．

定理１　设（犙，犔，犓）为一个多分结构，犅＝｛犓 犓∈犅
犾
狇，狇∈犙，犾∈犔｝，则犓∈犓，都有犓＝ ｛犅 犅∈

犅，犅 犓｝．

证明：设犓（狇）＝犾，若犓∈犅，结论显然成立，若犓１∈犅
犾
狇，犓１（狇）＝犾，则犓１ 犓，从而犾＝犓１（狇）≤

（｛犅犅∈犅，犅 犓｝）（狇）≤犓（狇）＝犾，结论成立．

定义５
［１４］
　设（犔，≤）是一个偏序集，如果对犔中的任意的降链狓１≥狓２≥…≥狓狀≥…，都存在犽，使

得狓犽＝狓犽＋１＝…，则称犔满足降链条件（记为ＤＣＣ）．对偶的降链条件，称为升链条件（记为ＡＣＣ）．

推论１　设（犙，犔，犓）为一个拟序多分空间，其中犔满足ＤＣＣ，犔的所有不可约元构成的集合记为

犔１，犅１＝｛犓 狇∈犙，犾∈犔１，犓∈犅
犾
狇｝，则对任意的犓∈犓，都有犓＝ ｛犅 犅∈犅１，犅 犓｝．

证明：只须证明当犓（狇）＝犾∈犔＼犔１ 时成立即可．注意犔满足犇犆犆，故犾＝ｓｕｐ｛犾犻犾犻∈犔１｝，而犓是拟

序多分空间，所以有犾犻∈犔１，均存在犓犻∈犅
犾犻
狇，犓犻（狇）＝犾犻．于是有

犾犻＝犓犻（狇）＜ （｛犅犅 ∈犅１，犅 犓｝）（狇）≤犓（狇）＝犾．

故犾＝ｓｕｐ｛犓犻（狇）｝≤（｛犅犅∈犅１，犅 犓｝）（狇）≤犓（狇）＝犾．

注４　由于有限格满足ＤＣＣ，因此，若犔为有限格，上述推论亦成立．

定理２　设（犙，犔，犓）为一个多分知识空间，犅＝｛犓 犓∈犅
犾
狇，狇∈犙，犾∈犔｝，犕∈犓，犖∈犔

犙，则下列两

个条件等价：

ⅰ）犌∈犓：犕 犖＝犌 犖犌 犕；

ⅱ）犇∈犅：犇 （犕 犖）犇 犕．

证明：条件ⅰ）条件ⅱ）．犇∈犅：犇 （犕 犖），则犕 犖＝（犕 犇） 犖，注意犕 犇∈犓，由（ｉ）

可得，犕 犇 犕，故犇 犕．

条件ⅱ）条件ⅰ）．犌∈犓：犕 犖＝犌 犖，由定理１可得，犌＝ ｛犅 犅∈犅，犅 犌｝．于是，对于

犅∈｛犅 犅∈犓，犅 犌｝，都有犅 （犕 犖），由条件ⅱ）知，犅 犕，从而犌 犕．

注５　定理２给出了由极小集构建多分知识空间的算法，详细过程同二分情形下由基构建知识空

间的算法，参考文献［１５］．

定理３　设（犙，犔，犓）为一个多分结构，犓∈犓，犅＝｛犓 犓∈犅
犾
狇，狇∈犙，犾∈犔｝，如果对于任意的犉犓，

犓＝ 犉，都有犓∈犉，则犓∈犅．

证明：假设犓犅，对于任意的狇∈犙，记犓（狇）＝犾，则必有下列两种情况．

情况１　犓狇∈犅
犾
狇，犓狇（狇）＝犾，犓狇 犓．

情况２　犓
犻
狇∈犅

犾
狇，犓

犻
狇（狇）＜犾，ｓｕｐ｛犓

犻
狇（狇）｝＝犾．

令犉＝｛犜狇 犜狇＝犓狇 或犜狇＝犓
犻
狇，狇∈犙｝，则犓＝ 犉，但犓犉，矛盾，故犓∈犅．

注６　注意到上述证明的情况２，定理３的逆不成立．另外，由于极小集的定义是原子概念的推广，

因此，拟序多分空间的很多关于原子的性质都能推广到极小集上，证明方法同文献［１３］完全类似，如下

面的定理４，但此处给出了一个简单的证明．

定理４　设犃犾＝｛犃狇 狇∈犙｝（犃狇 的定义见注２）是拟序多分空间（犙，犔，犓）的犾极小集的全体，对任
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犺狋狋狆：∥狑狑狑．犺犱狓犫．犺狇狌．犲犱狌．犮狀

意的犃狇，犃狉∈犃犾，则犃狇 犃狉对任意的犓∈犓，都有犓（狉）≤犓（狇）．

证明：）设对任意的犓∈犓，都有犓（狉）≤犓（狇），则有犃狉（狉）≤犃狉（狇），注意犃狇（狇）＝犃狉（狉）＝犾，故

犃狇（狇）≤犃狉（狇），从而有（犃狉 犃狇）（狇）＝犾，而犃狇 犃狉∈犓，据注１，必有犃狇 犃狉＝犃狇，所以犃狇 犃狉．

）设犃狇 犃狉，由注２可得，犃狉（狇）＝犾，于是狇∈β（狉），所以对任意的犓∈犓，都有犓（狉）≤犓（狇）．

４　结束语

在二分知识空间中，原子的概念扮演了相当重要的角色，而在多分结构下，由于存在可约元，如何更

好地、恰当地定义多分结构下的原子便成为研究的一个重要课题．将原子推广为极小集，能将多分知识

状态表示成极小集元素的并，但在二分情形下，与原子相关的理论还很多．今后的工作，将进一步用极

小集来研究基于多分结构下的与原子相关的理论与应用．
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