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　　　时间分数阶犃犾犾犲狀犆犪犺狀方程的

重心插值配点法
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摘要：　采用Ｌａｐｌａｃｅ变换近似Ｃａｐｕｔｏ型分数阶导数，将分数阶方程转换成整数阶方程；然后，在时空方向均

采用重心插值配点法离散，非线性项采用Ｎｅｗｔｏｎ迭代格式求解，并给出配点格式的相容性误差分析．数值实

验表明：该配点法格式具有较高精度，能满足能量递减规律．
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基于自由能的概念来描述界面且已经被应用于许多带有界面问题的多相流系统中．最初的Ａｌｌｅｎ

Ｃａｈｎ方程是以自由能的积分表示，是一种求解界面问题的数学模型，被广泛应用于平均曲率流量
［１］、

晶体生长［２］、图像处理［３］、人群扩散现象［４］和材料科学［５］等研究中．近年来，分数阶算子的发展促进了非

局部问题的迅速发展，将整数阶ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程扩展到分数阶ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程，已经引起众多学者的

关注．汤涛等
［７］首次证明了时间分数阶梯度流的能量耗散性和数值稳定性的分析；王宏等［８］采用快速

Ｃａｐｕｔｏ算法结合傅里叶谱方法求解时间分数阶ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程；杜强等
［９］提出分数阶ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方

程的凸分裂数值格式；刘欢等［１０］基于ＳＯＥ思想近似Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数，提出时间分数阶ＡｌｌｅｎＣａｈｎ

的一种有限差分高效格式；张楠等［１１］分别运用稳定化方法和ＳＡＶ策略结合向后微分公式（ｂａｃｋｗａｒｄ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎｆｏｒｍｕｌａ，ＢＤＦ）构造了时间分数阶ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程和ＣａｈｎＨｉｌｌｉａｒｄ方程的高阶算法．任

金城等［１２］基于Ｌａｐｌａｃｅ变换近似 Ｃａｐｕｔｏ型分数阶导数，从而求解偏微分方程；汪精英等
［１５］利用
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Ｌａｐｌａｃｅ变换与算子分裂法、差分法求解分数阶ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程．采用Ｌａｐｌａｃｅ变换近似分数阶导数，可

有效地减少由于分数阶导数的历史记忆性所引起的储存量．

近年来，重心插值配点法作为一种新型的无网格计算方法，被广泛应用于求解各类微分方程．重心

插值配点法成功地应用于求解平面弹性问题［１７］、Ｆｒｅｄｈｏｌｍ方程
［１８］、整数阶ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程

［１９２０］．重心

插值公式具有良好的数值稳定性，它能以机器精度任意逼近光滑函数，将Ｌａｇｒａｎｇｅ插值公式改进，并定

义重心权，可得到重心Ｌａｇｒａｎｇｅ公式．重心插值公式具有计算量小、操作方便、易于编程、高精度、稳定

性好等优点．重心插值配点格式求解微分方程的理论分析相对少．最近，文献［１３１４］用重点插值配点法

分别求解分数阶电报方程和热传导方程，并给出理论分析． 

基于此，本文将分数阶ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程通过Ｌａｐｌａｃｅ变换近似为整数阶方程，在时间与空间方向均

采用重心插值配点法求解整数阶方程，非线性项选取Ｎｅｗｔｏｎ迭代格式求解，并给出相容性误差分析．

１　分数阶犃犾犾犲狀犆犪犺狀方程的数值解

１．１　一维分数阶犃犾犾犲狀犆犪犺狀方程

考虑Ｃａｐｕｔｏ类型的时间分数阶ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程，即
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式（１）中，犆０犇
α
狋狌（狓，狋）指Ｃａｐｕｔｏ类型的分数阶导数，其定义为
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式（２）中，Γ（·）是Ｇａｍｍａ函数．

ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程的基本能量泛函犈（狌）为
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式（３）中，犠（狌）＝
１

４
（狌２－１）２．

犈（狌）关于时间狋求Ｃａｐｕｔｏ型分数阶导数，即
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显然，犈（狌）关于时间狋具有非增长性，该方程满足能量耗散定律．

１．２　将分数阶方程通过犔犪狆犾犪犮犲变换转变为整数阶方程

一维ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程中的分数阶导数可利用Ｌａｐｌａｃｅ变换逼近，即
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式（５）中，狌（狓，狋）经Ｌａｐｌａｃｅ变换得到珘狌（狓，狇）．

将狇
α 在区间（０，１］作线性插值，并代入式（５），即

犔｛犆０犇
α
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－１狌（狓，０）］． （６）

对式（６）采用Ｌａｐｌａｃｅ逆变换，并代入式（１），推出整数阶方程，即
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１．３　重心插值配点法求解犃犾犾犲狀犆犪犺狀方程

１．３．１　重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值　选取互异的插值节点狓犻，犻＝１，２，…，狀，其对应的函数值为狌犻，多项式插值

狆（狓）满足狆（狓犻）＝狌犻，则狆（狓）＝∑
狀

犻＝１
β犻（狓）狌犻．其中，β犻（狓）是Ｌａｇｒａｎｇｅ插值基函数．其表达式为
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β犻（狓）＝ ∏
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，则Ｌａｇｒａｎｇｅ插值的基函数
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γ（狓）ω犻
狓－狓犻

，犽＝１，２，…，狀．推出Ｌａｇｒａｎｇｅ插值的另一形式为
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．结合式（９），（１０），则重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值公式为
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１．３．２　重心有理插值　考虑重心有理插值配点法的基函数．给定狀＋１个插值节点犪＝狓０＜狓１＜…＜

狓狀＝犫，狌（狓犻）＝狌犻，犻＝０，１，…，狀．犱为选取的一整数（０≤犱≤狀），令狉（狓）为
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由式（１２）～（１４）可推出重心有理插值公式，即
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式（１５）中：重心有理插值公式的基函数狉犼（狓）＝
ω犼
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１．３．３　重心插值配点法求解ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程　考虑整数阶ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程的重心插值配点法计算

格式，其方程变形为

狌（狓，狋）

狋
－
１

α

２狌（狓，狋）

狓
２ ＋

１－α
α
·狌（狓，狋）－

１－α
α
·狌（狓，０）＋

１

α·ε
２
·犌（狌）＝０． （１６）

式（１６）中：（狓，狋）∈［犪，犫］×［０，犜］，犌（狌）＝狌（狌
２－１）．

区域Ω＝［犪，犫］×［０，犜］，在空间［犪，犫］上取犿＋１个节点犪＝狓０＜狓１＜…＜狓犿＝犫，时间［０，犜］上取

狊＋１个节点０＝狋０＜狋１＜…＜狋狊＝犜，故而形成Ω上的张量型节点（狓犻，狋犼），犻＝０，１，…，犿，犼＝０，１，…，狊．令

每个节点的函数值狌犻（狋犼）＝狌（狓犻，狋犼）＝狌犻，犼．

考虑上述热传导方程，先固定狋，考虑变量狓，则狌（狓，狋）在节点狓１，狓２，…，狓犿 上的重心插值公式为

狌（狓，狋）＝∑
犿

犼＝０
φ犼（狓）狌犼（狋）． （１７）

式（１７）中：φ犼（狓）＝
ω犼

狓－狓犼
／∑

犿

犼＝０

ω犼
狓－狓犼

为狓方向上的插值基函数．重心权ω犼的选择跟不同的重心插值配

点法有关．
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类似，固定狓，考虑变量狋，则狌（狓，狋）在节点狋１，狋２，…，狋狊上的重心插值公式为

狌（狓，狋）＝∑
狊

犼＝０
φ犼（狋）狌犼（狓）． （１８）

式（１８）中，φ犼（狋）为狋方向上的插值基函数．

由式（１７），（１８）可知，狌（狓，狋）在节点｛（狓犻，狋犼），犻＝０，１，…，犿，犼＝０，１，…，狊｝上的重心插值为

狌（狓，狋）＝∑
犿

犻＝０
∑
狊

犼＝０
φ犻（狓）φ犼（狋）狌犻，犼． （１９）

考虑狌（狓，狋）对变量狓，狋求犾＋犽阶偏导数，即有


犾＋犽狌

狓
犾
狋
犽 ＝∑

犿

犻＝０
∑
狊

犼＝０
φ
（犾）
犻 （狓）φ

（犽）
犼 （狋）狌犻，犼，　　犾，犽＝０，１，２，…． （２０）

上述偏导数在节点（狓狉，狋狆）处的函数近似值为

狌
（犾，犽）（狓狉，狋狆）＝∑

犿

犻＝０
∑
狊

犼＝０
φ
（犾）
犻 （狓狉）φ

（犽）
犼 （狋狆）狌犻，犼，　　狉＝０，１，…，犿；　狆＝０，１，…，狊． （２１）

因此，式（１６）的重心插值配点法的计算格式为

∑
犿

犻＝０
∑
狊

犼＝０
φ
（０）
犻 （狓狉）φ

（１）
犼 （狋狆）－

１

α∑
犿

犻＝０
∑
狊

犼＝０
φ
（２）
犻 （狓狉）φ

（０）
犼 （狋狆［ ）＋

１－α
α ∑

犿

犻＝０
∑
狊

犼＝０
φ犻（狓狉）φ犼（狋狆 ］）狌犻，犼－１－αα ·狌（狓，０）＋

１

α·ε
２
·犌（狌）＝０． （２２）

　　上式可改写成微分矩阵形式，即

［犇
（０，１）－犘·犇

（２，０）＋犙·犐］犝－
１－α
α
·狌（狓，０）＋

１

α·ε
２
·犌（狌）＝０， （２３）

式（２３）中：犘＝ｄｉａｇ
１｛ ｝α ；犙＝ｄｉａｇ

１－α｛ ｝α
．

１．４　相容性分析

设函数狌（狓，狋）运用重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值法逼近的数值解为狆犿，狊（狓，狋），定义误差函数犲（狓，狋）＝狌（狓，

狋）－狆犿，狊（狓，狋）．引用文献［１３］中的重要定理．

引理１　若狌（狓，狋）∈犆
（狀＋１）（Ξ），Ξ＝［犪，犫］×［０，犜］，狀＝ｍａｘ｛犿，狊｝，定义的犲（狓，狋）成立．即

犲（狓，狋）≤‖狌
（狀＋１）

‖∞ 犮１
犲犔狓
２（ ）犿

犿

＋犮２
犲犔狋
２（ ）狊｛ ｝

狊

． （２４）

式（２４）中：犮１，犮２ 为常数；犲为自然对数；犿＋１，狊＋１代表狓，狋方向的节点数；犔狓＝
犫－犪
２
，犔狋＝

犜
２
．

类似地，可推得

犲狓（狓，狋）≤‖狌
（狀＋１）

‖∞ 珓犮１
犲犔狓

２（犿－１（ ））
犿－１

＋犮２
犲犔狋
２（ ）狊｛ ｝

狊

，

犲狋（狓，狋）≤‖狌
（狀＋１）

‖∞ 犮１
犲犔狓
２（ ）犿

犿

＋犮２
犲犔狋
２（狊－１（ ））

狊

｛ ｝
－１

，

犲狓狓（狓，狋）≤‖狌
（狀＋１）

‖∞ 犮

１

犲犔狓
２（犿－２（ ））

犿－２

＋犮２
犲犔狋
２（ ）狊｛ ｝

狊

烍

烌

烎
．

（２５）

根据引理１可推出定理１．

定理１　设狌（狓，狋）∈犆
（狀＋１）（Ξ），Ξ＝［犪，犫］×［０，犜］，狀＝ｍａｘ｛犿，狊｝．狌（狓犿，狋狊）为狌（狓，狋）的数值解，

成立犇狌（狓犿，狋狊）＝０，且 ｌｉｍ
（犿，狊）→∞

犇狌（狓犿，狋狊）＝０．非线性项犌（狌）满足利普希茨条件，则有

狌（狓，狋）－狌（狓犿，狋狊）≤犆‖狌
（狀＋１）

‖∞ 犮

１ ·

犲犔狓
２（犿－２（ ））

犿－２

＋犮２ ·
犲犔狋
２（狊－１（ ））

狊

｛ ｝
－１

． （２６）

证明　非线性项犌（狌）满足利普希茨条件，则存在常数犓＞０，成立

犌（狌（狓，狋））－犌（狌（狓犿，狋狊））≤犓 狌（狓，狋）－狌（狓犿，狋狊）． （２７）

由式（１），（８）可知
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犇狌（狓，狋）－犇狌（狓犿，狋狊）＝狌狋（狓，狋）－狌狋（狓犿，狋狊）－
１

α
［狌狓狓（狓，狋）－狌狓狓（狓犿，狋狊）］＋

１－α
α
［狌（狓，狋）－狌（狓犿，狋狊）］－

１－α
α
［狌（狓，０）－狌（狓犿，０］＋

１

α·ε
２
［犌（狌（狓，狋））－犌（狌（狓犿，狋狊））］＝犚１＋犚２＋犚３＋犚４＋犚５． （２８）

式（２８）中：犚１＝狌狋（狓，狋）－狌狋（狓犿，狋狊）；犚２＝－
１

α
［狌狓狓（狓，狋）－狌狓狓（狓犿，狋狊）］；犚３＝

１－α
α
［狌（狓，狋）－狌（狓犿，狋狊）］，

犚４＝－
１－α
α
［狌（狓，０）－狌（狓犿，０）］；犚５＝

１

α·ε
２
［犌（狌（狓，狋））－犌（狌（狓犿，狋狊））］．

由引理１可知：犚１＝狌狋（狓，狋）－狌狋（狓犿，狋狊）＝犲狋（狓，狋狊）＋犲狋（狓犿，狋狊），可推出

犚１ ≤‖狌
（狀＋１）

‖∞ 犮１
犲犔狓
２（ ）犿

犿

＋犮２
犲犔狋
２（狊－１（ ））

狊

｛ ｝
－１

． （２９）

同理，可得

犚２ ≤
１

α
‖狌

（狀＋１）
‖∞ 犮


１

犲犔狓
２（犿－２（ ））

犿－２

＋犮２
犲犔狋
２（ ）狊｛ ｝

狊

，

犚３ ≤
１－α
α
‖狌

（狀＋１）
‖∞ 犮１

犲犔狓
２（ ）犿

犿

＋犮２
犲犔狋
２（ ）狊｛ ｝

狊

，

犚４ ≤
１－α
α
‖狌

（狀＋１）
‖∞ 犮１

犲犔狓
２（ ）犿｛ ｝

犿

，

犚５ ≤
犓

α·ε
２ 犚３ ＝

１－（ ）α犓
（ ）αε

２ ‖狌
（狀＋１）

‖∞ 犮１
犲犔狓
２（ ）犿

犿

＋犮２
犲犔狋
２（ ）狊｛ ｝

狊

烍

烌

烎
．

（３０）

令犆＝ｍａｘ
１

α
，１－α
α
，
（１－α）犓
（αε）｛ ｝２

，由式（２９）及（３０）可得结论．

注１　据文献［１４］的重要定理，类似定理１的推导，易知采用重心有理配点法求解整数阶 Ａｌｌｅｎ

Ｃａｈｎ方程的误差分析如下．

定理２　设狌（狓，狋）∈犆μ１
＋２［犪，犫］×犆μ２＋２［０，犜］，狌（狓犿，狋狊）是狌（狓，狋）运用重心有理配点法求解的数

值解，成立犇狌狓犿，狋（ ）狊 ＝０，非线性项犌（狌）满足利普希茨条件，则

狌（狓，狋）－狌（狓犿，狋狊）≤犆（犺μ１
－１＋τμ２）． （３１）

式（３１）中：犆＝犮·ｍａｘ
１

α
，１－α
α
，
（１－α）犓
（αε）｛ ｝２

；犮为自然常数．犺是空间步长；τ是时间步长．

１．５　基于牛顿迭代的犃犾犾犲狀犆犪犺狀方程

考虑ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程的非线性项犌（狌），在狌０ 处泰勒展开，可得

犌（狌）≈犌（狌０）＋犌′（狌０）（狌－狌０）＝－２狌
３
０＋（３狌

２
０－１）狌． （３２）

从而，式（２３）的Ｎｅｗｔｏｎ迭代格式为

［犇
（０，１）－犘·犇

（２，０）＋犙·犐］狌狀＋
１

α·ε
２
·［（３狌２狀－１－１）狌狀－２狌

３
狀－１］＝

１－α
α
·狌（狓，０）． （３３）

１．６　一维犃犾犾犲狀犆犪犺狀方程在重心插值配点法下的计算格式

由节１．３和节１．５可知，整数阶ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程在重心插值配点法下的计算格式为

［犇
（０，１）－犘·犇

（２，０）＋犎·犐］狌狀＝
２狌３狀－１

α·ε
２＋
１－α
α
·狌（狓，０）． （３４）

式（３４）中：犎＝ｄｉａｇ
１－α
α
＋
３狌２狀－１－１

α·ε｛ ｝２ ．

２　数值算例

为便于分析，定义最大相对误差犈狉．即犈狉（犕，犖）＝
‖狔犲－狔犮‖∞

‖狔犲‖∞

．其中：狔犲，狔犮 分别为方程的解析

解和数值解；‖·‖∞是向量的无穷范数．
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２．１　算例一

为了验证数值格式的准确性，选取如下一维ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程．即

犆
０犇

α
狋狌（狓，狋）－


２狌

狓
２＋
１

ε
２狌狌

２（ ）－１ ＝犅（狓，狋）． （３５）

式（３５）中：精确解狌（狓，狋）＝（１＋狋３）ｓｉｎ（１．５π狓），（狓，狋）的取值范围为［０，１］×［０，１］．则有

犅（狓，狋）＝
ｓｉｎ（１．５π狓）

Γ１－（ ）α
（３
１－α

＋
３

３－α
－
６

２－α
）狋３－α＋

１

ε
２
［（１＋狋

３）ｓｉｎ（１．５π狓）］
３
－
１

ε
２－

９

４
π（ ）２ （１＋狋３）ｓｉｎ（１．５π狓）． （３６）

　　取空间节点犕＝３０，时间节点犖＝２０，在ε＝０．３，α＝０．５下方程的精确解与误差分布，分别如图１，

２所示．由图１，２可知：两种重心插值配点法的数值解图像均与真解图像逼近，且具有较高的精度．

（ａ）精确解　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）误差分布

图１　重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法的数值解与误差分布图像（α＝０．５）

Ｆｉｇ．１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｉｍａｇｅｓｏｆｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃｌａｇｒａｎｇｅｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ（α＝０．５）

（ａ）精确解　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）误差分布

图２　重心有理插值的数值解与误差分布图图像（α＝０．５）

Ｆｉｇ．２　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｉｍａｇｅｓｏｆｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃｒａｔｉｏｎａｌｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ（α＝０．５）

在ε＝０．３下，分别选取不同的剖分节点数和不同的α，利用两种重心插值配点法计算犈狉（犕，犖），结

果如表１所示．

表１　两种重心插值配点法求解方程的最大相对误差（ε＝０．３）

Ｔａｂ．１　Ｍａｘｉｍｕｍｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｏｆｓｏｌｖｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎｓｂｙｔｗｏｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ（ε＝０．３）

犈狉（犕，犖）＼α
重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法

０．２ ０．５ ０．９

重心有理插值配点法

０．２ ０．５ ０．９

犈狉（４，４） １．０６１９×１０－２ １．０７６４×１０－２ １．０９７５×１０－２ ７．７９６８×１０－３ ８．１５７６×１０－３ ７．８５２９×１０－３

犈狉（６，６） ４．２３９２×１０－４ ７．３９３７×１０－４ ３．３４７０×１０－４ ８．１６４３×１０－４ １．１５１７×１０－３ ６．８６０９×１０－４

犈狉（８，８） ５．７２９２×１０－４ ９．９４０９×１０－４ ４．０８０１×１０－４ ６．１５９７×１０－４ １．０３７７×１０－３ ４．５２１３×１０－４

犈狉（１０，１０） ５．９０７１×１０－４ １．０２８７×１０－３ ４．２３９２×１０－４ ５．８９８５×１０－４ １．０２８２×１０－３ ４．２２９３×１０－４

犈狉（１２，１２） ５．７９９２×１０－４ １．０１７８×１０－３ ４．２４２０×１０－４ ５，７９９４×１０－４ １．０１７８×１０－３ ４．２４２１×１０－４

　　由表１可知：当选取不同的α时，该配点格式采用较少的节点数，数值解可达到高精度；网格剖分越

８５５ 华 侨 大 学 学 报 （自 然 科 学 版）　　　　　　　　　　　　　　２０２２年
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细，数值精度更高．与文献［１５］中的经典差分法比较，当剖分节点数为犕＝５０，犖＝２５００，最大相对误差

可达到１０－３量级；文中提出的重心Ｌａｇｒａｎｇｅ配点法格式选取节点犕＝６，犖＝６，最大相对误差就达到

１０－４量级，重心有理配点法格式选取节点犕＝４，犖＝４，最大相对误差可达到１０－３量级．数值算例表明，

两种重心插值配点格式剖分较少的节点就能达到很高的精度．

２．２　算例二

一维ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程的离散能量函数如下

犈犺（狌狀）＝
犺

４ε
２∑

犕

犻＝０

［（狌狀犻）
２
－１］

２
＋
犺
２∑

犕－１

犻＝１

狌狀犻＋１－狌
狀
犻－１

２［ ］犺

２

（３７）

选定初值狌（狓，０）＝ε·ｓｉｎ（１．５π狓），取Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ的边界条件，左边界为狌０＝１，右边界为狌犕＝－１，

狋∈［０，２］；结合式（３７），令网格剖分为犕＝３０，犖＝２０，固定ε＝０．３，α分别取０．２，０．５，０．９，则两种重心

插值配点法的能量递减，如图３，４所示．

（ａ）重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法　　　　　　　　　　　　　（ｂ）重心有理插值配点法

图３　不同插值配点法的能量递减图

Ｆｉｇ．３　Ｅｎｅｒｇｙｄｅｃｌｉｎｅｉｍａｇｅｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ

（ａ）重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法 　　　　　　　　　　　　　（ｂ）重心有理插值配点

图４　不同插值配点法的数值解图像（α＝０．２）

Ｆｉｇ．４　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｉｍａｇｅｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ（α＝０．２）

从图３可知：当α取不同值时，时间分数阶ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程的能量耗散特性；当狋增加时，能量泛函

犈（狌）随之递减，最终趋于稳定状态．系统的能量耗散速度随着分数阶阶数α不同而变化，α越小，能量衰

减越快．此外，犈（狌）的曲线受剖分细密程度影响，剖分变细，图像更光滑．从图４可知：两种重心插值配

点法的数值解图像均与真解图像逼近．

３　结束语

利用Ｌａｐｌａｃｅ变换近似Ｃａｐｕｔｏ型分数阶导数，将分数阶ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程转化为整数阶问题；在时

空方向均利用重心插值配点法离散求解整数阶ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程，并给出配点法格式的相容性误差分

析．数值算例结果表明，与文献［１５］中的有限差分格式比较，该重心配点格式剖分少量节点数即可达到

格式的高精度，并满足能量耗散规律．该方法可以广泛推广到求解其他时间分数阶微分方程．

９５５第４期　　　　　　　　　　黄蓉，等：时间分数阶ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程的重心插值配点法
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