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摘要：　建立单位圆盘上一类规范化的全纯函数实部的积分估计，推广ＣＨＥＮＨｕａｉｈｕｉ和ＧＡＵＴＨＩＥＲＰＭ

研究的相应结果．利用这些结果，改进Ｂｌｏｃｈ常数犅的下界估计，得到犅≥槡３／４＋３×１０
－４．

关键词：　解析函数；单叶圆盘；Ｂｌｏｃｈ常数；Ｓｃｈｗａｒｚ引理；ＳｃｈｗａｒｚＰｉｃｋ引理

中图分类号：　Ｏ１７４．５ 文献标志码：　Ａ　　　文章编号：　１０００?５０１３（２０２２）０３?０４１６?０９

犈狊狋犻犿犪狋犻狅狀狅犳犔狅狑犲狉犅狅狌狀犱犳狅狉犅犾狅犮犺犆狅狀狊狋犪狀狋

ＷＡＮＧＣｈａｏｘｉａｎｇ

（ＳｃｈｏｏｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｃｉｅｎｃｅｓ，ＨｕａｑｉａｏＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｑｕａｎｚｈｏｕ３６２０２１，Ｃｈｉｎａ）

犃犫狊狋狉犪犮狋：　Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｔｈｅｒｅａｌｐａｒｔｏｆｉｎｔｅｇｒａｌｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｓｆｏｒｏｎｅｃｌａｓｓｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｈｏｌｏｍｏｒｐｈｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

ｏｎｔｈｅｕｎｉｔｄｉｓｋａｒｅｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ，ａｎｄｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｍａｄｅｂｙＣＨＥＮＨｕａｉｈｕｉａｎｄＰＭＧａｕｔｈｉｅｒａｒｅ

ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ．Ｕｓｉｎｇｔｈｅｓｅｒｅｓｕｌｔｓ，ｗｅｉｍｐｒｏｖｅｔｈｅｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｆｏｒＢｌｏｃｈｃｏｎｓｔａｎｔ犅．Ｉｎｆａｃｔ，ｗｅ

ｐｒｏｖｅｔｈａｔ犅≥槡３／４＋３×１０
－４．

犓犲狔狑狅狉犱狊：　ａｎａｌｙｔｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ；ｕｎｉｖａｌｅｎｔｄｉｓｋ；Ｂｌｏｃｈｃｏｎｓｔａｎｔ；Ｓｃｈｗａｒｚｌｅｍｍａ；ＳｃｈｗａｒｚＰｉｃｋｌｅｍｍａ

１　预备知识

单位圆盘犇＝ 狕｜狕｜＜｛ ｝１ 内的解析函数类记作犎（犇），对给定的犉∈犎（犇），设犅犉 表示犉（犇）包含

的所有单叶圆盘的半径的上确界．Ｂｌｏｃｈ常数犅定义为犅＝ｉｎｆ｛犅犉 犉∈犎（犇），且犉′（０）＝１｝．

确定Ｂｌｏｃｈ常数犅的值是单复变函数的经典问题．Ｂｌｏｃｈ
［１］指出犅＞０；Ａｈｌｆｏｒｓ等

［２］证明了Ｂ的一

个上界为Γ
（１／３）Γ（１１／１２）

Γ（１／４） 槡槡１＋ ３
＝０．４７１９…，并猜测此为犅的确切值，但这个猜想至今尚未获得肯定或否定

的证明．为了探求Ｂｌｏｃｈ常数犅的精确值，Ａｈｌｆｏｒｓ
［３］于１９３８年证明了犅≥槡３／４．这个结果在此后的半

个世纪未再获进展．其间，Ｈｅｉｎｓ
［４］，Ｐｏｍｍｅｒｅｎｋｅ

［５］和 Ｍｉｎｄａ
［６］分别用不同方法证得相同的结果．直到

１９９０年，Ｂｏｎｋ
［７］给出了改进，得到犅＞槡３／４＋１０

－１４．之后，Ｃｈｅｎ等
［８］证明了７个引理，并改进了Ｂｏｎｋ

的结论，得到犅＞槡３／４＋２×１０
－４．本文首先改进文［８］的引理２和引理７，通过对计算过程的一些特别

处理，得到一些结论．

２　主要结果

定理１　Ｂｌｏｃｈ常数记作犅，则犅≥槡３／４＋３×１０
－４．
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　　为了证明该定理，做如下准备．记犅（犇）＝｛犉｜犉∈犎（犇），犉（０）＝０，ｓｕｐ
狕∈犇
｜犉′（狕）｜（１－｜狕｜

２）≤１｝，

Ｌａｎｄａｕ
［９］证明了犅＝ｉｎｆ｛犅犉｜犉∈犅（犇），且犉′（０）＝１｝．

设犉（狕）∈犅（犇），且犉′（０）＝１，犉′（狕）＝犳（狕）＝１＋犪１狕＋犪２狕
２＋…．由文献［８］可知犪１＝０，｜犪２｜≤１，

｜犪３｜≤２１／５．还需要用到如下的一些结论，即

命题１
［７］
　设犉∈犅（犇），且犉′（狕）＝犳（狕）＝１＋犪２狕

２＋犪３狕
３＋…，则当｜狕｜≤１／槡３时，Ｒｅ犉′（狕）≥

槡１－ ３｜狕｜

（１－ １／槡 ３｜狕｜）
３．

命题２
［８］
　设犉∈犅（犇），且犉′（狕）＝犳（狕）＝１＋犪２狕

２＋犪３狕
３＋…，并假设犪犻∈犚（犻＝２，３，…），则有

犳（狓 ２／槡 ３）≥
１－β狓／（１＋α）＋２α狓

２＋３β狓
３／（１＋α）－３狓

４

１－β狓／（１＋α）－２α狓
２／３＋β狓

３／（３＋３α）－狓
４／３
．

上式中：０≤狓＜１，α＝犪２／４，β＝（２／槡 ３／４）犪３．

命题３
［８］
　设犉∈犅（犇），且犉′（狕）＝犳（狕）＝１＋犪２狕

２＋犪３狕
３＋…，并设犪犻∈犚（犻＝２，３，…），则当犪３≥

０时，有

∫
１／槡３

０
犳（狓）ｄ狓≥

槡３
４
＋０．００５．

２　引理及其证明

引入实函数狆１（狓）＝３狓
３（２－３狓

２），狆２（狓）＝
４－３狓

２
－２７狓

４

４＋狓
２
－３狓

４
，狆３（狓）＝

１－槡３狓
（１－狓／槡３）

３
，犅（狊）＝

∫
狊

０
狆１（狓）ｄ狓，犆（狊）＝∫

狊

０

（狆２（狓）－狆３（狓））ｄ狓，犌（狓，α，λ）＝
１－λ狓＋２α狓

２
＋３λ狓

３
－３狓

４

１－λ狓－２α狓
２／３＋λ狓

３／３－狓
４／３
，并注意到，

犌（狓 ３／槡 ２，－１／４，０）＝狆２（狓）．

引理１　设犉（狕）∈犅（犇），且犉′（０）＝１，犉′（狕）＝犳（狕）＝１＋犪１狕＋犪２狕
２＋…，则有

犪１＝０，｜犪２｜≤１，｜犪３｜≤２１／５－｜犪２｜
２／２．

证明：Ｂｏｎｋ
［７］证明犪１＝０，｜犪２｜≤１及｜犪３｜≤５．Ｃｈｅｎ等

［８］进一步证明了｜犪３｜≤４．２．以下证明｜犪３｜≤

２１／５－｜犪２｜
２／２．

取狉＝２／３，当 狕∈犇 时，有 （１－狉２）｜犳（狉狕）｜＜ １－｜狉狕｜（ ）２ ｜犳（狉狕）｜≤１．令 犵（狕）＝

（１－狉２）犳（狉狕）－（１－狉
２）

１－（１－狉２）２犳（狉狕）
＝
１－狉２

２－狉２
（犪２狕

２＋狉犪３狕
３＋…）＝犮２狕

２＋犮３狕
３＋…，则当狕∈犇时，｜犵（狕）｜＜１，由解析

函数的系数关系得｜犮３｜≤１－｜犮２｜
２，可得到狉

（１－狉２）

２－狉２
｜犪３｜≤１－

１－狉２

２－狉２
犪（ ）２

２

．即｜犪３｜≤
１

狉
（２－狉

２

１－狉２
－

１－狉２

２－狉２
犪２

２），则有｜犪３｜≤
２１

５
－
１５

２８
｜犪２｜

２
≤
２１

５
－
１

２
｜犪２｜

２．

引理２　设０≤狓≤１，０≤θ≤１／５，令σ（θ，狓）＝（１－狓）
２（２ａｒｇ（ｅ

ｉθ－狓）－θ），则

∫
１

０
σ（θ，狓）ｄ狓≥犽θ． （１）

式（１）中：犽＝４０７／６２５－（１４９ｌｎ５）／５６２５＝０．６０８５…．

证明：只需证明０＜θ≤１／５的情形．由于

∫
１

０

（１－狓）
２ａｒｇ（ｅ

ｉθ
－狓）ｄ狓＝Ｉｍ∫

１

０

（１－狓）
２ｌｎ（ｅｉθ－狓）ｄ狓＝

－
１

３
Ｉｍ （１－狓）

３ｌｎ（ｅｉθ－狓）（ ）１０ －
１

３
Ｉｍ∫

１

０

（１－狓）
３

ｅｉθ－狓
ｄ狓＝

１

３
θ－

１

３
Ｉｍ∫

１

０

（１－狓）
３

ｅｉθ－狓
ｄ狓＝

１

３
θ＋
ｓｉｎθ
３∫

１

０

（１－狓）
３

（ｃｏｓθ－狓）
２
＋ｓｉｎ

２
θ
ｄ狓≥

１

３
θ＋
ｓｉｎθ
３∫

ｃｏｓθ

０

（ｃｏｓθ－狓）
３

（ｃｏｓθ－狓）
２
＋ｓｉｎ

２
θ
ｄ狓＝
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１

３
θ＋
ｓｉｎθ
３

１

２
ｃｏｓ２θ－

１

２
ｓｉｎ２θｌｎ

１

ｓｉｎ２（ ）θ ＝
１

３
θ＋

１

６
ｓｉｎθ（１－ｓｉｎ

２
θ＋ｓｉｎ

２
θｌｎｓｉｎ

２
θ），

所以有

∫
１

０
σ（θ，狓）ｄ狓＝∫

１

０

（１－狓）
２（２ａｒｇ（ｅ

ｉθ
－狓）－θ）ｄ狓＝

２∫
１

０

（１－狓）
２ａｒｇ（ｅ

ｉθ
－狓）ｄ狓－

１

３
θ≥

１

３
ｓｉｎθ（１－ｓｉｎ

２
θ＋ｓｉｎ

２
θｌｎｓｉｎ

２
θ）＋

１

３
θ．

由于０＜θ≤
１

５
，所以有０＜ｓｉｎθ≤θ≤

１

５
，ｓｉｎθ≥ １－

１

６
θ（ ）２ θ≥１４９１５０θ，以及１－ｓｉｎ２θ＋ｓｉｎ２θｌｎｓｉｎ２θ≥

（２４－２ｌｎ５）／２５．这是因为犜（狊）＝１－狊＋狊ｌｎ狊（０＜狊≤１／２５）为单调递减函数．因此，有

∫
１

０
σ（θ，狓）ｄ狓≥

１

３
ｓｉｎθ（１－ｓｉｎ

２
θ＋ｓｉｎ

２
θｌｎｓｉｎ

２
θ）＋

１

３
θ≥

１

３
·１４９
１５０
θ·
２４－２ｌｎ５

２５
＋
１

３
θ＝犽θ．

上式中：犽＝４０７／６２５－（１４９ｌｎ５）／５６２５＝０．６０８５…．

引理３　设犉∈犅（犇），且犉′（狕）＝犳（狕）＝１＋犪２狕
２＋犪３狕

３＋…，并假设犪犻∈犚（犻＝２，３，…），犪３≤０，则

当０≤狊≤１／槡３时，总有

∫
１／槡３

０
犳（狓）ｄ狓≥

槡３
４
＋
１

６
犅（狊）犪３＋犆（狊）． （２）

上式中：犅（狊）＝∫
狊

０
狆１（狓）ｄ狓；犆（狊）＝∫

狊

０

（狆２（狓）－狆３（狓））ｄ狓．

文［８］中的引理７是本引理的特例．取狊＝１／（槡２３），就得到文［８］中的引理７．

证明：由命题１，当０≤狓≤１／槡３时，犳（狓）≥
槡１－ ３狓

（１－狓／槡３）
３＝狆３（狓），故当０≤狊≤１／槡３时，有

∫
１／槡３

狊
犳（狓）ｄ狓≥∫

１／槡３

狊
狆３（狓）ｄ狓．

因此有

∫
１／槡３

０
犳（狓）ｄ狓＝∫

狊

０
犳（狓）ｄ狓＋∫

１／槡３

狊
犳（狓）ｄ狓≥∫

狊

０
犳（狓）ｄ狓＋∫

１／槡３

狊
狆３（狓）ｄ狓＝

∫
１／槡３

０
狆３（狓）ｄ狓＋∫

狊

０

［犳（狓）－狆２（狓）］ｄ狓＋∫
狊

０

［狆２（狓）－狆３（狓）］ｄ狓＝

槡３
４
＋∫

狊

０

［犳（狓）－狆２（狓）］ｄ狓＋犆（狊）．

要证明式（２），只要证明当犪３ ≤０，０≤狊≤１／槡３时，∫
狊

０

［犳（狓）－狆２（狓）］ｄ狓≥
１

６
犅（狊）犪３ 即可．

由命题２可知，当犪３≤０，０≤狋＜１时，有

犳（狋 ２／槡 ３）≥
１－λ狋＋２α狋

２＋３λ狋
３－３狋４

１－λ狋－２α狋
２／３＋λ狋

３／３－狋４／３
＝犌（狋，α，λ）． （３）

上式中：α＝犪２／４，β＝（２／槡 ３／４）犪３；λ＝ β
１＋α

＝
槡６犪３

３（４＋犪２）
，且｜α｜≤１／４，－

槡７６
１５
≤λ≤０．

因 此，当 ０≤狓 ＜ ２／槡 ３ 时，犳 （狓）≥ 犌 （狓 ３／槡 ２，α，λ）．由 于 有


α
犌 （狋，α，λ）＝

２４狋２（１－狋２）（１＋狋２－λ狋）

３－３λ狋－２α狋
２＋λ狋

３－狋（ ）４ ２
，
λ
犌（狋，α，λ）＝

２４（１＋α）（１－狋
２）狋３

３－３λ狋－２α狋
２＋λ狋

３－狋（ ）４ ２
，注意到λ≤０，所以有

犌

α
≥０，以及

犌

λ
≥０．
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如果０≤狋≤
１

槡２
，且α＝－

１

４
，λ≤０，则有

３－３λ狋－２α狋
２＋λ狋

３－狋４＝３－λ（３－狋
２）狋＋（

１

２
－狋２）狋２≥３，

于是有

０≤


λ
犌（狋，－

１

４
，λ）＝

１８（１－狋２）狋３

３－３λ狋＋狋
２／２＋λ狋

３－狋（ ）４ ２≤２狋
３（１－狋２）．

从而，当０≤狓≤１／槡３时有

０≤


λ
犌（狓 ３／槡 ２，－

１

４
，λ）≤

槡６
４
·３狓３（２－３狓２）＝槡

６

４
狆１（狓）．

因此，当０≤狊≤１／槡３时有

０≤∫
狊

０



λ
犌 狓 ３／槡 ２，－

１

４
，（ ）λｄ狓≤槡６４∫

狊

０
狆１（狓）ｄ狓． （４）

现在记α０＝
１

４
犪２，λ０＝

槡６犪３
３（４＋犪２）

．从上面的证明中知道，


α
犌（狋，α，λ）≥０，可得

犳（狓）≥犌（狓 ３／槡 ２，α０，λ０）≥犌（狓 ３／槡 ２，－１／４，λ０），　　０≤狓≤１／槡３． （５）

当０≤狊≤１／槡３时，由式（４），（５）并注意到狆２（狓）＝犌（狓 ３／槡 ２，－１／４，０），λ０≤０，可得到

∫
狊

０

［犳（狓）－狆２（狓）］ｄ狓≥∫
狊

０

犌（狓 ３／槡 ２，－
１

４
，λ０）－犌（狓 ３／槡 ２，－

１

４
，０（ ））ｄ狓＝

－∫
狊

０∫
０

λ０



λ
犌（狓 ３／槡 ２，－

１

４
，λ）ｄλｄ狓＝

－∫
０

λ０∫
狊

０



λ
犌（狓 ３／槡 ２，－

１

４
，λ）ｄ狓ｄλ≥

１

４
槡６λ０∫

狊

０
狆１（狓）ｄ狓＝

槡６
４
· 槡６犪３
３（４＋犪２）

犅（狊）≥
１

６
犅（狊）犪３．

上式中：犪３ ≤０，０≤狊≤１／槡３；犅（狊）＝∫
狊

０
狆１（狓）ｄ狓．引理３证毕．

引理４　 设犉∈犅（犇），且犉′（狕）＝犳（狕）＝１＋犪２狕
２＋犪３狕

３＋…，并假设犪犻∈犚（犻＝２，３，…），则有

∫
１／槡３

０
犳（狓）ｄ狓≥

槡３
４
＋犃０（１＋犪２）

３
２． （６）

上式中：犃０ 槡＝３３／４４６＝０．０１１６５…．

文［８］的引理２中估计式（６）得到的是犃０＝０．０１０９，显然，文中的估计更优．

证明：设狑∈犇槡３＝｛狑 ｜狑｜＜槡３｝，令

γ（狑）＝
１

槡３
· １－狑
１－狑／３

，

犌（狑）＝
１

４
狑（３－狑）

２，

犎（狑）＝
狑

（狑－１）
２

１

犌（狑）
犳（γ（狑））－（ ）１

烅

烄

烆
，

则｜γ（狑）｜＜１，γ′（狑）＝
槡－２３

（３－狑）２
，１－｜γ（狑）｜

２＝
６－２｜狑｜

２

｜３－狑｜
２
，而且犎（１）＝

３

４
（１＋犪２），犎′（１）＝

１

８
（１２犪２－

槡３３犪３＋４）．

Ｂｏｎｋ
［７］证明了，犎（狑）在犇：｜狑｜≤１上解析，Ｒｅ（犎（狑））是犇：｜狑｜≤１上的调和函数，当｜狑｜＜１

时，Ｒｅ（犎（狑））≥０．从而当狑∈犇时，Ｒｅ（犎（狑））≥０．特别地，当０≤狓≤１时，犎（狓）＝Ｒｅ 犎（狓（ ））≥０．

由犎（狑）的定义可得，

犳（γ（狓））γ′（狓）＝－
槡３
２
狓－
槡３
２
（１－狓）２犎（狓），０≤狓≤１． （７）
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经积分可得

∫
１

０
犳（γ（狓））γ′（狓）ｄ狓＝－

槡３
２∫

１

０
狓＋（１－狓）

２犎（狓（ ））ｄ狓＝－槡
３

４
－
槡３
２∫

１

０

（１－狓）
２犎（狓）ｄ狓．

于是可得

∫
１／槡３

０
犳（狓）ｄ狓＝∫

１／槡３

０
犳（γ）ｄγ＝

槡３
４
＋
槡３
２∫

１

０

（１－狓）
２犎（狓）ｄ狓． （８）

由此可得∫
１／槡３

０
犳（狓）ｄ狓≥

槡３
４
，因此对于犪２ ＝－１，引理４成立．

以下证明当－１＜犪２≤１时，引理４也成立．

首先证明当｜狑｜≤狉时，｜犎（狑）｜＜犚．这里狉，犚是预先取定的两正数：狉＝１４／９，犚＝２１狉／２＝４９／３．对

｜狑｜≤狉＜槡３，显然有｜γ（狑）｜＜１，１－｜γ（狑）｜
２＝
２（３－｜狑｜

２）

｜３－狑｜
２ ．因此有

犳（γ（狑））≤
１

１－｜γ（狑）｜
２＝

｜３－狑｜
２

２（３－｜狑｜
２）
，｜狑｜≤狉．

当｜狑｜＝狉时，有

｜犎（狑）｜＝
狑

（１－狑）２
４犳（γ（狑））

狑（３－狑）２（ ）－１ ≤
１

（１－狉）２
２

３－狉２
＋（ ）狉 ＝１９０４４１１７５

＜犚．

而由犎（狑）的定义可知其在｜狑｜≤狉上解析，因此，当｜狑｜≤狉时，｜犎（狑）｜＜犚．

假设狕∈犇，令狑＝狑（狕）＝
狉－狉２狕
狉－狕

，Φ（狕）＝
１

犚
犎（狑（狕））＝α＋β狕＋…，φ（狕）＝

Φ（狕）－α
狕（１－αΦ（狕））

＝

１

狕
（β
１－α

２狕＋…）＝μ＋μ１狕＋…．其中：α＝Φ（０）；β＝Φ′（０）；μ＝φ（０）＝
Φ′（０）

１－Φ
２（０）

＝ β
１－α

２．

由于α＝
１

犚
犎（１）＝

３

４犚
（１＋犪２），故可得０＜α≤

３

２犚
．由β＝

１－狉２

犚狉
犎′（１）＝

狉２－１
８犚狉

（槡３３犪３－１２犪２－４），

根据引理１，有

｜ 槡３３犪３－１２犪２－４｜≤ 槡３３｜犪３｜＋１２｜犪２｜＋４≤－
３

２
槡３犪

２
２＋１２｜犪２｜＋

６３

５
槡３＋４≤１６＋

１１１

１０
槡３．

因此，｜β｜≤
狉２－１
８犚狉

（１６＋
１１１

１０
槡３），｜μ｜＝

β
１－α

２＜
１

４
．

下面，寻求一个绝对常数犽１＞０，使得当｜θ｜≤犽１槡α时，就有Ｒｅ（犎（ｅ
ｉθ））≥犚［α－（θ／犽１）

２］．然后，利

用Ｐｏｉｓｓｏｎ积分公式转化后对式（８）的积分进行估计，进而证得本引理．

当狕∈犇时，｜狑｜＜狉＝１４／９，故｜Φ（狕）｜＝
１

犚
犎（狑）＜１．设犇内的圆Γ：狕－

狉

１＋狉２
＝
狉

１＋狉２
，它在

映照狑＝
狉－狉２狕
狉－狕

下的像是圆犆：｜狑｜＝１．记狕＝ρｅ
ｉτ
∈Γ，｜τ｜≤

π
２
．应用 ＳｃｈｗａｒｚＰｉｃｋ 引理得

Φ（狕）－α
１－αΦ（狕）

≤｜狕｜，于是｜φ（狕）｜≤１．再次应用ＳｃｈｗａｒｚＰｉｃｋ引理，得
φ（狕）－φ（０）

１－φ（０）φ（狕）
＝ φ（狕）－μ
１－μφ（狕）

≤

｜狕｜＝ρ．故φ（狕）落在以
μ－ρ
１－μρ

，μ＋ρ
１＋［ ］
μρ

为直径的闭圆盘上，从而狕φ（狕）落在以
μ－ρ
１－μρ

·ρｅ
ｉτ，μ＋ρ
１＋μρ

·ρｅ
ｉτ连

线为直径的闭圆盘上．注意到ｃｏｓτ＝
１＋狉２

２狉ρ
，故当狕＝ρｅ

ｉτ
∈Γ时，有

Ｒｅ（狕φ（狕））＝Ｒｅ（
Φ（狕）－α
１－αΦ（狕）

）≥
１

２
μ－ρ
１－μρ

＋μ
＋ρ

１＋（ ）μρρｃｏｓτ－
１

２
μ＋ρ
１＋μρ

－μ
－ρ

１－（ ）μρρ＝
ρ
２

１－μ
２

ρ
２ μ

２＋
１＋狉２

２狉
（１－ρ

２）μ（ ）－１ ，

取绝对常数犽０＝ １．槡 ２２，令犓（μ）＝（１－α）μ
２＋
１＋狉２

２狉
（１－ρ

２）μ－１，｜μ｜＜
１

４
．则有

犓（μ）≥（１－α）μ
２－
１＋狉２

２狉
｜μ｜－１≥

８９

９８μ
２－
２７７

２５２
｜μ｜－１≥－犽

２
０．
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对给定的狋∈［０，１］，令ρ狋＝狋槡α／犽０，则当０≤ρ≤ρ狋时，就有

ρ
２［（１－狋２α）μ

２＋
１＋狉２

２狉
（１－ρ

２）μ－１］≥ρ
２犓（μ）≥－ρ

２犽２０≥－狋
２
α，

由此可得到

ρ
２［μ

２＋
１＋狉２

２狉
（１－ρ

２）μ－１］≥－狋
２
α（１－μ

２

ρ
２），

从而有

ρ
２

１－μ
２

ρ
２ μ

２＋
１＋狉２

２狉
（１－ρ

２）μ（ ）－１ ≥－狋
２
α，０≤ρ≤ρ狋．

因此，Ｒｅ
Φ（狕）－α
１－αΦ（狕（ ））＝Ｒｅ（狕φ（狕））≥－狋２α，从而有Ｒｅ（Φ（狕））≥（１－狋２）α．

这说明当狕＝ρｅ
ｉτ
∈Γ且０≤ρ≤ρ狋时，总有Ｒｅ（Φ（狕））≥（１－狋

２）α成立．

由狑＝
狉－狉２狕
狉－狕

，可得狕＝
狉（１－狑）

狉２－狑
，映照狕＝

狉（１－狑）

狉２－狑
与狑＝狉ζ（ζ∈犇）复合得到单位圆到自身的

Ｍｂｉｕｓ变换：狕＝－ζ
－１／狉
１－ζ／狉

，此为自共形映照．

设狕狋＝ρ狋ｅ
ｉτ狋∈Γ｜τ狋｜≤

π（ ）２ ，Γ上连接０与狕狋＝ρ狋ｅ
ｉτ狋的弧γ狋，对应圆犆：｜狑｜＝１上连接１与狑狋＝

ｅｉθ狋（｜θ狋｜≤π）的弧犮狋，对应圆犆′：｜ζ｜＝１／狉上连接１／狉与ζ狋＝ｅ
ｉθ狋／狉的弧犮′狋．由于弧γ狋和犮′狋的双曲长度

均为∫犮′狋
２狘ｄζ狘
１－狘ζ狘

２ ＝２∫
狘θ狋狘

０

（１／狉）ｄθ
１－１／狉

２ ＝
２狉狘θ狋狘

狉２－１
，两点０与狕狋 ＝ρ狋ｅ

ｉτ狋 的双曲距离为ｌｎ
１＋ρ狋
１－ρ
（ ）

狋

，因此

２狉狘θ狋狘

狉２－１
≥ｌｎ

１＋ρ狋
１－ρ
（ ）

狋

．因为ρ狋 ＝狋槡α／犽０ ≤槡α／犽０ ≤１／（犽０ ７槡狉），所以有

｜θ狋｜≥
狉２－１
２狉
ｌｎ
１＋ρ狋
１－ρ
（ ）

狋
≥
狉２－１
２狉

· ２ρ狋
１＋ρ狋

≥
狉２－１
狉（１＋ρ狋）

·ρ狋≥
狉２－１

狉犽０＋１／ ７槡（ ）狉
·狋槡α＝犽１狋槡α．

上式中：犽１ 是一个绝对常数，犽１＝（狉
２－１）／（狉犽０＋ 狉／槡 ７）＝０．６４８４…．

因为对于狕∈γ狋，总有０≤｜狕｜≤ρ狋，且有Ｒｅ（Φ（狕））≥（１－狋
２）α，因此对于狑∈犮狋总有Ｒｅ（犎（狑））＝

Ｒｅ（犚Φ（狕））≥犚（１－狋
２）α．

假设狑∈犆，狑＝ｅ
ｉθ，且｜θ｜≤犽１槡α．对于每个给定的θ：｜θ｜≤犽１槡α，令狋＝｜θ｜／（犽１槡α），则０≤狋≤１，且

有｜θ｜＝犽１狋槡α≤｜θ狋｜．这就意味着圆犆上连接狑 与狑 的右弧上的点狑′都有Ｒｅ（犎（狑′））≥犚（１－狋
２）α＝

犚［α－（θ／犽１）
２］．

定义λ＝λ（θ）＝α－（θ／犽１）
２，｜θ｜≤犽１槡α．因此有

Ｒｅ（犎（ｅｉθ））≥犚［α－（θ／犽１）
２］＝犚λ（θ），｜θ｜≤犽１槡α．

上式中：犽１＝０．６４８４…是找到的一个绝对常数．下面将对式（８）的积分进行估计．

回顾之前所述，Ｒｅ（犎（狓））≥０（０≤狓≤１），且Ｒｅ（犎（狑））在犇：｜狑｜≤１上为调和函数．根据Ｐｏｉｓｓｏｎ

积分公式，对于实数狓：０≤狓≤１，有

（１－狓）
２犎（狓）＝（１－狓）

２Ｒｅ犎（狓）＝
（１－狓）

２

２π∫
π

－π
Ｒｅ（犎（ｅｉθ））

１－狓
２

１－２狓ｃｏｓθ＋狓
２ｄθ≥

１

π∫
犽
１槡α

０
犚λ（θ）

（１－狓）
２（１－狓

２）

１－２狓ｃｏｓθ＋狓
２ｄθ．

　　 因为０≤θ≤犽１槡α≤
１

５
，∫
θ

０

（１－狓）
２（１－狓

２）

１－２狓ｃｏｓ狋＋狓
２ｄ狋＝ （１－狓）

２（２ａｒｇ（ｅ
ｉθ
－狓）－θ）＝σ（θ，狓），并且由

引理２还知道有∫
１

０
σ（θ，狓）ｄ狓≥犽θ，犽＝０．６０８５…．所以有

（１－狓）
２犎（狓）≥

犚

π∫
犽
１槡α

０
λ（θ）ｄσ（θ，狓）＝
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犚

π
［λ（θ）σ（θ，狓）］

犽
１槡α
０ －

犚

π∫
犽
１槡α

０
σ（θ，狓）λ′（θ）ｄθ＝

犚

π∫
α

０
σ（θ（λ），狓）ｄλ． （９）

　　上面的计算中，只须注意到θ＝犽１ α－槡 λ≥０，利用分部积分公式即可得到．于是根据式（８），（９），有

∫
１／槡３

０
犳（狓）ｄ狓＝

槡３
４
＋
槡３
２∫

１

０

（１－狓）
２犎（狓）ｄ狓≥

槡３
４
＋
槡３犚
２π∫

１

０∫
α

０
σ（θ，狓）ｄλｄ狓＝

槡３
４
＋
槡３犚
２π∫

α

０∫
１

０
σ（θ，狓）ｄ狓ｄλ≥

槡３
４
＋
槡３犚
２π∫

α

０
犽θｄλ＝

槡３
４
＋
槡３犚
２π∫

α

０
犽１犽 α－槡 λｄλ＝

槡３
４
＋
槡３犽１犽犚
２π

·２
３
α
３
２ ＝

槡３
４
＋
槡３犚犽１犽
２π

·２
３

３

４犚
（１＋犪２（ ））

３
２

＝

槡３
４
＋
槡３３
５６π
犽１犽（１＋犪２）

３
２ ＞
槡３
４
＋
槡３３
４４６

（１＋犪２）
３
２．

至此，引理４证毕．

引理５　设犉∈犅（犇），犉′（狕）＝犳（狕）＝１＋犪２狕
２＋犪３狕

３＋…，并假设犪３≥０，犪２＝｜犪２｜ｅ
ｉθ０，｜θ０｜≤π／３．

若０≤狉＜１，θ∈［－π，π］，则有

１）当狘θ狘≤
π
６
，或π
２
≤狘θ狘≤

５π
６
时，∫

１／槡３

０
Ｒｅ犉′（狉ｅｉθ）ｄ狉≥

槡３
４
＋５×１０

－３；

２）当π
６
≤狘θ狘≤

π
２
－ａｒｃｓｉｎ狑０ 时，∫

１／槡３

０
Ｒｅ犉′（狉ｅｉθ）ｄ狉≥

槡３
４
；

３）当π
２
－ａｒｃｓｉｎ狑０ ≤狘θ狘≤

π
２
时，∫

１／槡３

０
Ｒｅ犉′（狉ｅｉθ）ｄ狉≥

槡３
４
－
１

２
犅０犪３ｃｏｓθ＋犆０；

４）当
５π
６
≤狘θ狘≤π时，∫

１／槡３

０
Ｒｅ犉′（狉ｅｉθ）ｄ狉≥

槡３
４
＋
槡２
４
犃０．

上式中：犃０＝
槡３３
４４６

；犅０＝犅（
１

槡３３
）＝∫

１

槡３３

０
狆１（狓）ｄ狓＝

１３

６５６１
；犆０＝犆（

１

槡３３
）＝∫

１

槡３３

０

（狆２（狓）－狆３（狓））ｄ狓＝

槡５７３
６４

＋
槡１２３
７
ｌｎ
５

７
－
２０

７
ａｒｃｔａｎ槡３

９
，狑０＝

１０

２１
·犆０
犅０
．以上常数的参考数值如下：犃０ ＝０．０１１６５…；犅０ ＝

０．００１９８１…；犆０ ＝０．０００３２８２…；狑０ ＝０．０７８８９…．

证明：对于０≤狉＜１，θ∈［－π，π］，定义犉θ（狕）＝
１

２
（ｅ－ｉθ犉（狕ｅｉθ）＋ｅ－ｉθ犉（狕ｅｉθ）），狕∈犇．

因为犉（狕）（狕∈犇）解析，故犉θ（狕）（狕∈犇）也解析．记犉′θ（狕）＝犳θ（狕），则有

犳θ（狕）＝
１

２
（犳（狕ｅ

ｉθ）＋犳（狕ｅ
ｉθ））＝１＋狘犪２狘ｃｏｓ（θ０＋２θ）狕

２
＋犪３ｃｏｓ３θ狕

３
＋… ＝

１＋犃２狕
２
＋犃３狕

３
＋…＋犃狀狕

狀
＋…．

上式中：｜θ０｜≤π／３；犪３≥０；犃２＝｜犪２｜ｃｏｓ（２θ＋θ０），犃３＝犪３ｃｏｓ３θ，…，犃狀＝｜犪狀｜ｃｏｓ（狀θ＋ａｒｇ犪狀），…均为实

数．

由犉θ（狕）的定义可知

犉θ（０）＝０，　　犉′θ（０）＝犳θ（０）＝１，　　｜犉′θ（狕）｜（１－｜狕｜
２）≤１，　　狕∈犇．

因此有，犉θ（狕）∈犅（犇），犉′θ（狕）＝犳θ（狕）＝１＋犃２狕
２＋犃３狕

３＋…．其中：犃犻∈犚（犻＝２，３，…），且有

Ｒｅ犉′（狉ｅｉθ）＝Ｒｅ犳（狉ｅ
ｉθ）＝

１

２
（犳（狉ｅ

ｉθ）＋犳（狉ｅ
ｉθ））＝犳θ（狉）．

１）当｜θ｜≤
π
６
，或π
２
≤｜θ｜≤

５π
６
时，因为ｃｏｓ３θ≥０，犪３≥０，犃３＝犪３ｃｏｓ３θ≥０，由命题３可知

∫
１／槡３

０
Ｒｅ犉′（狉ｅｉθ）ｄ狉＝∫

１／槡３

０
犳θ（狉）ｄ狉≥

槡３
４
＋５×１０

－３ ．
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２）当
π
６
≤｜θ｜≤

π
２
－ａｒｃｓｉｎ狑０ 时，１＋犃２＝１＋｜犪２｜ｃｏｓ（２θ＋θ０）≥０，由引理４可知

∫
１／槡３

０
Ｒｅ犉′（狉ｅｉθ）ｄ狉＝∫

１／槡３

０
犳θ（狉）ｄ狉≥

槡３
４
＋犃０ （１＋犃２）槡

３
≥
槡３
４
．

３）当
π
２
－ａｒｃｓｉｎ狑０≤｜θ｜≤

π
２
时，０≥ｃｏｓ３θ＝４ｃｏｓ

３
θ－３ｃｏｓθ≥－３ｃｏｓθ，犪３≥０，０≥犃３＝犪３ｃｏｓ３θ≥

－３犪３ｃｏｓθ，由引理３可知

∫
１／槡３

０
Ｒｅ犉′（狉ｅｉθ）ｄ狉＝∫

１／槡３

０
犳θ（狉）ｄ狉≥

槡３
４
＋
１

６
犅０犃３＋犆０ ≥

槡３
４
－
１

２
犅０犪３ｃｏｓθ＋犆０，

其中：犅０ ＝犅（１／（槡３３））＝∫
１／（槡３３）

０
狆１（狓）ｄ狓；犆０ ＝犆（１／（槡３３））＝∫

１／（槡３３）

０
狆２（狓）－狆３（狓（ ））ｄ狓．

４）当
５π
６
≤｜θ｜≤π时，｜θ０｜≤π／３，

４π
３
≤｜２θ＋θ０｜≤

７π
３
，ｃｏｓ（２θ＋θ０）≥－

１

２
，｜犪２｜≤１，１＋犃２＝１＋｜犪２｜

ｃｏｓ（２θ＋θ０）≥
１

２
，由引理４可知

∫
１／槡３

０
Ｒｅ犉′（狉ｅｉθ）ｄ狉＝∫

１／槡３

０
犳θ（狉）ｄ狉≥

槡３
４
＋犃０ （１＋犃２）槡

３
≥
槡３
４
＋
槡２
４
犃０．

３　定理１的证明

由于有犅＝ｉｎｆ｛犅犉 犉∈犅（犇），且有犉′（０）＝１｝，因此可设犉（狕）为犇＝ 狕｜狕｜＜｛ ｝１ 上的解析函数，

且犉（０）＝０，犉′（０）＝１，ｓｕｐ
狕∈犇
｜犉′（狕）｜（１－｜狕｜

２）≤１，犉′（狕）＝犳（狕）＝１＋犪２狕
２＋犪３狕

３＋…． 其中：｜犪２｜≤１；

｜犪３｜≤２１／５．

因犜（狕）＝ｅ－ｉφ犉（ｅｉφ狕）仍为犇＝ 狕｜狕｜＜｛ ｝１ 上的解析函数，且满足犜（０）＝０，犜′（０）＝１，ｓｕｐ
狕∈犇
｜犜′（狕）｜

（１－｜狕｜
２）≤１．因此，不失一般性地，可假设０≤犪３≤２１／５，且犪２＝｜犪２｜ｅ

ｉθ０．其中：｜θ０｜≤π／３．

由命题１可知，当０≤狉＜
１

槡３
时，Ｒｅ犉′（狉ｅｉθ）＝Ｒｅ犳（狉ｅ

ｉθ）≥
槡１－ ３狉

（１－狉／槡３）
３
，因此，当０≤｜狕｜＜１／槡３时

Ｒｅ犉′（狕）＞０，故犉（狕）在犇１／槡３＝ 狕｜狕｜＜１／槡｛ ｝３ 内单叶解析．

取狉０＝
槡２犃０

４（１＋狑０）
＝０．００３８１７…，犃０，狑０ 如引理５中所定义．欲证明犅犉≥槡３／４＋３×１０

－４，只须证

明，当狕∈犇１／槡３＝ 狕｜狕｜＝１／槡｛ ｝３ 时，有

｜犉（１／槡 ３ｅｉθ）＋狉０｜＞槡３／４＋３×１０
－４ （１０）

即可．在式（１０）中，有

狘犉（１／槡 ３ｅｉθ）＋狉０狘＝狘ｅ
－ｉθ［犉（

１

槡３
ｅｉθ）＋狉０］狘≥Ｒｅ［ｅ

－ｉθ犉（
１

槡３
ｅｉθ）＋ｅ－

ｉθ狉０］＝

∫
１／槡３

０
Ｒｅ犉′（狉ｅｉθ）ｄ狉＋狉０ｃｏｓθ．

１）当｜θ｜≤
π
６
，或π
２
≤｜θ｜≤

５π
６
时，由引理５可知

狘犉（１／槡 ３ｅｉθ）＋狉０狘≥∫
１／槡３

０
Ｒｅ犉′（狉ｅｉθ）ｄ狉＋狉０ｃｏｓθ≥

槡３
４
＋５×１０

－３
－狉０ ＞

槡３
４
＋３×１０

－４．

２）当
π
６
≤｜θ｜≤

π
２
－ａｒｃｓｉｎ狑０ 时，狑０≤ｃｏｓθ≤

槡３
２
，由引理５可知

狘犉（１／槡 ３ｅｉθ）＋狉０狘≥∫
１／槡３

０
Ｒｅ犉′（狉ｅｉθ）ｄ狉＋狉０ｃｏｓθ≥

槡３
４
＋狉０狑０ ≥
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槡３
４
＋０．００３８１×０．０７８８＞

槡３
４
＋３×１０

－４．

３）当
π
２
－ａｒｃｓｉｎ狑０≤｜θ｜≤

π
２
时，０≤ｃｏｓθ≤狑０，０≤犪３≤２１／５，

２１

１０
犅０－狉０≥０，由引理５可知

狘犉（１／槡 ３ｅｉθ）＋狉０狘≥∫
１／槡３

０
Ｒｅ犉′（狉ｅｉθ）ｄ狉＋狉０ｃｏｓθ≥

槡３
４
－
１

２
犅０犪３ｃｏｓθ＋犆０＋狉０ｃｏｓθ≥

槡３
４
－
２１

１０
犅０ｃｏｓθ＋犆０＋狉０ｃｏｓθ＝

槡３
４
－（
２１

１０
犅０－狉０）ｃｏｓθ＋犆０ ≥

槡３
４
－
２１

１０
犅０－狉（ ）０ 狑０＋犆０ ＝槡３４ ＋狉０狑０ ＞槡

３

４
＋３×１０

－４．

４）当
５π
６
≤｜θ｜≤π时，－１≤ｃｏｓθ≤－

槡３
２
，由引理５可知

狘犉（１／槡 ３ｅｉθ）＋狉０狘≥∫
１／槡３

０
Ｒｅ犉′（狉ｅｉθ）ｄ狉＋狉０ｃｏｓθ≥

槡３
４
＋
槡２
４
犃０－狉０ ＝

槡３
４
＋狉０狑０ ＞

槡３
４
＋３×１０

－４．

　　综上所述，｜犉（１／槡 ３ｅｉθ）＋狉０｜＞
槡３
４
＋３×１０－４，这就是式（１０）．从而证得定理．
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