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　　　次立方平面图的单射边染色

李艳怡，陈莉莉

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　如果３条边犲１，犲２，犲３ 按照此顺序形成一条长为３的路或者圈，则称这３条边是连续的．犽单射边染色

是对图犌 的边进行染色，使得如果３条边犲１，犲２，犲３ 是连续的，那么，犲１ 和犲３ 染不同的颜色．图犌的单射边色数

为所有单射边染色中所用颜色最少的颜色数．文中考虑在限制围长条件下，次立方平面图犌的单射边色数．
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犃犫狊狋狉犪犮狋：　Ｉｆｔｈｒｅｅｅｄｇｅｓ犲１，犲２，犲３ｆｏｒｍａｐａｔｈｏｒｃｙｃｌｅｏｆｌｅｎｇｔｈｔｈｒｅｅｉｎｔｈｉｓｏｒｄｅｒ，ｔｈｅｙａｒｅｃａｌｌｅｄｃｏｎｓｅｃｕ

ｔｉｖｅ．Ａ犽ｉｎｊｅｃｔｉｖｅｅｄｇｅｃｏｌｏｒｉｎｇｉｓａｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆｔｈｅｅｄｇｅｓｏｆ犌，ｓｕｃｈｔｈａｔｉｆ犲１，犲２，犲３ａｒｅｃｏｎｓｅｃｕｔｉｖｅ，ｔｈｅｎ犲１

ａｎｄ犲３ｒｅｃｅｉｖｅｄｉｓｔｉｎｃｔｃｏｌｏｒｓ．Ｔｈｅｉｎｊｅｃｔｉｖｅｅｄｇｅｃｏｌｏｒｉｎｇｎｕｍｂｅｒｉｓｔｈｅｓｍａｌｌｅｓｔｎｕｍｂｅｒｏｆｃｏｌｏｒｓｕｓｅｄｉｎａｌｌｉｎ

ｊｅｃｔｉｖｅｅｄｇｅｃｏｌｏｒｉｎｇｓｏｆ犌．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｉｎｊｅｃｔｉｖｅｅｄｇｅｃｏｌｏｒｉｎｇｎｕｍｂｅｒｓｏｆｔｈｅｐｌａｎａｒｓｕｂｃｕ

ｂｉｃｇｒａｐｈｓｉｎｔｅｒｍｓｏｆｔｈｅｇｉｒｔｈｏｆ犌．

犓犲狔狑狅狉犱狊：　ｓｕｂｃｕｂｉｃｇｒａｐｈ；ｐｌａｎａｒｇｒａｐｈ；ｇｉｒｔｈ；ｉｎｊｅｃｔｉｖｅｅｄｇｅｃｏｌｏｒｉｎｇ

１　预备知识

图犌的单射点染色是对顶点的染色犳：犞（犌）→犆＝｛１，２，３，…，犽｝，使得如果两个顶点有一个共同的

邻点，那么这两个顶点染不同的颜色．单射点色数χ犻（犌）＝ｍｉｎ｛犽：图犌有犽单射点染色｝．单射点染色的

概念由 Ｈａｈｎ等
［１］提出，用于编码理论和电脑网络［２］的设计．Ｈａｈｎ等

［１］证明，当犽≥３时，确定χ犻（犌）是

否不超过犽是ＮＰ完全的．为了解决分组无线网络的问题，Ｃａｒｄｏｓｏ等
［３］提出了单射边染色的概念．如果

３条边犲１，犲２，犲３ 按照此顺序形成一条长为３的路或者圈，则称这３条边是连续的．图犌的犽单射边染色

是一个映射犳：犈（犌）→犆＝｛１，２，３，…，犽｝，使得如果边犲１，犲２，犲３ 是连续的，则犳（犲１）≠犳（犲３）．单射边色数

χ′犻（犌）＝ｍｉｎ｛犽：图犌有犽单射边染色｝．Ｃａｒｄｏｓｏ等
［３］证明了确定χ′犻（犌）是否不超过犽是ＮＰ困难的．

由此可得，确定一般图的单射点色数和单射边色数的精确值是非常困难的，因此，学者们通常从特殊图

的角度进行研究．

平面图是一类重要的特殊图，关于平面图的单射点染色已经得到较多结果．文献［４６］研究了平面

图的单射点色数与最大度、围长之间的关系及围长至少为７，５时平面图的单射点色数；Ｄｏｎｇ等
［７］在围

长为６的条件下研究平面图的单射点色数；朱海洋等
［８］考虑最大度Δ（犌）≤６且不含４，５，６，７圈的平面
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图的单射点色数的上界．除此之外，学者们还考虑了平面图的单射可选性，即对图犌的每个点狏分配一

个列表犔（狏），要求单射染色犳需满足犳（狏）∈犔（狏），这样的染色称为列表单射染色．文献［９１２］在围长

限制下研究平面图的列表单射色数的界；Ｂｒｉｍｋｏｖ等
［１３］考虑了围长为６的次立方平面图的单射可选

性；卜月华等［１４］考虑了５－圈和５－圈不交的平面图的列表单射染色．对于单射边染色，Ｂｕ等
［１５］在限制

最大度及最大平均度条件下，给出了稀疏图单射边色数的上界；卜月华等［１６］研究了围长至少为６且６

圈与７－圈不相交的平面图犌的单射边色数．

讨论简单次立方平面图的单射边色数．设犌＝（犞，犈）是简单平面图，Δ＝Δ（犌）为犌的最大度，如果

Δ（犌）≤３，则称犌是次立方图．围长犵表示犌 中最短圈的长度．得到以下２个定理．

定理１　设犌是围长至少为８的次立方平面图，则χ′犻（犌）≤６．

定理２　设犌是围长至少为６的次立方平面图，则χ′犻（犌）≤７．

使用权转移的方法进行定理的证明．权转移的主要思想是对图犌的点和面进行赋权，使得初始权

值之和为负数．研究图内部的结构性质并且给定权转移规则，进行点点之间，面面之间及点面之间的权

值转移，最终得到新的权值之和为非负数．由于权转移过程是在图内部进行的，所以总权值应当不会变

化，这就导出了矛盾．

在下面的证明中，对于图犌的一个染色犳，任意犲∈犈（犌），用犉（犲）表示在染色过程中边犲不能使用

的颜色集合．

２　定理１的证明

假设图犌是定理１的极小反例，即犌是围长至少为８的次立方平面图，χ′犻（犌）＞６，但对于图犌的

任意一个子图犌′，χ′犻（犌′）≤６，则得到犌的如下性质．用犆＝｛１，２，３，４，５，６｝表示颜色集．

引理１　图犌不存在１度点．

证明：假设图犌存在１度点狌，狏是它唯一的邻点．令犌′＝犌－狌，由犌的极小性，存在犌′的用６种颜

色的单射边染色犳′．因为｜犉（狌狏）｜≤４，所以令犳（狌狏）∈犆＼犉（狌狏），而对犲∈犈（犌）＼｛狌狏｝，有犳（犲）＝犳′（犲）．

这样就得到犌的用６种颜色的单射边染色犳，与假设矛盾．

引理２　图犌中２度点只能和３度点相邻．

证明：假设狌，狏是犌 中２个相邻的２度点，狑是狏的另一个邻点．令犌′＝犌－狏，由犌的极小性，存在

犌′的用６种颜色的单射边染色犳′．因为｜犉（狌狏）｜≤４，｜犉（狏狑）｜≤５，所以可以先对边狏狑染色，再对边狌狏

染色，此外，对于犲∈犈（犌）＼｛狌狏，狏狑｝，有犳（犲）＝犳′（犲）．这样就得到犌的用６种颜色的单射边染色犳，与

假设矛盾．

引理３　犌中３度点最多和１个２度点相邻．

证明：假设狌是犌 中１个３度点，狌与２个２度点狏和狑 相邻，狌的另一个邻点为狌１，狑的另一个邻

点为狑１．令犌′＝犌－狌，由犌的极小性，存在犌′的用６种颜色的单射边染色犳′．删去边狑狑１ 上的颜色，

此时，｜犉（狌狏）｜≤４，｜犉（狌狑）｜≤５，｜犉（狌狌１）｜≤５，｜犉（狑狑１）｜≤４，所以先对边狌狌１ 进行染色，再染边

狑狑１，最后分别对边狌狏，狌狑进行染色．此外，对于犲∈犈（犌）＼｛狌狏，狌狑，狌狌１，狑狑１｝，有犳（犲）＝犳′（犲）．这样

就得到犌的用６种颜色的单射边染色犳，与假设矛盾．

引理４　在犆狀 上，最多有
狀
３
个２度点．

证明：由引理２，３可知，任意２个２度点之间至少有２个３度点，所以，犆狀 上最多有
狀
３
个２度点．

根据平面图的欧拉公式

犞－犈＋犉＝２，

以及握手定理

∑
狏∈犞（犌）

犱（狏）＝２犈，　　 ∑
犳∈犉（犌）

犱（犳）＝２犈，

可以得到

∑
狏∈犞（犌）

（２犱（狏）－６）＋ ∑
犳∈犉（犌）

（犱（犳）－６）＝－１２．
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　　分别对图犌的顶点和面进行初始赋权，狏∈犞（犌），令ω（狏）＝２犱（狏）－６，犳∈犉（犌），则令ω（犳）＝

犱（犳）－６，那么可以得到初始总权值为

∑
狏∈犞（犌）

ω（狏）＋ ∑
犳∈犉（犌）

ω（犳）＝－１２．

给定权转移规则犚：每个面给该面上的每个２度点权值１．

如果狏是２度点，则初始权值ω（狏）＝－２．因为２度点存在２个面上，且从每一个面得到１的权值，

所以得到新的权值ω′（狏）＝－２＋１＋１＝０．

如果狏是３度点，则初始权值ω（狏）＝０．由于３度点没有进行权转移，所以新权值ω′（狏）＝０．

对于面犳，初始权值ω（犳）＝犱（犳）－６．根据犚，面要给其上的每一个２度点１的权值．又根据引理４，

面上最多存在犱
（犳）

３
个２度点，所以新权值

ω′（犳）＝犱（犳）－６－１×
犱（犳）

３
，

由于犵≥８，即犱（犳）≥８，所以ω′（犳）≥０恒成立．

由于权转移是在图内部进行，所以总权值不会变化，也就是

－１２＝ ∑
狏∈犞（犌）

ω（狏）＋ ∑
犳∈犉（犌）

ω（犳）＝ ∑
狏∈犞（犌）

ω′（狏）＋ ∑
犳∈犉（犌）

ω′（犳）≥０

出现矛盾，所以极小反例犌不存在，定理１得证．

３　定理２的证明

假设图犌是定理２的极小反例，即犌是围长至少为６的次立方平面图，χ′犻（犌）＞７，但对于图犌的

任意一个子图犌′，χ′犻（犌′）≤７，则得到犌的如下性质．用犆＝｛１，２，３，４，５，６，７｝表示颜色集．

引理５　图犌不存在１度点．

证明：假设犌中存在１度点狌，狏是它唯一的邻点．令犌′＝犌－狌，由犌的极小性，存在犌′的用７种颜

色的单射边染色犳′．因为｜犉（狌狏）｜≤４，所以令犳（狌狏）∈犆＼犉（狌狏），而对犲∈犈（犌）＼｛狌狏｝，犳（犲）＝犳′（犲）．这

样得到犌的用７种颜色的单射边染色犳，与假设矛盾．

引理６　图犌不存在２度点．

证明：假设狌是犌 中的２度点，狑和狏是它的两个邻点，令犌′＝犌－狌，由犌的极小性，存在犌′的用７

种颜色的单射边染色犳′．因为｜犉（狌狏）｜≤６，｜犉（狌狑）｜≤６，且边狌狑和狌狏可以染相同的颜色，因此，可以

得到犌的用７种颜色的单射边染色犳，与假设矛盾．

给定点的初始权值为狏∈犞（犌），ω（狏）＝２犱（狏）－６，面的初始权值为犳∈犉（犌），ω（犳）＝犱（犳）－６，

根据欧拉公式，初始总权值为

∑
狏∈犞（犌）

ω（狏）＋ ∑
犳∈犉（犌）

ω（犳）＝－１２．

根据以上所得性质，犌中只存在３度点，因此，所有点的总权值为

∑
狏∈犞（犌）

ω（狏）＝０．

　　对于面，由于犵≥６，即犱（犳）≥６，所以得到所有面的总权值为

∑
犳∈犉（犌）

ω（犳）≥０．

　　最终可以得到

－１２＝ ∑
狏∈犞（犌）

ω（狏）＋ ∑
犳∈犉（犌）

ω（犳）≥０

出现矛盾，也就是极小反例犌不存在，定理２得证．

４　结束语

通过极小反例及权转移的方法，研究次立方平面图的结构性质，最终得到其在限制围长条件下的单

射边色数的上界．
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［３］　ＣＡＲＤＯＳＯＤＭ，ＣＥＲＤＥＩＲＡＪＯ，ＣＲＵＺＪＰ，犲狋犪犾．Ｉｎｊｅｃｔｉｖｅｅｄｇｅｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆｇｒａｐｈｓ［Ｊ］．Ｆｉｌｏｍａｔ，２０１９，３３（１９）：

６４１１６４２３．ＤＯＩ：１０．２２９８／ＦＩＬ１９１９４１１Ｃ．

［４］　ＢＵＹｕｅｈｕａ，ＣＨＥＮＤｏｎｇ，ＲＡＳＰＡＵＤＡ，犲狋犪犾．Ｉｎｊｅｃｔｉｖｅｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓ［Ｊ］．ＤｉｓｃｒｅｔｅＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔ

ｉｃｓ，２００９，１５７（４）：６６３６７２．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｄａｍ．２００８．０８．０１６．

［５］　ＢＵＹｕｅｈｕａ，ＬＵＫａｉ．Ｉｎｊｅｃｔｉｖｅｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｇｉｒｔｈ７［Ｊ］．ＤｉｓｃｒｅｔｅＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｎｄＡｐ

ｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１２，４（２）：１２５００３４．ＤＯＩ：１０．１１４２／Ｓ１７９３８３０９１２５００３４６．

［６］　卜月华，叶飘飘．围长至少为５的平面图的ｉｎｊｅｃｔｉｖｅ染色［Ｊ］．浙江师范大学学报（自然科学版），２０１７，４０（１）：１８．

ＤＯＩ：１０．１６２１８／ｊ．ｉｓｓｎ．１００１５０５１．２０１７．０１．００．

［７］　ＤＯＮＧＷｅｉ，ＬＩＮ Ｗｅｎｓｏｎｇ．Ｉｎｊｅｃｔｉｖｅｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｇｉｒｔｈ６［Ｊ］．ＤｉｓｃｒｅｔｅＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０１３，３１３：

１３０２１３１１．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｄｉｓｃ．２０１３．０２．０１４．

［８］　朱海洋，王淑玲，刘?，等．平面图的单射染色［Ｊ］．西南师范大学学报（自然科学版），２０１７，４２（４）：７１３．ＤＯＩ：１０．

１３７１８／ｊ．ｃｎｋｉ．ｘｓｘｂ．２０１７．０４．００２．

［９］　ＢＯＲＯＤＩＮＯＶ，ＩＶＡＮＯＶＡＡＯ．Ｌｉｓｔｉｎｊｅｃｔｉｖｅｃｏｌｏｒｉｎｇｓｏｆｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓ［Ｊ］．ＤｉｓｃｒｅｔｅＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０１１，３１１：１５４

１６５．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｄｉｓｃ．２０１０．１０．００８．

［１０］　ＢＵＹｕｅｈｕａ，ＬＵＫａｉ．Ｌｉｓｔｉｎｊｅｃｔｉｖｅｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｇｉｒｔｈ５，６，８［Ｊ］．ＤｉｓｃｒｅｔｅＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，

２０１３，１６１（１０／１１）：１３６７１３７７．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｄａｍ．２０１２．１２．０１７．

［１１］　ＢＵＹｕｅｈｕａ，ＹＡＮＧＳｈｅｎｇ．Ｌｉｓｔｉｎｊｅｃｔｉｖｅｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｇｉｒｔｈ犵≥５［Ｊ］．ＤｉｓｃｒｅｔｅＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，Ａｌ

ｇｏｒｉｔｈｍｓａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１４，６（１）：１４５００６．ＤＯＩ：１０．１１４２／Ｓ１７９３８３０９１４５０００６２．

［１２］　ＣＨＥＮＨｏｎｇｙｕ，ＷＵＪｉａｎｌｉａｎｇ．Ｌｉｓｔｉｎｊｅｃｔｉｖｅｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｇｉｒｔｈ犵≥６［Ｊ］．ＤｉｓｃｒｅｔｅＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，

２０１６，３３９（１２）：３０４３３０５２．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｄｉｓｃ．２０１６．０６．０１７．

［１３］　ＢＲＩＭＫＯＶＢ，ＥＤＭＯＮＤＪ，ＬＡＺＡＲＲ，犲狋犪犾．Ｉｎｊｅｃｔｉｖｅｃｈｏｏｓａｂｉｌｉｔｙｏｆｓｕｂｃｕｂｉｃｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｇｉｒｔｈ６［Ｊ］．Ｄｉｓ

ｃｒｅｔｅＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０１７，３４０（１０）：２５３８２５４９．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｄｉｓｃ．２０１７．０５．０１４．

［１４］　卜月华，黄超媛．５－圈和５－圈不交的平面图的ｉｎｊｅｃｔｉｖｅ列表染色［Ｊ］．浙江师范大学学报（自然科学版），２０２０，

４３（３）：２４１２５０．ＤＯＩ：１０．１６２１８／ｊ．ｉｓｓｎ．１００１５０５１．２０２０．０３．００１．

［１５］　ＢＵＹｕｅｈｕａ，ＱＩＣｈｅｎｔａｏ．Ｉｎｊｅｃｔｉｖｅｅｄｇｅｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆｓｐａｒｓｅｇｒａｐｈｓ［Ｊ］．ＤｉｓｃｒｅｔｅＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｎｄＡｐｐｌｉ

ｃａｔｉｏｎｓ，２０１８，１０（２）：１８５００２２．ＤＯＩ：１０．１１４２／Ｓ１７９３８３０９１８５００２２２．

［１６］　卜月华，陈雯雯．围长至少是６的平面图的ｉｎｊｅｃｔｉｖｅ边染色［Ｊ］．浙江师范大学学报（自然科学版），２０２０，４３（１）：１９

２５．ＤＯＩ：１０．１６２１８／ｊ．ｉｓｓｎ．１００１５０５１．２０２０．０１．００４．

（责任编辑：黄晓楠　　英文审校：黄心中）
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