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　　　采用刚体运动学的结构几何

构造分析解析方法

李霞，周克民

（华侨大学 土木工程学院，福建 厦门３６１０２１）

摘要：　提出一种基于刚体运动学方法描述刚体的位置，用线性代数方法分析结构体系的多余约束和自由度

的结构几何构造分析解析方法．结果表明：文中方法可以计算系统多余约束和自由度的数量，还可以具体确定

多余的约束和缺少必要约束的自由度；文中方法与几何方法具有明确的对应关系，概念简单，应用范围不受限

制，更具有一般性，可以直接应用于空间问题．
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结构几何构造分析是结构分析和优化的重要基础［１５］，特别是桁架［３５］、张弦结构［６］、网架结构［７］及

折叠结构［８］等工程结构设计经常需要进行几何构造分析．目前，几何构造分析以几何方法为主，静力法

等作为补充．对于简单结构，几何方法较为直观且容易理解和操作．然而，几何方法无法解决许多实际复

杂结构，仅限于平面结构体系［９１０］．文献［１１１４］从矩阵位移法出发，提出的解析方法更具一般性，但其

仅适用于桁架和刚架等杆系结构，任意形状的刚体则需要转化为没有多余约束的几何不变的等效桁架

结构，但对于形状复杂或与周围连接较复杂的刚体，这种转化并不容易．张速等
［１５］提出几何作图法．舒

开鸥等［１６］根据运动学推导了一些性质，对几何分析有一定的帮助．徐子善
［１７］提出用齐次坐标分析平行

链杆约束．然而，以上方法都无法扩展应用的范围．

　收稿日期：　２０２１?１２?２９

　通信作者：　周克民（１９６２），男，教授，博士，博士生导师，主要从事结构优化设计的研究．Ｅｍａｉｌ：ｚｈｏｕｋｍ＠ｈｑｕ．ｅｄｕ．

ｃｎ．

　基金项目：　国家自然科学基金资助项目（１１５７２１３１）；福建省科技计划引导性项目（２０１９Ｈ００１２）



犺狋狋狆：∥狑狑狑．犺犱狓犫．犺狇狌．犲犱狌．犮狀

　　必要约束和多余约束可以有许多组合．对于含有多余约束的结构系统，认定多余约束的方法并不唯

一．对于缺少必要约束的结构系统，补充必要约束的方法也不唯一．目前，各种分析方法都无法找出所有

可能的多余约束，也不能确定所有可以补充必要约束的约束形式．基于此，本文提出一种基于运动学的

结构几何构造分析解析方法．

１　位置和约束分析

１．１　位置的表示方法

与几何方法一样，可以选取点或刚体作为研究对象．刚体犫上点犼的位移犞
犫
犼（假设位移无限小，即当

前位置瞬时运动状态）可以用随基点狅平动犞犫狅 和相对于基点的转动θ
犫 表示，即

犞犫犼＝犞
犫
狅＋θ

犫×狉犫犼． （１）

式（１）中：狉犫犼 为刚体犫的基点到点犼的向量．

１．２　约束的向量表达式

约束包括链杆约束和铰约束．连接刚体１上的点犻和刚体２上的点犼的链杆约束为

（犞１犻－犞
２
犼）·狀＝０． （２）

式（２）中：狀为点犻，犼之间的链杆方向向量．

刚体１，２在点犼的铰约束为

犞１犼＝犞
２
犼． （３）

如果刚体２上的点犼沿狀方向有另一点犽，在同一个刚体上两点之间的长度不变，则有

（犞２犼－犞
２
犽）·狀＝０． （４）

联立式（２），（４），可得

（犞１犻－犞
２
犽）·狀＝０． （５）

比较式（２），（５）可知，链杆约束可以在刚体上沿约束向量方向等效移动，该移动必须在同一个刚体

上（式（４）成立的条件），这类似于力在刚体上沿力的作用线方向静力等效移动的性质，故将此性质称为

“链杆约束在刚体上的等效移动”．

１．３　约束的矩阵表达式

假设系统有犖 个自由度，用向量犡表示；系统有犕 个约束，用约束方程表示为

狇犼犡＝０，　　犼＝１，２，…，犕． （６）

式（６）中：狇犼为约束向量，约束向量与约束严格一一对应．

定义约束方程系数矩阵犙为

犙＝［狇
Ｔ
１　狇

Ｔ
２　…　狇

Ｔ
犕］

Ｔ． （７）

将所有约束统一写成约束方程，即

犙犡＝０． （８）

１．４　约束方程系数矩阵的性质

对于几何不变体系，所有位移为零．因此，几何不变体系的式（８）仅有零解．约束方程系数矩阵的秩

犚＝ｒａｎｋ（犙）为必要约束数量，犔＝犕－犚＞０，犔为多余约束的数量．根据线性代数理论，式（８）仅有零解

的充要条件是犚＝犖．如果犉＝犖－犚＞０，则系统有犉个未约束的自由度．

如果需要具体明确系统缺少哪些必要的自由度，以及哪些约束是多余的，则需进一步分析．根据线

性方程组理论，采用求解线性方程组的消元法，通过行初等变换，将约束方程系数矩阵转换为对角矩阵．

为了记录行变换过程，将单位矩阵犐放在约束矩阵右侧，采用行初等变换消去犙的非对角元成为犙（行

向量记作狇犼），单位矩阵犐成为犘，即犘犙＝犙．如果集合犛犫＝｛犼｜狇犼＝０｝不为空，犙中存在零向量狇犻＝０，即

∑
犼∈犛犫

狆犻，犼狇犼 ＝０． （９）

式（９）中：狆犻，犼是矩阵犘的分量，即约束｛狇犼，犼∈犛犫｝线性相关，所以必然含有多余约束．

这些性质同样适用于平面问题和空间问题．简单起见，以平面问题为例进行叙述．

上述是基于体系瞬时状态的无限小位移运动分析，无法区分几何瞬变体和几何常变体，研究常变状
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图１　例１结构（解法１）

Ｆｉｇ．１　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｅｘａｍｐｌｅ１（ｓｏｌｕｔｉｏｎ１）

态需要建立一般位置的运动方程．

２　应用算例

例１　分析桁架结构几何构造．

解法１：例１结构（解法１），如图１所示．图１中：１～３为研

究对象（此处表示结点）；狓，狔为坐标系；括号中的数字为约束编

号；图中尺寸均无量纲，下同．

以结点为研究对象，共３个结点，作为平面问题，共６个自

由度（犖＝６），６个约束（犕＝６）．

约束方程为

狏１ ＝０，　　狌２ ＝０，　　４狌３－３狏３ ＝０，

狌１－狌３ ＝０，　　４狌２－３狏２ ＝４狌３－３狏３，　　狏１－狏２ ＝０
｝． （１０）

式（１０）中：狏１～狏３ 为位移的竖直分量；狌１～狌３ 为位移的水平分量．

约束方程的矩阵形式为

０ １ ０ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ４ －３

１ ０ ０ ０ －１ ０

０ ０ ４ －３ －４ ３

熿

燀

燄

燅０ １ ０ －１ ０ ０

狌１

狏１

狌２

狏２

狌３

狏

熿

燀

燄

燅３

＝０． （１１）

约束方程系数矩阵的秩犚＝５，系统有１个多余约束（犕－犚＝１），１个未约束的自由度（犖－犚＝１）．

约束方程系数矩阵经行初等变换后，可得

犘犙＝犙，　　犘＝

０ ０ １ ４ ０ ０

１ ０ ０ ０ ０ ０

３ ０ １ ０ １ －３

－１ ０ ０ ０ ０ １

０ ０ １ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅３ －４ １ ０ １ －３

，　　犙＝

４ ０ ０ ０ ０ －３

０ １ ０ ０ ０ ０

０ ０ ４ ０ ０ ０

０ ０ ０ －１ ０ ０

０ ０ ０ ０ ４ －３

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０ ０

． （１２）

式（１２）第６行为

３狇１－４狇２＋狇３＋狇５－３狇６＝０， （１３）

即约束（１），（２），（３），（５），（６）中任意１个约束都可以作为多余约束，因为狇４ 与其他变量线性无关，所以

约束（４）是必要约束．

由犙犡＝０的第１行和第５行，可得４狌１＝４狌３＝３狏３，说明狌１，狌３，狏３ 这３个自由度中缺少１个必要约

束，增加其中１个约束即可得到几何不变体系．

图２　例１结构（解法２）

Ｆｉｇ．２　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｅｘａｍｐｌｅ１（ｓｏｌｕｔｉｏｎ２）

解法２：例１结构（解法２），如图２所示．

以结点１～３构成的三角桁架（１个刚体）为研究对象，系

统有３个自由度（犖＝３），３个约束（犕＝３）．

以结点１为基点，约束方程为

狏１＝０，　　狌１－３θ＝０，　　４狌１－３（狏１＋４θ）＝０． （１４）

约束方程的矩阵形式为

０ １ ０

１ ０ －３

熿

燀

燄

燅４ －３ －１２

狌１

狏１

熿

燀

燄

燅θ

＝０． （１５）

经计算可得犚＝２，犕－犚＝１，犖－犚＝１，故有１个多余约束，１个自由度．
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约束方程系数矩阵经行初等变换后，可得

犘犙＝犙，　　犘＝

０ １ ０

１ ０ ０

熿

燀

燄

燅３ －４ １

，　　犙＝

１ ０ －３

０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

． （１６）

由式（１６）第３行可知，３狇１－４狇２＋狇３＝０，即约束向量线性相关，这说明约束（１）～（３）中存在１个多

余约束．由式（１６）可知，狏１＝０，狌１＝３θ，即狌１＝３θ缺少１个必要约束．显然，解法２（以刚体为研究对象）

比解法１（以每个结点为研究对象）的自变量和约束方程少很多．

图３　例２结构

Ｆｉｇ．３　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｅｘａｍｐｌｅ２

例２　３个刚片两两通过１对平行链杆连接，分析其结构

几何构造．

这是３刚片规则的１个特例，因为这个结构不能采用常规

的几何构造分析方法，只能采用“无限远”的概念［１２］，该概念在

欧氏几何中并未定义，是一个很模糊的概念，缺乏理论依据．

采用解析方法，以第３个刚片为基础，结构如图３所示．图

３中：１，２为研究对象（此处表示刚片）．３对平行链杆方向分别

记作狀１＝狀２，狀３＝狀４ 和狀５＝狀６，并假设铰的位置不重合．由于

两对平行链杆（１）（２），（３）（４）导致两个刚片都只能平动，分

别记作犞１，犞２，共２个自由度．

平行链杆约束（５）（６）为

（犞１－犞２）·狀５＝０． （１７）

由于刚片１，２瞬时平动，所以每个刚片上任意位置的速度各自相同，而约束（５）（６）的两个链杆平

行，约束向量也相同，故两个平行链杆的约束表达式一样，完全等价，有１个多余约束，１个必要约束．因

此，还存在１个自由度，该体系是有１个多余约束，１个自由度的几何可变体系．

上述分析也可用解析形式表达，两对平行链杆约束（１）（２），（３）（４）为

犞犫犼·狀犼＝（犞
犫
０＋θ

犫×狉犫犼）·狀犼＝０，　　犫＝１，　犼＝１，２；犫＝２，　犼＝３，４． （１８）

平行链杆约束（５）（６）为

（犞１犼－犞
２
犼）·狀犼＝０，　　犼＝５，６． （１９）

记狀犼＝［犾犼　犿犼］
Ｔ，狉犫犼＝［狓

犫
犼　狔

犫
犼］
Ｔ，式（１８），（１９）可写为分量形式，即

狌犫０犾犼＋狏
犫
０犿犼＋θ

犫（狓犫犼犿犼－狔
犫
犼犾犼）＝０，　　犫＝１，　犼＝１，２；犫＝２，　犼＝３，４， （２０）

（狌１０－θ
１
狔
１
犼－狌

２
０＋θ

２
狔
２
犼）犾犼＋（狏

１
０＋θ

１狓１犼－狏
２
０－θ

２狓２犼）犿犼＝０，　　犼＝５，６． （２１）

６个约束可写成线性方程组形式，即

犾１ 犿１ 狓１１犿１－狔
１
１犾１ ０ ０ ０

犾２ 犿２ 狓１２犿２－狔
１
２犾２ ０ ０ ０

０ ０ ０ 犾３ 犿３ 狓２３犿３－狔
２
３犾３

０ ０ ０ 犾４ 犿４ 狓２４犿４－狔
２
４犾４

犾５ 犿５ 狓１５犿５－狔
１
５犾５ 犾５ 犿５ －狓２５犿５＋狔

２
５犾５

犾６ 犿６ 狓１６犿６－狔
１
６犾６ 犾６ 犿６ －狓２６犿６＋狔

２
６犾

熿

燀

燄

燅６

狌１０

狏１０

θ
１

狌２０

狏２０

θ

熿

燀

燄

燅
２

＝０． （２２）

若 犾犼（狔
犫
犼＋１－狔

犫
犼）≠犿犼（狓

犫
犼＋１－狓

犫
犼），　　犫＝１，２，　犼＝２犫－１， （２３）

约束方程系数矩阵经行初等变换后，可得

犙＝

犾１ 犿１ ０ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０ ０

０ ０ ０ 犾３ 犿３ ０

０ ０ ０ ０ ０ １

犾５ 犿５ ０ 犾５ 犿５ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０ ０

． （２４）
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式（２３）表示当平行链杆不重合，当且仅当约束不相互平行（狀１≠狀３≠狀５）时，约束方程系数矩阵的秩

犚＝５，犕－犚＝１，犖－犚＝１，体系有１个多余约束，１个未约束的自由度．当３对平行链杆相互平行（狀１＝

狀３＝狀５）时，约束方程系数矩阵会增加１个线性相关的关系，因此，会多１个多余约束，少１个必要约束，

犚＝３，犕－３＝２，犖－犚＝２，体系有２个多余约束，２个未约束的自由度．

例３　例３结构及分析过程，如图４所示．

　　 （ａ）原结构　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）结构１

　　 　（ｃ）结构２　　　 　　　　　　　　　　　　　　　（ｄ）结构３

图４　例３结构及分析过程

Ｆｉｇ．４　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅａｎｄａｎａｌｙｓｉｓｐｒｏｃｅｄｕｒｅｏｆｅｘａｍｐｌｅｓ３

解法１：例３结构用常规方法分析较为复杂，采用解析方法（链杆在刚体上等效移动）则非常简单．

约束（１２），（１３），（１５），（１６）在支座方向分别沿杆件４１，６７，２１和８７移动到结点１，７，形成结构１（图４

（ｂ））；依次去除二元体，形成结构２（图４（ｃ））．显然，结点１，７各有１个多余约束，结点３，５在竖直方向

各有１个自由度．去除２个多余约束，在２个自由度方向施加２个约束，形成结构３（图４（ｄ）），这是没有

多余约束的几何不变体系．因此，原结构是有２个多余约束，２个自由度的几何可变体系．

采用刚体运动学的代数方法进行分析．约束方程系数矩阵犙的秩为犚＝１４，犖＝犕＝１６，犕－犚＝２，

犖－犚＝２，故有２个多余约束，２个自由度．

经行初等变换后，可得犙中狇８＝狇１５＝０，对应地，有

狆８

狆
［ ］
１５

＝
１ １ １ ０ ０ ０ ０ １ －１ ０ ０ ０ １ －１ ０ －１［ ］
０ ０ ０ １ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ －１ １ ０

． （２５）

由犘犙＝犙，可得

狇１＋狇２＋狇３＋狇８－狇９＋狇１３－狇１４－狇１６＝０，　　狇４－狇５＋狇１２－狇１４＋狇１５＝０， （２６）

即约束（式（１），（２），（３），（８），（９），（１３），（１４）和（１６））及（式（４），（５），（１２），（１４）和（１５））每组约束中各有

１个多余约束．

约束方程经行初等变换后，可分解为

狌１＝狏１＝狏２＝狌３＝狌５＝狌７＝狏７＝狏８＝０， （２７）

狌２＝狏３＝狌４＝狏４，　　－狏５＝狌６＝－狏６＝狌８． （２８）

式（２７），（２８）中：式（２７）各项对应约束自由度；（狌２，狏３，狌４，狏４），（狏５，狌６，狏６，狌８）两组位移中各有１个自由

度，即这两组位移中对应各施加１个约束，成为几何不变体系（式（２８）也同时表示了几何可变体系的变

形形态）．

图５　例３结构（解法２）

Ｆｉｇ．５　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｅｘａｍｐｌｅ３（ｓｏｌｕｔｉｏｎ２）

解法２：以结点１～４和结点５～８分别围成的部分各构成

２个刚片，以其为研究对象，结构如图５所示．以每个刚片的左

下角结点２，６为基点，约束方程为

１ ０ －１ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０ ０

１ －１ －１ ０ ０ ０

０ ０ ０ １ １ ０

０ ０ ０ ０ １ １

熿

燀

燄

燅１ ０ －１ －１ ０ １

狌２

狏２

θ
１

狌６

狏６

θ

熿

燀

燄

燅２

＝０． （２９）
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约束方程经行初等变换后，可得

狌２＝θ
１，　狏２＝０，　狌６＝－狏６＝θ

２， （３０）

－狇１＋狇２＋狇３＝０，　　－狇１＋狇４－狇５＋狇６＝０． （３１）

由式（３０），（３１）可知：（狌２，θ
１），（狌６，狏６，θ

２）两组位移中各有１个自由度，各缺少１个必要约束；两组

约束（式（１），（２）和（３）），（式（１），（４），（５）和（６））中各有１个多余约束．

３　结束语

基于运动学的解析方法为结构几何构造分析提供了有效的方法，特别是对采用几何方法分析有困

难的问题，其效果更为显著．该方法可以得到更多的结构信息，还可以直接应用于空间结构的几何组成

分析，无需补充更多规则和技巧．
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