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　　　重心插值配点法求解

犆犪犺狀犎犻犾犾犻犪狉犱方程

邓杨芳，黄蓉，翁智峰

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　对ＣａｈｎＨｉｌｌｉａｒｄ方程中的时、空方向均采用重心插值配点格式（重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点格式和重心

有理插值配点格式）进行离散，非线性项采用一般迭代法，导出离散的线性代数方程组，并给出重心Ｌａｇｒａｎｇｅ

插值的逼近误差估计．数值算例表明：两种重心插值配点格式均具有高精度，且满足能量递减规律．

关键词：　ＣａｈｎＨｉｌｌｉａｒｄ方程；重心插值配点格式；迭代格式；能量递减
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１９５８年，Ｃａｈｎ等
［１］在研究热力学两相物质（如合金、聚合物等）之间的相互扩散现象时，提出Ｃａｈｎ

Ｈｉｌｌｉａｒｄ方程．ＣａｈｎＨｉｌｌｉａｒｄ方程是一类重要的四阶非线性扩散方程，用来描述固体表面上微滴的扩

散、河床的迁移、生物种群的竞争与排斥等扩散现象，也广泛应用于工程流体力学［２３］、材料科学［４］、图像

分析［５６］和生命科学［７８］等领域．国内外学者对 ＣａｈｎＨｉｌｌｉａｒｄ方程提出了许多数值解法，如有限差

分［９１１］、有限元［１２１３］、有限体积［１４］、谱方法［１５１６］等．Ｚｈａｎｇ等
［１７］构造一个无条件能量稳定的有限差分格

式，并基于该格式提出自适应时间步长策略．Ｃｈｅｎｇ等
［１８］采用快速稳定的显式算子分裂方法求解Ｃａｈｎ

Ｈｉｌｌｉａｒｄ方程．Ｌｉ等
［１９］考虑求解二维ＣａｈｎＨｉｌｌｉａｒｄ方程的半隐稳定化傅里叶谱方法，并对几种经典的

稳定化技术进行比较研究，确定相应的稳定区域．Ｃｈｅｎｇ等
［２０］提出一个能量稳定的四阶差分格式求解

带周期边界条件的ＣａｈｎＨｉｌｌｉａｒｄ方程，并证明该格式解的唯一性和能量稳定性．Ｗａｎｇ等
［２１］提出一个

能量稳定的线性扩散ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ格式求解ＣａｈｎＨｉｌｌｉａｒｄ方程．Ｚｈａｎｇ等
［２２］构造一类无条件能量
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稳定的线性二阶预估校正时间步进格式求解ＣａｈｎＨｉｌｌｉａｒｄ方程．

上述方法都是基于网格剖分求解微分方程问题．李淑萍等
［２３］利用重心插值配点法求解微分方程初

边值问题，重心插值配点法包括重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值和重心有理插值．对于等距插值节点，高阶Ｌａ

ｇｒａｎｇｅ插值公式构造的近似函数值容易出现Ｒｕｎｇｅ现象，具有极大的数值不稳定性．为了避免这一现

象的出现，Ｂｅｒｒｕｔ等
［２４］分别将Ｌａｇｒａｎｇｅ插值公式改为重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值和重心有理插值

［２５］，克服数

值格式的振荡现象．重心插值配点法作为一种新型的无网格计算方法，具有计算格式简单、精度高、程序

实施方便、节点适应性好等特点，使用Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ节点有效克服了Ｒｕｎｇｅ现象．重心插值配点法被推广

到求解各类积分和微分方程，如高维Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程
［２６］、非线性抛物方程［２７］、粘弹性波方程［２８］、Ａｌ

ｌｅｎＣａｈｎ方程
［２９３０］、ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ方程

［３１］等．本文将重心插值配点法推广到求解ＣａｈｎＨｉｌｌｉａｒｄ方程．

１　犆犪犺狀犎犻犾犾犻犪狉犱方程的重心插值配点法

１．１　犆犪犺狀犎犻犾犾犻犪狉犱方程

ＣａｈｎＨｉｌｌｉａｒｄ方程是相场模型方程之一，用来模拟二元合金中的相分离现象，即

φ狋（狓，狋）＝Δ（犉′（φ（狓，狋））－ε
２
Δφ（狓，狋）），　　狓∈［犪，犫］，　狋∈［０，犜］． （１）

边界条件为

φ（犪，狋）＝α１（狋），　　φ（犫，狋）＝α２（狋），　　φ′（犪，狋）＝β１（狋），　　φ′（犫，狋）＝β２（狋）．　　狋∈［０，犜］， （２）

初始条件为

φ（狓，０）＝ψ（狓），　　狓∈［犪，犫］． （３）

式（１）～（３）中：φ为两种物质之一的密度，犉（φ）＝
１

４
（φ
２－１）２ 为双势阱函数；Δ是Ｌａｐｌａｃｅ算子；ε是一

个与界面宽度相关的参数，ε＞０．

ＣａｈｎＨｉｌｌｉａｒｄ方程也可看作是犎－１内积下的一个梯度流，它的自由能泛函为

犈（φ）＝∫
犫

犪

（犉（φ）＋
ε
２

２
Ñφ

２）ｄ狓． （４）

式（４）中：Ñ是梯度算子．
令μ＝犉′（φ）－ε

２
Δφ，方程（１）与μ作内积可得

犈′（狋）＝ （φ狋，μ）＝ （Δμ，μ）＝－∫
犫

犪

Ñμ
２ｄ狓≤０． （５）

因此，ＣａｈｎＨｉｌｌｉａｒｄ方程满足能量递减规律，在采用数值方法求解ＣａｈｎＨｉｌｌｉａｒｄ方程时，不仅要保

证数值精度，而且要保证能量的稳定性．

１．２　重心型插值

１．２．１　重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值　设有插值节点狋犼和一组对应的实数犳犼（犼＝０，１，…，犿），采用多项式插值，

则在次数不超过犿的多项式空间可以找到唯一的插值多项式狆（狋），满足狆（狋犼）＝犳犼，犼＝０，１，…，犿，Ｌａ

ｇｒａｎｇｅ插值公式为

狆（狋）＝∑
犿

犼＝０

γ犼（狋）犳犼． （６）

式（６）中：γ犼（狋）＝ ∏
犿

犻＝０，犻≠犼

（狋－狋犻）／∏
犿

犻＝０，犻≠犼

（狋犼－狋犻）（犼＝０，１，…，犿）为Ｌａｇｒａｎｇｅ插值基函数，性质为

γ犼（狋犻）＝δ犼，犻＝
１，　　犼＝犻，　犻，犼＝０，１，…，犿，

０，　　犼≠犻，　犻，犼＝０，１，…，犿｛ ，
（７）

∑
犿

犼＝０

γ犼（狋）＝１． （８）

令犾（狋）＝（狋－狋０）（狋－狋１）…（狋－狋犿），定义重心权狑犼＝
１

∏
犿

犻＝０，犻≠犼

（狋犼－狋犻）

（犼＝０，１，…，犿），则插值基函

数可以表示为
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γ犼（狋）＝犾（狋）
狑犼
狋－狋犼

，　　犼＝０，１，…，犿． （９）

将式（９）代入式（６），有

狆（狋）＝犾（狋）∑
犿

犼＝０

狑犼
狋－狋犼

犳犼． （１０）

由式（８）～（１０），可得重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值公式，即

狆（狋）＝∑
犿

犼＝０

狑犼
狋－狋犼

犳犼／∑
犿

犼＝０

狑犼
狋－狋犼

． （１１）

重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值对于等距节点是病态的，通过选用服从密度比为（１－狋
２）－

１
２的节点族，可使其具

有非常好的数值稳定性．满足这样条件的最简单的节点分布是Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ点族，因此，采用第二类Ｃｈｅ

ｂｙｓｈｅｖ点族：狋犼＝ｃｏｓ
犼
犿（ ）π （犼＝０，１，…，犿），以保证重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值的数值稳定性．

１．２．２　重心有理插值　设有插值节点狋犼（犼＝０，１，…，犿）和一组对应的实数犳犼，选择一个整数犱且满足

０≤犱≤犿，令狆犼（狋）为插值犱＋１个点对（狋犼，犳犼），（狋犼＋１，犳犼＋１），…，（狋犼＋犱，犳犼＋犱）（犼＝０，１，…，犿－犱）的次数

最多为犱的多项式，则

狉（狋）＝∑
犿－犱

犼＝０

λ犼（狋）狆犼（狋）／∑
犿－犱

犼＝０

λ犼（狋）． （１２）

式（１２）中：λ犼（狋）＝（－１）
犼／（（狋－狋犼）…（狋－狋犼＋犱））．

将狆犼（狋）写成Ｌａｇｒａｎｇｅ插值形式，整理得

∑
犿－犱

犼＝０

λ犼（狋）狆犼（狋）＝∑
犿

犽＝０

狑犽
狋－狋犽

犳犽． （１３）

式（１３）中：狑犽＝∑
犼∈犑犽

（－１）犼∏
犼＋犱

犻＝犼，犻≠犽

１
（狋犽－狋犻）

，指标集犑犽＝｛犼∈｛０，１，…，犿｝：犽－犱≤犼≤犽｝．

由于１＝∑
犼＋犱

犽＝犼
∏
犼＋犱

犻＝犼，犻≠犽

狋－狋犻
（狋犽－狋犻）

，故有

∑
犿－犱

犼＝０

λ犼（狋）＝∑
犿－犱

犼＝０

λ犼（狋）·１＝∑
犿

犽＝０

狑犽
狋－狋犽

． （１４）

将式（１３），（１４）代入式（１２），得到高阶重心有理插值公式，即

狉（狋）＝ （∑
犿

犼＝０

狑犼
狋－狋犼

犳犼／∑
犿

犼＝０

狑犼
狋－狋犼

）：＝∑
犿

犼＝０

γ犼（狋）犳犼． （１５）

重心有理插值基于混合函数的思想，可以有效克服等距插值的不稳定问题．

１．２．３　重心插值的微分矩阵　由式（１５），函数狉（狋）在节点狋０，狋１，…，狋犿 处的狏阶导数为

狉
（狏）（狋犻）＝

ｄ狏狉（狋犻）

ｄ狋狏
＝∑

犿

犼＝０

γ
（狏）
犼 （狋犻）犳犼 ＝∑

犿

犼＝０

犇
（狏）
犻，犼犳犼，　　狏＝１，２，３，４． （１６）

由文献［３２］，一阶和二阶微分矩阵的计算公式为

犇
（１）
犻，犼 ＝γ′犼（狋犻）＝

狑犼／狑犻
狋犻－狋犼

，　　犼≠犻，

犇
（１）
犻，犻 ＝－ ∑

犿

犼＝０，犼≠犻

犇
（１）
犻，犼，

犇
（２）
犻，犼 ＝γ″犼（狋犻）＝－２

狑犼／狑犻
狋犻－狋犼

（∑
犽≠犻

狑犽／狑犻
狋犻－狋犽

＋
１

狋犻－狋犼
），　　犼≠犻，

犇
（２）
犻，犻 ＝－ ∑

犿

犼＝０，犼≠犻

犇
（２）
犻，犼

烍

烌

烎．

（１７）

利用数学归纳法，可以得到狏阶微分矩阵的递推公式

犇
（狏）
犻，犼 ＝狏（犇

（狏－１）
犻，犻 犇

（１）
犻，犼 －

犇
（狏－１）
犻，犼

狋犻－狋犼
），　　犼≠犻，

犇
（狏）
犻，犻 ＝－ ∑

犿

犼＝０，犼≠犻

犇
（狏）
犻，犼

烍

烌

烎．

（１８）
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１．３　一般迭代格式下的犆犪犺狀犎犻犾犾犻犪狉犱方程

ＣａｈｎＨｉｌｌｉａｒｄ方程的非线性项可以表示为

２（φ

３－φ）

狓
２ ＝（６φφ狓）φ狓＋（３φ

２－１）φ狓狓．因此，Ｃａｈｎ

Ｈｉｌｌｉａｒｄ方程的一般迭代格式为

φ
（犽＋１）
狋 ＋ε

２

φ
（犽＋１）
狓狓狓狓 －（３（φ

（犽））２－１）φ
（犽＋１）
狓狓 －（６φ

（犽）

φ
（犽）
狓 ）φ

（犽＋１）
狓 ＝０，　　犽＝０，１，２，…，犖－１． （１９）

式（１９）中：犽为迭代次数．

１．４　犆犪犺狀犎犻犾犾犻犪狉犱方程的重心插值配点格式

引入记号狊（狓，狋）＝（３（φ
（犽））２－１），犵（狓，狋）＝（６φ

（犽）

φ
（犽）
狓 ），φ（狓，狋）＝φ

（犽＋１），则式（１９）可简记为

φ狋＋ε
２

φ狓狓狓狓－狊（狓，狋）φ狓狓－犵（狓，狋）φ狓＝０． （２０）

首先，对空间域［犪，犫］和时间域［０，犜］进行网格剖分：犪＝狓０＜狓１＜…＜狓犕＝犫，０＝狋０＜狋１＜…＜狋犖＝

犜．记φ（狓犻，狋）＝φ犻（狋），得φ（狓，狋）在节点狓０，狓１，…，狓犕 的重心插值函数为

φ（狓，狋）＝∑
犕

犾＝０

γ犾（狓）φ犾（狋）． （２１）

将式（２１）代入式（２０），使其在点狓０，狓１，…，狓犕 上成立，有

∑
犕

犾＝０

γ犾（狓犻）φ
·

犾（狋）＋ε
２

∑
犕

犾＝０

γ″″犾（狓犻）φ犾（狋）－狊（狓犻，狋）∑
犕

犾＝０

γ″犾（狓犻）φ犾（狋）－

犵（狓犻，狋）∑
犕

犾＝０

γ′犾（狓犻）φ犾（狋）＝０，　　犻＝０，１，…，犕．　　　 （２２）

式（２２）中：φ
·

犾（狋）＝
φ犾（狋）

狋
；γ″″犾（狓犻）＝犆

（４）
犻，犾；γ″犾（狓犻）＝犆

（２）
犻，犾；γ′犾（狓犻）＝犆

（１）
犻，犾；犆

（狏）
犻，犾（狏＝１，２，３，４）为节点狓０，

狓１，…，狓犕 上重心插值狏阶微分矩阵的元素．

记狊（狓犻，狋）＝狊犻（狋），犵（狓犻，狋）＝犵犻（狋），犻＝０，１，…，犕，可得方程（２２）的矩阵表示形式，即

φ
·

０（狋）



φ
·

犕（狋

熿

燀

燄

燅）

＋ε
２

犆
（４）
０，０ … 犆

（４）
０，犕

 

犆
（４）
犕，０ … 犆

（４）
犕，

熿

燀

燄

燅犕

φ０（狋）



φ犕（狋

熿

燀

燄

燅）

－

狊０（狋）



狊犕（狋

熿

燀

燄

燅）

犆
（２）
０，０ … 犆

（２）
０，犕

 

犆
（２）
犕，０ … 犆

（２）
犕，

熿

燀

燄

燅犕

φ０（狋）



φ犕（狋

熿

燀

燄

燅）

－

犵０（狋）



犵犕（狋

熿

燀

燄

燅）

犆
（１）
０，０ … 犆

（１）
０，犕

 

犆
（１）
犕，０ … 犆

（１）
犕，

熿

燀

燄

燅犕

φ０（狋）



φ犕（狋

熿

燀

燄

燅）

＝０． （２３）

　　记φ犻（狋犼）＝φ（狓犻，狋犼）：＝φ犻，犼，得到φ犻（狋）在点狋０，狋１，…，狋犖 上的重心插值函数，即

φ犻（狋）＝∑
犖

狇＝０

γ狇（狋）φ犻，狇，　　犻＝０，１，…，犕． （２４）

将式（２４）代入式（２３），使其在点狋０，狋１，…，狋犖 上成立，有

∑
犖

狇＝０

γ
·

狇（狋犼）φ０，狇



∑
犖

狇＝０

γ
·

狇（狋犼）φ犕，

熿

燀

燄

燅
狇

＋ε
２

犆
（４）
０，０ … 犆

（４）
０，犕

 

犆
（４）
犕，０ … 犆

（４）
犕，

熿

燀

燄

燅犕

∑
犖

狇＝０

γ狇（狋犼）φ０，狇



∑
犖

狇＝０

γ狇（狋犼）φ犕，

熿

燀

燄

燅
狇

－

狊０（狋犼）



狊犕（狋犼

熿

燀

燄

燅）

犆
（２）
０，０ … 犆

（２）
０，犕

 

犆
（２）
犕，０ … 犆

（２）
犕，

熿

燀

燄

燅犕

∑
犖

狇＝０

γ狇（狋犼）φ０，狇



∑
犖

狇＝０

γ狇（狋犼）φ犕，

熿

燀

燄

燅
狇

－
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犵０（狋犼）



犵犕（狋犼

熿

燀

燄

燅）

犆
（１）
０，０ … 犆

（１）
０，犕

 

犆
（１）
犕，０ … 犆

（１）
犕，

熿

燀

燄

燅犕

∑
犖

狇＝０

γ狇（狋犼）φ０，狇



∑
犖

狇＝０

γ狇（狋犼）φ犕，

熿

燀

燄

燅
狇

＝０，　　犼＝０，１，…，犖． （２５）

式（２５）中：γ
·

狇（狋犼）＝
ｄγ狇（狋犼）

ｄ狋
＝犇

（１）
犼，狇，犇

（１）
犼，狇为节点狋０，狋１，…，狋犖 上重心插值１阶微分矩阵的元素．令

φ犻＝［φ犻，０，φ犻，１，…，φ犻，犖］
Ｔ，

狊犻＝ｄｉａｇ（狊犻，０，狊犻，１，…，狊犻，犖）＝ｄｉａｇ（狊犻（狋０），狊犻（狋１），…，狊犻（狋犖）），

犵犻＝ｄｉａｇ（犵犻，０，犵犻，１，…，犵犻，犖）＝ｄｉａｇ（犵犻（狋０），犵犻（狋１），…，犵犻（狋犖）），　　犻＝０，１，…，犕．

方程（２５）可以简记为矩阵形式，即

（犐犕犇
（１））

φ０



φ

熿

燀

燄

燅犕

＋（ε
２（犆

（４）
犐犖）－

狊０



狊

熿

燀

燄

燅犕

（犆
（２）
犐犖）－

犵０



犵

熿

燀

燄

燅犕

（犆
（１）
犐犖））

φ０



φ

熿

燀

燄

燅犕

＝０． （２６）

式（２６）中：符号代表矩阵的Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积；犐犕，犐犖分别为犕＋１，犖＋１阶单位矩阵；犆
（狏），犇

（狏）（狏＝１，２，

３，４）分别表示节点狓０，狓１，…，狓犕 和狋０，狋１，…，狋犖 上的重心插值狏阶微分矩阵．设

φ＝ φ
Ｔ
０，φ

Ｔ
１，…，φ

Ｔ［ ］犕 ，　　狊＝

狊０



狊

熿

燀

燄

燅犕

，　　犵＝

犵０



犵

熿

燀

燄

燅犕

，

则式（２６）可以表示为

［（犐犕犇
（１））＋ε

２（犆
（４）
犐犖）－狊（犆

（２）
犐犖）－犵（犆

（１）
犐犖）］φ＝０． （２７）

类似地，采用重心插值格式逼近狊（狓，狋）和犵（狓，狋），得到ＣａｈｎＨｉｌｌｉａｒｄ方程在重心插值配点法下的

迭代计算格式，即

［犐犕犇
（１）＋ε

２（犆
（４）
犐犖）－ｄｉａｇ（３（φ

（犽））２－１）（犆
（２）
犐犖）－

ｄｉａｇ（６φ
（犽）（（犆

（１）
犐犖）φ

（犽）））（犆
（１）
犐犖）］φ

（犽＋１）＝０． （２８）

１．５　插值误差估计

由插值逼近误差理论估计最后的误差范围，有助于检验算法在计算过程中的整体误差结果．由文献

［３３］的定理３．１，得到定理１．

定理１　如果φ（狓，狋）∈犆
狀＋１（Ω），Ω＝［犪，犫］×（０，犜］∈犚

２ 是一个带Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续边界的非空开集，

φ
犺（狓，狋）为φ（狓，狋）的重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值函数，则有如下误差估计成立，即

ｍａｘφ（狓，狋）－φ
犺（狓，狋）≤‖φ

（狀＋１）
‖∞ 犮狓

ｅ（犫－犪）

２（ ）犕

犕

＋犮狋
ｅ犜
２（ ）犖｛ ｝

犖

， （２９）

ｍａｘ

４

φ（狓，狋）

狓
４ －


４

φ
犺（狓，狋）

狓
４ ≤犮


狓 ‖φ

（狀＋１）
‖∞

ｅ（犫－犪）

２（犕－４（ ））
犕－４

， （３０）

ｍａｘ
φ（狓，狋）

狋
－
φ

犺（狓，狋）

狋
≤犮


狋 ‖φ

（狀＋１）
‖∞

ｅ犜
２（犖－１（ ））

犖－１

． （３１）

式（２９）～（３１）中：ｅ是自然对数；犮狓，犮

狓 ，犮


狋 均表示大于０的任意常数．

证明：设狓犻（犻＝０，１，…犕）为区间［－１，１］上的Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ节点，狓０＝１，狓犕＝－１，φ（狓）∈犆
犿＋１（－１，

１），由文献 ［３３］，有

∏
犕

犻＝０

（狓－狓犻）≤犕２
１－犕． （３２）

由拉格朗日插值余项定理，有
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φ
（狏）（狓）－（φ

犺（狓））
（狏）
＝ φ

（犿＋１）（ξ犻）
（犕＋１－狏）！∏

犕－狏

犻＝０

（狓－狓犻）． （３３）

式（３３）中：狏表示求导的次数，狏＝１，２，３，４．

当犕１时，由Ｓｔｉｒｌｉｎｇ公式知

Γ（犕＋１）＝犕！ ２槡π犕
犕＋１／２ｅ－犕． （３４）

结合式（３２）～（３４），有

ｍａｘ
狓∈（－１，１）

φ－φ
犺
≤犮０‖φ

（犿＋１）
‖∞

ｅ

２（ ）犕
犕

， （３５）

ｍａｘ
狓∈（－１，１）

ｄ狏φ
ｄ狓
－
ｄ狏φ

犺

ｄ狓
≤犮１‖φ

（犿＋１）
‖∞

ｅ

２（犕－狏（ ））
犕－狏

． （３６）

式（３６）中：当狀较大时，犮０，犮１ 是与犕 无关的常数．

对狓∈［犪，犫］，引入坐标变换：狓＝
２（狓－犪）

犫－犪
－１∈［－１，１］，由式（３５），（３６），有

ｍａｘ
狓∈（犪，犫）

φ－φ
犺
≤犮


０ ‖φ

（犿＋１）
‖∞

ｅ（犫－犪）

２（ ）犕

犕

， （３７）

ｍａｘ
狓∈（犪，犫）

ｄ狏φ
ｄ狓
－
ｄ狏φ

犺

ｄ狓
≤犮


１ ‖φ

（犿＋１）
‖∞

ｅ（犫－犪）

２（犕－狏（ ））
犕－狏

． （３８）

对于二元函数φ（狓，狋），有

φ（狓，狋）－φ
犺（狓犿，狋）＋φ

犺（狓犿，狋）－φ
犺（狓犿，狋狀）≤ φ（狓，狋）－φ

犺（狓犿，狋）＋ φ
犺（狓犿，狋）－φ

犺（狓犿，狋狀）≤

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‖φ
（狀＋１）

‖∞ 犮狓 （
ｅ（犫－犪）

２犕
）
犕

＋犮狋（
ｅ犜
２犖
）｛ ｝
犖

． （３９）

即有式（２９）成立．取狏＝４，由式（３８）即可得到式（３０），同理可得式（３１）．

从逼近误差结果可知，该算法是指数收敛的，且微分算子的阶数决定了代数方程的收敛阶．

２　数值算例

给出两个数值算例来验证重心插值配点格式的高精度和有效性．记狌犺，狌分别为数值解和真解向

量，定义相对误差和绝对误差分别为

犈ａ＝‖狌
犺－狌‖∞，　　犈ｒ＝

‖狌
犺－狌‖∞

‖狌‖∞

． （４０）

式（４０）中：‖·‖∞表示无穷范数．

２．１　算例１

为对比两种重心插值配点格式的精度，选取三角函数精确解的方程作为测试实例．考虑Ｃａｈｎ

Ｈｉｌｌｉａｒｄ方程，即

φ狋＋ε
２

４

φ
狓

４－

２（φ

３－φ）

狓
２ ＝犳（狓），　　狓∈［－１，１］，　狋∈［０，１］，

φ（狓，０）＝ｓｉｎ
２（π狓），　　狓∈［－１，１］，

φ（－１，狋）＝φ′（－１，狋）＝０，　　狋∈［０，１］，

φ（１，狋）＝φ′（１，狋）＝０，　　狋∈［０，１］

烍

烌

烎．

（４１）

式（４１）中：φ＝ｓｉｎ
２（π狓）ｃｏｓ（狋）；犳（狓）＝－ｓｉｎ

２（π狓）ｓｉｎ（狋）－２π
２ｃｏｓ（狋）（４π

２
ε
２＋３ｓｉｎ４（π狓）ｃｏｓ

２（狋）－１）

（ｃｏｓ２（π狓）－ｓｉｎ
２（π狓））－２４π

２ｓｉｎ４（π狓）ｃｏｓ
２（π狓）ｃｏｓ

３（狋）．

当ε＝０．３时，求解问题（４１），重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点格式和重心有理插值配点格式的误差比较，

如表１所示．由表１可知：节点数量在一定范围内增加时，两种重心插值配点格式的计算误差与节点数

量之间呈指数下降，取较少节点数时，如犕＝２０，２５，犖＝１０，１０，重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点格式的精度高

于重心有理插值配点格式的精度；随着计算节点的进一步增加，两种重心插值配点格式的绝对误差犈ａ

和相对误差犈ｒ都出现微小振荡，重心有理插值配点的表现更平稳，但仍都维持在１０
－１１和１０－１０量级；两

种重心插值配点格式都具有很高的计算精度和较好的数值稳定性；综合比较可知，重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值

配点格式的精度更高，重心有理插值配点格式的数值稳定性更好．
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表１　两种重心插值配点格式的误差比较

Ｔａｂ．１　Ｅｒｒｏｒｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｗｏｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｆｏｒｍａｔｓ

犕 犖
重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点格式

犈ａ 犈ｒ

重心有理插值配点格式

犈ａ 犈ｒ

２０ １０ ２．５２１６×１０－８ ２．５７５１×１０－８ ８．４３０３×１０－７ ８．６０８９×１０－７

２５ １０ ２．１１５６×１０－１１ ２．１４２６×１０－１１ １．１０５７×１０－８ １．１１９８×１０－８

３０ １５ ２．０８３２×１０－１０ ２．０８３２×１０－１０ １．７０６０×１０－１１ １．７０６０×１０－１１

３０ ２０ ４．６６５７×１０－１１ ４．６６５７×１０－１１ ３．８３７９×１０－１１ ３．８３７９×１０－１１

３５ ２５ ９．７０９３×１０－１１ ９．７７５０×１０－１１ １．２０９８×１０－１０ １．２１８０×１０－１０

　　取犕＝２５，犖＝１５，重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点格式和重心有理插值配点格式的数值解图及误差分布

图，分别如图１，２所示．图１，２中：φ
犺 为数值解，δ为数值解和真解之间的误差．

（ａ）重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点　　　　　　　　　　　　（ｂ）重心有理插值配点　　　

图１　两种重心插值配点格式的数值解图（犕＝２５，犖＝１５）

Ｆｉｇ．１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｇｒａｐｈｏｆｔｗｏｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｆｏｒｍａｔｓ（犕＝２５，犖＝１５）

（ａ）重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点　　　　　　　　　　　　（ｂ）重心有理插值配点　　　

图２　两种重心插值配点格式的误差分布图（犕＝２５，犖＝１５）

Ｆｉｇ．２　Ｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｔｗｏｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｐｏｉｎｔｆｏｒｍａｔｓ（犕＝２５，犖＝１５）

由图１，２可知：两种重心插值配点格式的数值图像几乎一致，均逼近于真实解，但重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插

值配点格式的精度更高．

２．２　算例２

为了进一步验证数值格式的有效性，考虑ＣａｈｎＨｉｌｌｉａｒｄ方程的离散能量函数，即

犈犺（φ
狀）＝

１

４∑
犕

犻＝０

犺犻［（φ
狀
犻）
２
－１］

２
＋
ε
２

２∑
犕－１

犻＝１

犺犻 φ
狀
犻＋１－φ

狀
犻－１

２犺［ ］
犻

２

． （４２）

式（４２）中：φ
狀
犻 为第狀个时刻，在狓方向上第犻个节点上的数值解；犈

犺（φ
狀）为第狀个时刻的能量值；犺犻为狓

方向上相邻两个Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ节点的步长．取狓∈［－１，１］，狋∈［０，１］，初值φ
０＝ｓｉｎ２（π狓），边界条件为

φ（－１，狋）＝－１，　　φ（１，狋）＝１，　　φ′（－１，狋）＝φ′（１，狋）＝０．

取犕＝３０，犖＝３０，在不同ε
２ 取值下，两种重心插值配点格式求解ＣａｈｎＨｉｌｌｉａｒｄ方程对应的能量递

减图及数值解图，分别如图３，４所示．

由图３可知：两种重心插值配点格式均满足能量递减规律，即随着时间狋递增，能量函数犈（φ）不断

递减，最后达到稳定状态；当ε
２ 变小时，趋于稳定状态的时间会变长，能量值会变小．由图４可知：不管

ε
２ 取何值，重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点插值效果都更好，数值解图像更光滑，两种重心插值配点格式图像最

１４１第１期　　　　　　　　　　　邓杨芳，等：重心插值配点法求解ＣａｈｎＨｉｌｌｉａｒｄ方程
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　　（ａ）重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点（ε
２＝０．０９）　　　　　　 （ｂ）重心有理插值配点（ε２＝０．０９）

　（ｃ）重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点（ε
２＝０．０４）　　　　　 （ｄ）重心有理插值配点（ε２＝０．０４）

图３　不同ε
２ 取值下两种重心插值配点格式的能量递减图（犕＝３０，犖＝３０）

Ｆｉｇ．３　Ｅｎｅｒｇｙｄｅｃｌｉｎｉｎｇｇｒａｐｈｓｏｆｔｗｏｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ

ｐｏｉｎｔｆｏｒｍａｔｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆε
２（犕＝３０，犖＝３０）

（ａ）重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点（ε
２＝０．０９）　 　　　　　　　　（ｂ）重心有理插值配点（ε２＝０．０９）

（ｃ）重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点（ε
２＝０．０４）　　　　　　　　 （ｄ）重心有理插值配点（ε２＝０．０４）　

图４　不同ε
２ 取值下两种重心插值配点格式的数值解图（犕＝３０，犖＝３０）

Ｆｉｇ．４　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｇｒａｐｈｏｆｔｗｏｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ

ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔε
２ｖａｌｕｅｓ（犕＝３０，犖＝３０）
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终都趋于稳态．

３　结束语

利用重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点格式和重心有理插值配点的一般迭代格式求解ＣａｈｎＨｉｌｌｉａｒｄ方程，

并给出了重心ｌａｇｒａｎｇｅ插值的逼近误差．数值算例比较了两种重心插值配点格式的精度和稳定性．当

剖分节点数较少时，重心ｌａｇｒａｎｇｅ插值精度更高；当剖分节点数较多时，重心有理插值配点稳定性更

好．最后，验证了两种格式均满足能量递减规律．接下来将进一步研究重心插值配点推广到高阶非线性

的问题．
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