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　　　半范数狆犃的特征
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摘要：　 记犃＝ ｛犪犻｝∞犻＝１ ＝ ｛（犪犻，犼）
∞
犼＝１｝

∞
犻＝１ 犛

＋
犾
１
，其中，犛＋犾

１
＝ ｛狓＝ （狓（狀））∈犾１：‖狓‖ ＝１，狓（狀）≥０，狀∈

犖｝，狆犃（狓）＝ｌｉｍ
犻→∞
ｓｕｐ∑

∞

犼＝１

犪犻，犼狘狓（犼）狘，则ｌｉｍ
犻→∞
犛犻≡ｌｉｍ

犻→∞
ｓｕｐ
犼
犪犻，犼 ＝０，当且仅当对任意非空集合犅犖，任意０≤

β≤狆犃（χ犅），均存在犆犅，满足狆犃（χ犆）＝β．对犅犖，记φ犃（犅）＝狆犃（χ犅），证明了φ犃的强无原子性当且仅

当理想犐犃 ＝ ｛犃犖：狆犃（χ犃）＝０｝的无原子性．
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犃犫狊狋狉犪犮狋：　Ｌｅｔ犃＝｛犪犻｝∞犻＝１＝｛（犪犻，犼）
∞
犼＝１｝

∞
犻＝１犛

＋
犾
１
，ｗｈｅｒｅ犛＋犾

１
＝｛狓＝（狓（狀））∈犾１：‖狓‖＝１，狓（狀）≥０，狀∈

犖｝，狆犃（狓）＝ｌｉｍ
犻→∞
ｓｕｐ∑

∞

犼＝１

犪犻，犼狘狓（犼）狘，ｔｈｅｎｌｉｍ
犻→∞
犛犻≡ｌｉｍ

犻→∞
ｓｕｐ
犼
犪犻，犼＝０，ｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆｆｏｒａｎｙｎｏｎｅｍｐｔｙｓｕｂｓｅｔ　

犅犖，ａｎｙ０≤β≤狆犃（χ犅），ｔｈｅｒｅａｌｗａｙｓｅｘｉｓｔｓ犆犅ｓｕｃｈｔｈａｔ狆犃（χ犆）＝β．Ｌｅｔφ犃（犅）＝狆犃（χ犅）ｆｏｒ犅犖，ｉｔ

ｉｓａｌｓｏｐｒｏｖｅｄｔｈａｔφ犃ｉｓｓｔｒｏｎｇｎｏｎａｔｏｍｉｃｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆｉｄｅａｌ犐犃＝｛犃犖：狆犃（χ犃）＝０｝ｉｓｎｏｎａｔｏｍｉｃ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：　ｓｅｍｉｎｏｒｍ狆犃；犃ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ；ｓｔｒｏｎｇｎｏｎａｔｏｍｉｃｓｕｂｍｅａｓｕｒｅ；ｎｏｎａｔｏｍｉｃｉｄｅａｌ

１９５１年，Ｆａｓｔ
［１］和Ｓｔｅｉｎｈａｕｓ

［２］在实数空间引入统计收敛后，统计收敛得到了许多形式的推广，如

犃统计收敛、缺项统计收敛、理想犐收敛等．Ｂａｎａｃｈ空间中的序列｛狓狀｝称为统计收敛于狓，若对任意ε＞

０，有ｌｉｍ
狀→∞

｛犽≤狀：‖狓犽－狓‖≥ε｝
＃

狀
＝０．文献［３５］提出统计测度的概念，建立相应的测度理论，等价刻画

统计收敛，并证明各种形式的统计收敛均可以用相互的一族统计测度收敛加以刻画．文献［６８］也对某

些推广的统计收敛给出相应的表示定理．文献［９１０］利用犾１ 单位球面上的一列正序列犃≡｛犪犻｝
∞
犻＝１，定义

了一个推广形式的犃统计收敛（犃收敛），给出犃收敛可以用测度 犕犃收敛描述，并证明犃收敛等价

于统计测度收敛依赖于犃的狑拓扑性质．本文在文献［９］的基础上，进一步研究犃≡｛犪犻｝
∞
犻＝１对应的犾∞

上连续半范数狆犃 的特征，并推广文献［１１］定义的ＢｏｌｚａｎｏＷｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ性质（ＢＷ）和有限Ｂｏｌｚａｎｏ

Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ性质（ＦｉｎＢＷ），借助其给出狆犃 及犐犃＝｛犃犖：狆犃（χ犃）＝０｝之间的无原子性．

１　狆犃的特征

文中常用的记号简述如下．犖表示正整数，对于犃犖，χ犃 表示犃 的特征函数，若狓∈犃，χ犃（狓）＝１，
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若狓为其他，则χ犃（狓）＝０．特别地，记χ犖＝犲．用犃
＃表示犃的基数，犡 表示实Ｂａｎａｃｈ空间，犛犡，犡

分别

表示犡的单位球面和共轭空间．若犡是序列空间，用犡＋表示犡 的正锥，犡＋＝｛狓∈犡：狓（狀）≥０，狀∈

犖｝．序列｛狓狀｝及狓 均来自 Ｂａｎａｃｈ空间 犡，则记 犃（ε）＝｛狀∈犖：‖狓狀－狓‖≥ε｝，犃＝｛犪犻｝
∞
犻＝１＝

｛（犪犻，犼）
∞
犼＝１｝

∞
犻＝１犛

＋
犾
１
．

定义１
［９］
　设犃＝｛犪犻｝

∞
犻＝１犛

＋
犾
１
，｛狓狀｝犡及狓∈犡，若对任意ε＞０，ｌｉｍ

犻→∞

〈犪犻，χ犃（ε）〉＝０，则称序列｛狓狀｝

犃收敛于狓．

对于定义１中的序列犃＝｛犪犻｝，文献［９］定义了犾∞上的连续半范数狆犃，即

狆犃（狓）＝ｌｉｍ
犻→∞
ｓｕｐ∑

∞

犼＝１

犪犻，犼狘狓（犼）狘，　　狓＝狓（犼）∈犾∞，

并利用次微分证明了犃收敛等价于一族有限可加测度收敛．

定理１
［９］
　设 犃＝｛犪犻｝

∞
犻＝１犛

＋
犾
１
，则序列｛狓狀｝犃收敛到狓，当且仅当对任意ε＞０，任意μ∈犕犃，

μ（犃（ε））＝０．其中，犕犃＝｛狓

χ（·）：狓


∈狆犃（犲）｝．

定理２　设犃＝｛犪犻｝
∞
犻＝１犛

＋
犾
１
，则有ｌｉｍ

犻→∞
犛犻≡ｌｉｍ

犻→∞
ｓｕｐ
犼
犪犻，犼＝０，当且仅当对任意非空集合犅犖，对任意

０≤β≤狆犃（χ犅），均存在犆犅，满足狆犃（χ犆）＝β．

证明：充分性．设若不然，存在ε＞０和单增数列｛犻狀｝，｛犼狀｝，有犪犻狀，犼狀＞ε，令犅＝｛犼狀｝，犆犅为任一无

限子集，记犆＝｛犼狀犽｝，狆犃（χ犆）＝ｌｉｍ
犻→∞
ｓｕｐ∑

∞

犼＝１

犪犻，犼χ犆（犼）＝ｌｉｍ
犻→∞
ｓｕｐ∑

∞

犽＝１

犪犻，犼狀
犽
≥ｌｉｍ

犽→∞
ｓｕｐ∑

∞

犽＝１

犪犻狀
犽
，犼狀
犽
≥ε矛盾．

必要性．设狆犃（χ犅）＝α＞０．当β＝０时，取犆为犅 的任一单点子集，当β＝α，取犆＝犅．证明当０＜β＜

α时的情况．记犅＝｛犼１，犼２，…，犼犽，…｝犖，则

狆犃（χ犅）＝ｌｉｍ
犻→∞
ｓｕｐ∑

∞

犼＝１

犪犻，犼χ犅（犼）＝ｌｉｍ
犻→∞
ｓｕｐ∑

∞

犽＝１

犪犻，犼犽，

从而存在｛犻狀｝，有α＝ｌｉｍ
狀→∞∑

∞

犽＝１

犪犻狀，犼犽，为方便讨论，设α＝ｌｉｍ
犻→∞∑

∞

犽＝１

犪犻，犼犽．

构造以下３个满足需要的数列．

１）由题设ｌｉｍ
犻→∞
犛犻＝０和α＝ｌｉｍ

犻→∞∑
∞

犽＝１

犪犻，犼犽 ＞β，可得存在犻１＞０，当犻≥犻１时，有犛犻＜β，且∑
∞

犽＝１

犪犻
１
，犼犽 ＞

β，必有犓∈犖，满足β≤∑
犓

犽＝１

犪犻
１
，犼犽 ＜２β．进一步取犽１满足１＜犽１≤犓，且有 ⅰ）任意犻≥犻１，∑

犽
１

犽＝１

犪犻，犼犽 ＜

２β；ⅱ）存在狋１≥犻１，∑

犽
１

犽＝１

犪狋
１
，犼犽 ≥β．这是由于犛犻＜β（犻≥犻１），可以选取符合条件ⅰ）的最大的数犽１（犽１≤

犓），若犽１＝犓，取狋１＝犻１；若犽１＜犓，则存在狋１＞犻１，有∑

犽
１＋１

犽＝１

犪狋
１
，犼犽 ≥２β，结合犛狋１ ＜β可知，∑

犽
１

犽＝１

犪狋
１
，犼犽 ≥β，

即可．注意到ｌｉｍ
犻→∞
ｓｕｐ∑

犽
１

犽＝１

犪犻，犼犽 ＝０，可取犐１ ＞狋１，使任意犻≥犐１，有犛犻＜
β
２
，且∑

犽
１

犽＝１

犪犻，犼犽 ＜
β
２
．进一步由

∑
∞

犽＝１

犪犻，犼犽 存在，可取犺１ ＞犽１，满足当犻１ ≤犻＜犐１ 时，有∑
∞

犽＝犺１

犪犻，犼犽 ＜β．

２）选取最小的犻２≥犐１，满足∑
∞

犽＝犺１

犪犻
２
，犼犽 ＞β（如若不然，对任意犻≥犐１，有∑

∞

犽＝犺１

犪犻，犼犽 ≤β，则ｌｉｍ
犻→∞∑

∞

犽＝犺１

犪犻，犼犽 ≤

β，注意到ｌｉｍ
犻→∞∑

犺
１－１

犽＝１

犪犻，犼犽 ＝０与ｌｉｍ
犻→∞∑

∞

犽＝１

犪犻，犼犽 ＝α＞β矛盾）．同时，当犻≥犻２，有犛犻＜
β
２
，故存在犓∈犖，有β≤

∑
犓

犽＝犺１

犪犻
２
，犼犽 ＜β＋

β
２
．同１）的证明，可选取犽２满足犺１＜犽２ ≤犓，且有 ⅰ）任意犻≥犻２，∑

犽
２

犽＝犺１

犪犻，犼犽 ＜β＋
β
２
；

ⅱ）存在狋２≥犻２，∑

犽
２

犽＝犺１

犪狋
２
，犼犽 ≥β．进而选取犐２＞狋２，使对任意犻≥犐２，有∑

犽
１

犽＝１

犪犻，犼犽＋∑

犽
２

犽＝犺１

犪犻，犼犽 ＜
β
３
，且犛犻＜β

３
．
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再取犺２ ＞犽２，满足对任意犻２ ≤犻＜犐２，有∑
∞

犽＝犺２

犪犻，犼犽 ＜
β
２
．

３）构造｛犻狀｝，｛狋狀｝，｛犐狀｝满足犻１≤狋１＜犐１≤犻２≤狋２＜犐２≤…≤犻狀≤狋狀＜犐狀≤…．同时，构造｛犽狀｝，｛犺狀｝满

足ⅰ）任意犻≥犐狀－１，∑

犽
１

犽＝１

犪犻，犼犽 ＋∑

犽
２

犽＝犺１

犪犻，犼犽 ＋…＋ ∑

犽狀－１

犽＝犺狀－２

犪犻，犼犽 ＜
β
狀
；ⅱ）任意犻≥犻狀，∑

犽狀

犽＝犺狀－１

犪犻，犼犽 ＜β＋
β
狀
；ⅲ）

∑

犽狀

犽＝犺狀－１

犪狋狀，犼犽 ≥β；ⅳ）任意犻狀 ≤犻＜犐狀，∑
∞

犽＝犺狀

犪犻，犼犽 ＜
β
狀
．

记犺０＝１，令犆＝∪
∞

犿＝１

［犼犺犿－１，犼犽犿］，犆犅．记犆狀＝∪
狀－１

犿＝１

［犼犺犿－１，犼犽犿］，犇狀 ＝ ［犼犺狀－１，犼犽狀］，犈狀 ＝ ∪
∞

犿＝狀＋１

［犼犺犿－１，

犼犽犿］ ［犼犺狀，＋∞），则犆＝犆狀 ∪犇狀 ∪犈狀．

当犻狀 ≤犻＜犐狀 时，有

∑
∞

犼＝１

犪犻，犼χ犆（犼）＝∑
∞

犼＝１

犪犻，犼χ犆狀（犼）＋∑
∞

犼＝１

犪犻，犼χ犇狀（犼）＋∑
∞

犼＝１

犪犻，犼χ犈狀（犼）≤ 　　　

∑

犽
１

犽＝１

犪犻，犼犽 ＋∑

犽
２

犽＝犺１

犪犻，犼犽 ＋…＋ ∑

犽狀－１

犽＝犺狀－２

犪犻，犼犽 ＋ ∑

犽狀

犽＝犺狀－１

犪犻，犼犽 ＋∑
∞

犽＝犺狀

犪犻，犼犽 ＜

β
狀
＋β＋

β
狀
＋β
狀
＝β＋

３β
狀
．

注意到狋狀 满足狋狀 ≥犻狀，且有∑
∞

犼＝１

犪狋狀，犼χ犆（犼）≥ ∑

犽狀

犽＝犺狀－１

犪狋狀，犼犽 ≥β，从而

狆犃（χ犆）＝ｌｉｍ
犻→∞
ｓｕｐ∑

∞

犼＝１

犪犻，犼χ犆（犼）＝β．

性质１
［９］
　 设犃＝ ｛犪犻｝

∞
犻＝１ 犛

＋
犾
１
，则对任意狓∈犾

＋
∞，狆犃（狓）＝ ｍａｘ

狓

∈狆犃

（犲）

〈狓，狓〉．

结合定理２及性质１，有以下推论．

推论１　 设犃＝｛犪犻｝
∞
犻＝１犛

＋
犾
１
，如果ｌｉｍ

犻→∞
犛犻≡ｌｉｍ

犻→∞
ｓｕｐ
犼
犪犻，犼 ＝０，则对任意０≤β≤１，存在犆犖及

狓犆 ∈狆犃（犲），有

〈狓犆 ，χ犆〉≡μ犆（犆）＝β．

注１　文献［１０］定义了退化犃收敛，即若狆犃（犲）的端点全体ｅｘｔ狆犃（犲）满足ｅｘｔ狆犃（犲）犾１，且

（ｅｘｔ狆犃（犲））
＃
＜∞，称该收敛是退化的；否则，称为非退化的．由定理２可知，当ｌｉｍ

犻→∞
犛犻≡ｌｉｍ

犻→∞
ｓｕｐ
犼
犪犻，犼＝０

时，犃收敛是非退化的．如若不然，存在｛犲犽
１
，犲犽

２
，…，犲犽狀｝犾１，使任意犆犖，当｛犽１，犽２，…，犽狀｝∩犆＝，有

狆犃（χ犆）＝ ｍａｘ
狓

∈狆犃

（犲）

〈狓，χ犆〉＝ｍａｘ
１≤犻≤狀

〈犲犽犻，χ犆〉＝０；当｛犽１，犽２，…，犽狀｝∩犆≠，狆犃（χ犆）＝１，矛盾．

注２　特别地，如果犃＝（犪犻，犼）取成Ｃｅｓàｒｏ矩阵，即若犼≤犻，定义犪犻，犼＝
１

犻
；若犼＞犻，定义犪犻，犼＝０．犃收

敛成为统计收敛，易得此时犃满足ｌｉｍ
犻→∞
犛犻＝ｌｉｍ

犻→∞
ｓｕｐ
犼
犪犻，犼＝０，从而统计收敛是非退化的．

２　强无原子次测度与无原子理想

犐２
犖 称为犖的一个理想，如果犐满足１）可遗传性：任意犅∈犐，则由犃犅，可得犃∈犐；２）有限并

的封闭性：任意犃，犅∈犐，犃∪犅∈犐．称Ｂａｎａｃｈ空间犡中的序列｛狓狀｝犐收敛于狓，若对任意ε＞０，｛狀∈犖：

‖狓狀－狓‖≥ε｝∈犐，当犐为非平凡的真理想，即犐≠，且犖犐时，可得狓的唯一性．若犐包含所有单点

集，称犐是容许的．犐收敛由文献［１２］提出，特别地，当犐＝犐ｆｉｎ＝｛犃犖：犃
＃
＜∞｝时，犐收敛即为收敛．

若记犐犃＝｛犃犖：狆犃（χ犃）＝０｝，则根据狆犃 的次可加性可知，犐犃 是真理想．对犅犖，由性质１可知，

狆犃（χ犅）＝ｍａｘ｛〈狓
，χ犅〉：狓


∈狆犃（犲）｝，记φ犃（犅）＝狆犃（χ犅），结合狆犃 的非负性、单调不减和次可加性，

可得φ犃 是２
犖 上的一个次测度（详细讨论参见文献［１３１５］）．

定义２
［１４］
　次测度φ是强无原子的，对于任意ε＞０，存在犖的有限分划｛犃１，…，犃犽｝满足φ（犃犻）＜ε
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（犻＝１，２，…，犽）．

定义３
［１４］
　理想犐２

犖 称为是无原子的，若存在犖的一列加细的有限分划｛犘狀｝，对任意犣犖，若

存在单减序列｛犃狀｝，满足犃狀∈犘狀（狀∈犖），且（犣＼犃狀）
＃
＜∞，则有犣∈犐．

记犣（φ）＝｛犃犖：φ（犃）＝０｝，当φ是强无原子的次测度时，犣（φ）是无原子的理想．这是由于φ的强

无原子性，可取一列加细有限分划 犘｛ ｝狀 满足ｌｉｍ
狀→∞
ｓｕｐ｛φ（ ）犃 ：犃∈犘狀｝＝０，若犣犖，使（犣＼犃狀）

＃
＜∞，其

中，单减序列｛犃狀｝满足犃狀∈犘狀，注意到当φ是强无原子时，犣（φ）必含有所有单点集，结合犣（犣＼犃狀）∪

犃狀 和φ的次可加性，可得对任意狀，有φ（犣）≤φ（犣＼犃狀）＋φ（犃狀）＝φ（犃狀），从而φ（犣）＝０．但反之不成

立，因假设φ是强无原子的次测度，故犣（φ）是无原子理想，定义一个新的次测度η，若φ（犃）＝０，η（犃）＝

０；若φ（犃）＞０，η（犃）＝１．故有犣（φ）＝犣（η），但η不是强无原子的．

文献［１１］定义的ＢＷ和ＦｉｎＢＷ可以推广至Ｂａｎａｃｈ空间中．

定义４　ⅰ）称理想犐满足ＢＷ，若对任意有界序列 狓｛ ｝狀 犡，存在犕犐，则｛狓狀｝狀∈犕是犐收敛的；

ⅱ）称理想犐满足ＦｉｎＢＷ，若对任意有界序列｛狓狀｝犡，存在犕犐，则｛狓狀｝狀∈犕是收敛的．

显然，对容许的理想犐，犐满足ＦｉｎＢＷ时，必满足ＢＷ，反之，不成立，但对定义的犐犃有以下结论．

定理３　若犐犃 是容许的理想，则犐犃 满足ＦｉｎＢＷ，当且仅当犐犃 满足ＢＷ．

证明：充分性．选取有界序列｛狓狀｝犡，由题设存在犕犐犃，｛狓狀｝狀∈犕是犐犃收敛的，即对任意ε＞０，

｛狀 ∈ 犕：‖狓狀 － 狓‖ ≥ ε｝ ∈ 犐犃． 令 犆１ ＝ ｛狀 ∈ 犕：‖狓狀 － 狓‖ ≥ １｝，犆犽 ＝

狀∈犕：
１

犽
≤ ‖狓狀－狓‖ ＜

１

犽－｛ ｝１ （犽≥２），则犆１∪犆２∪… ∪犆犽∈犐犃，从而存在单增数列｛犻犽｝满足

对任意犻≥犻犽，∑
∞

犼＝１

犪犻，犼χ犆１∪犆２∪…∪犆犽（犼）＜
１

犽
．此外，注意到对任意犻，均有∑

∞

犼＝１

犪犻，犼＝１，因此，特别地，对犻犽≤

犻＜犻犽＋１，存在单增数列｛犼犽｝，有∑
犼＞犼犽

犪犻，犼＜
１

犽
．

令犅１＝犆１，当犽≥２时，令犅犽＝犆犽＼［１，犼犽－１］．记犅＝∪
∞

犽＝１
犅犽，有以下结论成立．

ⅰ）犅∈犐犃．这是由于犅∩［１，犼犽］犆１∪犆２∪…∪犆犽，从而当犻犽≤犻＜犻犽＋１时，有

∑
∞

犼＝１

犪犻，犼χ犅（犼）＝∑

犼犽

犼＝１

犪犻，犼χ犅（犼）＋∑
犼＞犼犽

犪犻，犼χ犅（犼）≤∑

犼犽

犼＝１

犪犻，犼χ犆１∪犆２∪…∪犆狀（犼）＋∑
犼＞犼犽

犪犻，犼≤

　 ∑
∞

犼＝１

犪犻，犼χ犆１∪犆２∪…∪犆狀（犼）＋∑
犼＞犼犽

犪犻，犼≤
１

犽
＋
１

犽
＝
２

犽
，

可得ｌｉｍ
犻→∞
ｓｕｐ∑

∞

犼＝１

犪犻，犼χ犅（犼）＝０，即犅∈犐犃．

ⅱ）（犕＼犅）＃＝∞．如若不然，（犕＼犅）＃＜∞，则有犕＼犅∈犐犃，又犅犕，犅∈犐犃，故犕＝（犕＼犅）∪犅∈

犐犃，矛盾．

ⅲ）｛狓狀｝狀∈犕＼犅收敛于狓．这是由于对任意０＜ε＜１，存在狀∈犖，有
１

狀
≤ε，则犃犕（ε）＝｛狀∈犕：‖狓狀－

狓‖≥ε｝∪
狀

犽＝１
犆犽，进而有（犃犕（ε）＼∪

狀

犽＝１
犅犽）

＃
＜∞，这意味着对任意０＜ε＜１，（犃犕（ε）＼犅）

＃
＜∞，从而有

｛狓狀｝狀∈犕＼犅收敛于狓．

结合犕＼犅犐犃 和｛狓狀｝狀∈犕＼犅收敛于狓，可知犐犃 满足ＦｉｎＢＷ．

特别地，当ｌｉｍ
犻→∞
犛犻＝ｌｉｍ

犻→∞
ｓｕｐ
犼
犪犻，犼＝０，易得犐犃 是容许的，从而有推论２．

推论２　设犃＝｛犪犻｝
∞
犻＝１犛

＋
犾
１
．若ｌｉｍ

犻→∞
犛犻＝ｌｉｍ

犻→∞
ｓｕｐ
犼
犪犻，犼＝０，则犐犃 满足ＦｉｎＢＷ，当且仅当犐犃 满足ＢＷ．

定理４
［１１］
　若φ为强无原子的次测度，则理想犣（φ）＝｛犃犖：φ（犃）＝０｝不满足ＢＷ．

定理５
［１１］
　理想犐不满足ＦｉｎＢＷ，当且仅当犐是无原子的．

对犐犃，结合定理３，４，５，则有定理６．

定理６　设犃＝｛犪犻｝
∞
犻＝１犛

＋
犾
１
，则以下论述等价：ⅰ）φ犃 是强无原子的；ⅱ）犐犃 不满足ＢＷ；ⅲ）犐犃 不
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满足犉犻狀犅犠；ⅳ）犐犃 是无原子的理想．

证明：只需证明ⅳ）ⅰ）．设若不然φ犃 不是强无原子的，则存在ε＞０，对犖的任意一列加细的有限

分划 犘｛ ｝狀 ，均有ｍａｘ｛φ犃（ ）犃 ：犃∈犘狀｝＞ε．特别地，对分划犘１，必存在犃１∈犘１，满足φ犃（犃１）＞ε，且犖１＝

｛狀∈犖：犅犖∈犘狀，犅狀犃１｝为无限集．由于犘２（犃１）＝｛犅∈犘２，犅犃１｝只含有有限个元，从而必存在犃２∈

犘２，满足φ犃（犃２）＞ε，且犖２＝｛狀∈犖：犅狀∈犘狀，犅狀犃２｝为无限集．如此可构造出一列单减序列｛犃狀｝，满足

犃狀∈犘狀，且φ犃（犃狀）＝狆犃（χ犃狀）＝ｌｉｍ
犻→∞
ｓｕｐ∑

犼∈犃狀

犪犻，犼＞ε，从而存在单增数列 犻｛ ｝狀 ，满足∑
犼∈犃狀

犪犻狀，犼 ＞ε．注意到

∑
∞

犼＝１

犪犻狀，犼 ＝１，则存在单增数列｛狋狀｝，有∑
犼＞狋狀

犪犻狀，犼＜
ε
２
，进而 ∑

犼≤狋狀
，犼∈犃狀

犪犻狀，犼 ＞
ε
２
．取犅狀＝｛犼∈犃狀：犼≤狋狀｝，有

犅狀
＃
＜∞．令∪

∞

狀＝１
犅狀＝犅，一方面，犅＼犃狀＝犅＼∪

犽≥狀
犃犽犅１∪犅２∪…∪犅狀－１，有（犅＼犃狀）

＃
＜∞，结合犐犃 是无

原子的理想，可得犅∈犐犃；另一方面，有

狆犃（χ犅）＝ｌｉｍ
犻→∞
ｓｕｐ∑

犼∈犅

犪犻，犼≥ｌｉｍ
狀→∞
ｓｕｐ∑

犼∈犅

犪犻狀，犼≥ｌｉｍ
狀→∞
ｓｕｐ∑

犼∈犅狀

犪犻狀，犼≥
ε
２
，

即犅犐犃，矛盾．
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