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　　　具有相依性的加权狀中

取犽系统的热分配问题

范莉，游银萍

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　研究具有相依性的加权狀中取犽系统的热分配问题．假设工作元件的寿命具有随机排列递增的相依

性，建立不同冗余分配策略下加权狀中取犽系统的可靠性大小关系．结果表明：将较好的冗余元件分配给权重

较大、性能较差的工作元件，系统的可靠性能随机地提高．
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在可靠性理论中，狀中取犽系统
［１］是协同系统中的一类非常流行的纠错结构，广泛应用于电子工

程、航空工业及水利水电等相关领域．狀中取犽系统是指由狀个元件组成的协同系统，系统工作当且仅

当系统元件中至少有犽个元件工作．通过给系统工作元件分配冗余元件来延长系统的寿命，从而提高系

统的可靠性．冗余元件一般有热分配和冷储备两种添加方式．热分配是指冗余元件与工作元件同时开始

运行，添加位置的元件寿命为冗余元件与工作元件寿命的最大值．冷储备是指在工作元件停止运行后，

冗余元件开始运行，添加位置的元件寿命为冗余元件与工作元件寿命之和．近年来，已有许多学者对狀

中取犽系统冗余元件的分配问题进行了研究
［１９］．当系统运行元件的总权重超过某个预定临界值犽时，

系统才工作．一般的狀中取犽系统是加权狀中取犽系统的特例．关于加权狀中取犽系统的不同方面已有

大量的研究，如可靠性计算、系统性能指标计算、权重损失评估、剩余容量及具有多个状态或随机权重的
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加权狀中取犽系统
［１０１７］．

Ｚｈａｎｇ
［１８］考虑系统元件寿命相互独立的情况下，研究加权狀中取犽系统的热分配问题．在现实应用

中，加权狀中取犽系统中的工作元件通常在相同的环境中工作或共享相同的负载，因此，工作元件的寿

命存在一定的相依性．例如，在一个连锁故障的系统中，某个工作元件的故障将导致其余元件承受压力

更密集，从而更有可能发生故障．如果忽略这种相依性的影响，认为各个元件之间是独立工作的，那么必

将高估或低估这些元件所构成的系统寿命．因此，考虑工作元件寿命随机排列递增的相依性，本文研究

加权狀中取犽系统在热分配下冗余元件的最优分配策略．

１　预备知识

随机序主要用来描述随机变量之间的大小关系［４，１９２０］，在可靠性工程、金融和精算风险管理及统计

等与概率相关的领域中发挥着重要的作用．

定义１　假设犡和犢 是两个随机变量，分别具有分布函数犉和犌．对于任意增函数Ψ，如果满足

犈［Ψ（犡）］≤犈［Ψ（犢）］，则犡在普通随机序（ｓｔ）上小于犢，记为犡≤ｓｔ犢．

定义２　假设犡和犢 是两个随机变量，分别具有密度函数犳和犵．对于任意狓≤狔，如果满足犳（狓）

犵（狔）≥犳（狔）犵（狓），则犡在似然比序（ｌｒ）上小于犢，记为犡≤ｌｒ犢．

文中关于系统各元件寿命间的统计相依性是随机排列递增性，多元非参数相依概念由文献［２１２２］

首次提出．对于任意对（犻，犼），１≤犻＜犼≤狀，有犃犻，犼（狀）＝｛犵（狓）：犵（狓）≥犵（τ犻，犼（狓）），对于任意狓犻≤狓犼｝．其

中，τ犻，犼（狓）＝｛狓１，…，狓犼，…，狓犻，…，狓狀｝是向量狓＝（狓１，…，狓狀）∈犚
狀 的一个置换．

定义３　函数犵（狓）：犚
狀
→犚在狓上是排列递增（ＡＩ）的，如果（狓犻－狓犼）［犵（狓）－犵（τ犻，犼（狓））］≤０，１≤

犻＜犼≤狀，当上述不等式反向成立，犵（狓）在狓上是排列递减（ＡＤ）的．

定义４　如果对任意函数犵∈犃犻，犼（狀），１≤犻＜犼≤狀，满足性质犈［犵（犡）］≥犈［犵（τ犻，犼（犡））］，则随机向

量犡＝（犡１，…，犡狀）是随机排列递增（ＳＡＩ）的．

若随机向量犡是ＳＡＩ的，则在集合｛狓：狓犼≤狓犼｝任意子集上的犡比τ犻，犼（犡）有更大的权重，１≤犻＜犼≤

狀．由文献［２１］可知，若连续型随机向量犡的联合密度函数为犳（狓）＝犳（狓１，…，狓狀），犡是ＳＡＩ的当且仅

当犳（狓）是ＡＩ的．

ＳＡＩ的一些重要性质如引理１～２．

引理１
［２１］
　设随机向量犡＝（犡１，…，犡狀）是ＳＡＩ的，当且仅当给定犡犻，犼＝狓犻，犼的（犡犻，犡犼）的条件分布

或（犡犻，犡犼）｜犡犻，犼＝狓犻，犼是ＳＡＩ的，其中，犻，犼＝｛１，…，狀｝＼｛犻，犼｝，即狓犻，犼表示狓中不含有狓犻和狓犼两项．

引理２
［２１］
　设随机向量犡＝（犡１，…，犡狀）是ＳＡＩ的，当且仅当对于任意的狓２≥狓１，有犈［犵２（犡１，

犡２）］≥犈［犵１（犡１，犡２）］，其中，犵２（狓１，狓２）≥犵１（狓１，狓２）；犵２（狓１，狓２）＋犵２（狓２，狓１）≥犵１（狓１，狓２）＋犵１（狓２，

狓１）．

令犐（犃）表示事件犃的示性函数，有如下引理３．

引理３　设狌为任意增函数，狌：犚→犚．对于任意狔１≥狔２，ω１≥ω２，有

犿２（狓１，狓２）＝狌（ω１犐（犞｛狓１，狔１｝＞狋）＋ω２犐（犞｛狓２，狔２｝＞狋）），

犿１（狓１，狓２）＝狌（ω１犐（犞｛狓１，狔２｝＞狋）＋ω２犐（犞｛狓２，狔１｝＞狋）），

则对于所有狓２≥狓１，有

犿２（狓１，狓２）≥犿１（狓１，狓２）， （１）

犿２（狓１，狓２）＋犿２（狓２，狓１）≥犿１（狓１，狓２）＋犿１（狓２，狓１）． （２）

式（１）的证明．对于任意固定值狋≥０，犐（狓＞狋）是狓的增函数．对于任意狔１≥狔２，令犺（狓）＝犐（犞｛狓，

狔１｝＞狋）－犐（犞｛狓，狔２｝＞狋），１）当狓≥狔１≥狔２ 时，则有犺（狓）＝犐（狓＞狋）－犐（狓＞狋）＝０；２）当狔１≥狓≥狔２ 时，

则有犺（狓）＝犐（狔１＞狋）－犐（狓＞狋）≥０；３）当狔１≥狔２≥狓时，则有犺（狓）＝犐（狔１＞狋）－犐（狔２＞狋）≥０．因此易

证，犺（狓）是非负且关于狓是递减函数．

对于所有狓２≥狓１，有犺（狓１）≥犺（狓２）≥０，即

犐（犞｛狓１，狔１｝＞狋）－犐（犞｛狓１，狔２｝＞狋）≥犐（犞｛狓２，狔１｝＞狋）－犐（犞｛狓２，狔２｝＞狋）≥０．
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因为ω１≥ω２，则有

ω１（犐（犞｛狓１，狔１｝＞狋）－犐（犞｛狓１，狔２｝＞狋））≥ω２（犐（犞｛狓２，狔１｝＞狋）－犐（犞｛狓２，狔２｝＞狋））≥０，

整理为

ω１犐（犞｛狓１，狔１｝＞狋）＋ω２犐（犞｛狓２，狔２｝＞狋）≥ω１犐（犞｛狓１，狔２｝＞狋）＋ω２犐（犞｛狓２，狔１｝＞狋）≥０．

又因为狌为增函数，故

狌（ω１犐（犞｛狓１，狔１｝＞狋）＋ω２犐（犞｛狓２，狔２｝＞狋））≥狌（ω１犐（犞｛狓１，狔２｝＞狋）＋ω２犐（犞｛狓２，狔１｝＞狋）），

即犿２（狓１，狓２）≥犿１（狓１，狓２）得证．

式（２）的证明．１）当狓２≥狓１≥狔１≥狔２ 时，则有

犿２（狓１，狓２）＋犿２（狓２，狓１）＝狌（ω１犐（狓１＞狋）＋ω２犐（狓２＞狋））＋狌（ω１犐（狓２＞狋）＋ω２犐（狓１＞狋）），

犿１（狓１，狓２）＋犿１（狓２，狓１）＝狌（ω１犐（狓１＞狋）＋ω２犐（狓２＞狋））＋狌（ω１犐（狓２＞狋）＋ω２犐（狓１＞狋）），

即犿２（狓１，狓２）＋犿２（狓２，狓１）＝犿１（狓１，狓２）＋犿１（狓２，狓１）．

２）当狔１≥狔２≥狓２≥狓１ 时，则有

犿２（狓１，狓２）＋犿２（狓２，狓１）＝２狌（ω１犐（狔１＞狋）＋ω２犐（狔２＞狋）），

犿１（狓１，狓２）＋犿１（狓２，狓１）＝２狌（ω１犐（狔２＞狋）＋ω２犐（狔１＞狋））．

因为狌为增函数且狔１≥狔２，ω１≥ω２，易证

狌（ω１犐（狔１＞狋）＋ω２犐（狔２＞狋））≥狌（ω１犐（狔２＞狋）＋ω２犐（狔１＞狋））．

从而可知犿２（狓１，狓２）＋犿２（狓２，狓１）≥犿１（狓１，狓２）＋犿１（狓２，狓１）．

３）当狓２≥狔１≥狔２≥狓１ 时，则有

犿２（狓１，狓２）＋犿２（狓２，狓１）＝狌（ω１犐（狔１＞狋）＋ω２犐（狓２＞狋））＋狌（ω１犐（狓２＞狋）＋ω２犐（狔２＞狋））， （３）

犿１（狓１，狓２）＋犿１（狓２，狓１）＝狌（ω１犐（狔２＞狋）＋ω２犐（狓２＞狋））＋狌（ω１犐（狓２＞狋）＋ω２犐（狔１＞狋））． （４）

对于狓２≥狔１≥狔２≥狋，犐（狓２＞狋）＝犐（狔１＞狋）＝犐（狔２＞狋）＝１．由式（３），（４），有

犿２（狓１，狓２）＋犿２（狓２，狓１）＝２狌（ω１＋ω２）＝犿１（狓１，狓２）＋犿１（狓２，狓１）．

对于狓２≥狔１≥狋≥狔２，犐（狔２＞狋）＝０且犐（狓２＞狋）＝犐（狔１＞狋）＝１．由式（３），（４），有

犿２（狓１，狓２）＋犿２（狓２，狓１）＝狌（ω１＋ω２）＋狌（ω１），

犿１（狓１，狓２）＋犿１（狓２，狓１）＝狌（ω２）＋狌（ω１＋ω２）．

因为ω１≥ω２，有犿２（狓１，狓２）＋犿２（狓２，狓１）≥犿１（狓１，狓２）＋犿１（狓２，狓１）．对于狓２＞狋≥狔１ 或狋≥狓２，容易

检验得

犿２（狓１，狓２）＋犿２（狓２，狓１）＝犿１（狓１，狓２）＋犿１（狓２，狓１）．

４）当狓２≥狔１≥狓１≥狔２ 时，则有

犿２（狓１，狓２）＋犿２（狓２，狓１）＝狌（ω１犐（狔１＞狋）＋ω２犐（狓２＞狋））＋狌（ω１犐（狓２＞狋）＋ω２犐（狓１＞狋）），

犿１（狓１，狓２）＋犿１（狓２，狓１）＝狌（ω１犐（狓１＞狋）＋ω２犐（狓２＞狋））＋狌（ω１犐（狓２＞狋）＋ω２犐（狔１＞狋））．

类似３）的证明方式，有犿２（狓１，狓２）＋犿２（狓２，狓１）≥犿１（狓１，狓２）＋犿１（狓２，狓１）．

５）当狔１≥狓２≥狔２≥狓１ 时，则有

犿２（狓１，狓２）＋犿２（狓２，狓１）＝狌（ω１犐（狔１＞狋）＋ω２犐（狓２＞狋））＋狌（ω１犐（狔１＞狋）＋ω２犐（狔２＞狋）），

犿１（狓１，狓２）＋犿１（狓２，狓１）＝狌（ω１犐（狔２＞狋）＋ω２犐（狔１＞狋））＋狌（ω１犐（狓２＞狋）＋ω２犐（狔１＞狋））．

因为狌为增函数且狔１≥狓２≥狔２，ω１≥ω２，易证

狌（ω１犐（狔１＞狋）＋ω２犐（狔２＞狋））－狌（ω１犐（狔２＞狋）＋ω２犐（狔１＞狋））≥０，

狌（ω１犐（狔１＞狋）＋ω２犐（狓２＞狋））－狌（ω１犐（狓２＞狋）＋ω２犐（狔１＞狋））≥０．

从而可知犿２（狓１，狓２）＋犿２（狓２，狓１）≥犿１（狓１，狓２）＋犿１（狓２，狓１）．

６）当狔１≥狓２≥狓１≥狔２ 时，则有

犿２（狓１，狓２）＋犿２（狓２，狓１）＝狌（ω１犐（狔１＞狋）＋ω２犐（狓２＞狋））＋狌（ω１犐（狔１＞狋）＋ω２犐（狓１＞狋）），

犿１（狓１，狓２）＋犿１（狓２，狓１）＝狌（ω１犐（狓１＞狋）＋ω２犐（狔１＞狋））＋狌（ω１犐（狓２＞狋）＋ω２犐（狔１＞狋））．

类似３）的证明方式，有犿２（狓１，狓２）＋犿２（狓２，狓１）≥犿１（狓１，狓２）＋犿１（狓２，狓１）．
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２　主要结论及其证明

设随机向量犡＝（犡１，…，犡狀）是加权狀中取犽系统狀个分量的寿命，ω＝（ω１，…，ω２）是系统的权重

向量，其中，第犻个工作元件为系统运行贡献权重为ω犻，犻＝１，…，狀，则在任意时刻狋≥０，系统总权重的随

机过程为

犠犡（狋）：＝犠犡（狋，ω）＝∑
狀

犻＝１

ω犻犐，　　犡犻＞狋．

给定临界值犽，系统的寿命为犜犡（犽）：＝ｉｎｆ｛狋：犠犡（狋）＜犽｝．对于任意狋≥０，系统的可靠性表示为

犘（犜犡（犽）＞狋）＝犘（犠犡（狋）≥犽）． （５）

将两个寿命具有似然比序大小关系的冗余元件热分配给工作元件寿命为ＳＡＩ的加权狀中取犽系

统．设这两个冗余元件的寿命分别为随机变量犢１ 和犢２，对于任意对（犻，犼），１≤犻＜犼≤狀，在任意的狋≥０

时刻，记犠犡（狋，（犢１，犢２））表示将寿命为犢１ 的冗余元件分配给系统的第犻［犼］个元件上的系统总权重，

［犠犡（狋；（犢２，犢１））］表示将寿命为犢２ 的冗余元件分配给系统的第犼［犻］个元件上的系统总权重．相应地，

给定临界值犽，记犜犡（犽；（犢１，犢２））［犜犡（犽；（犢２，犢１））］为冗余元件分配到对应工作元件上系统的寿命．令

犵１ 和犵２ 分别为犢１ 和犢２ 的密度函数．

定理１
［１８］
　设犡１，…，犡狀，犢１，犢２ 相互独立，对任意对（犻，犼），１≤犻＜犼≤狀，设ω犻≥ω犼 且有犡犻≤ｓｔ犡犼，

如果犢１≥ｓｔ犢２，有犜犡（犽；（犢１，犢２））≥ｓｔ犜犡（犽；（犢２，犢１））．

由定理１可知：对于具有相互独立寿命的系统工作元件，将更好的冗余元件分配给权重较大、性能

较差的工作元件，可以随机地延长加权狀中取犽系统的寿命．由于系统元件在同一个系统中工作，受共

同环境因素的影响，因此，需要研究工作元件寿命具有相依性的冗余元件热分配问题．

定理２　设随机向量犡＝（犡１，…犡狀）是ＳＡＩ的，则对于任意ω犻≥ω犼，１≤犻＜犼≤狀，如果犢１≥ｌｒ犢２，有

犠犡（狋；（犢１，犢２））≥ｓｔ犠犡（狋；（犢２，犢１））．

证明：设狌为任意增函数，狔１≥狔２，１≤犻＜犼≤狀，令

犺１（狓犻，狓犼）＝狌ω犻犐（犞｛狓犻，狔２｝＞狋）＋ω犼犐（犞｛狓犼，狔１｝＞狋）＋∑
狀

犾≠犻，犼

ω犾犐（狓犾＞狋（ ）） ，

犺２（狓犻，狓犼）＝狌ω犻犐（犞｛狓犻，狔１｝＞狋）＋ω犼犐（犞｛狓犼，狔２｝＞狋）＋∑
狀

犾≠犻，犼

ω犾犐（狓犾＞狋（ ）） ．

根据引理３，对于所有狓犼≥狓犻，有

犺２（狓犻，狓犼）≥犺１（狓犾，狓犼），

犺２（狓犻，狓犼）＋犺２（狓犼，狓犻）≥犺１（狓犻，狓犼）＋犺１（狓犼，狓犻）．

　　由引理１，犡是ＳＡＩ的当且仅当［（犡犻，犡犼）｜犡犻，犼＝狓犻，犼］是ＳＡＩ的，又由引理２，有

犈 狌ω犻犐（犞｛犡犻，狔１｝＞狋）＋ω犼犐（犞｛犡犼，狔２｝＞狋）＋∑
狀

犾＝犻，犼

ω犾犐（狓犾＞狋（ ））狘犡犻，犼 ＝狓犻，［ ］犼 ＝

　　　犈 犺２（犡犻，犡犼）狘犡犻，犼 ＝狓犻，［ ］犼 ≥犈 犺１ 犡犻，犡（ ）犼 狘犡犻，犼 ＝狓犻，［ ］犼 ＝

　　　犈 狌ω犻犐（犞｛犡犻，狔２｝＞狋）＋ω犼犐（犞｛犡犼，狔１｝＞狋）＋∑
狀

犾≠犻，犼

ω犾犐（狓犾＞狋（ ））狘犡犻，犼 ＝狓犻，［ ］犼 ．

上式两端对犡犻，犼取期望，有

犈 狌ω犻犐（犞｛犡犻，狔１｝＞狋）＋ω犼犐（犞｛犡犼，狔２｝＞狋）＋∑
狀

犾≠犻，犼

ω犾犐（狓犾＞狋（ ）［ ］） ≥

　　　　　　犈 狌ω犻犐（犞｛犡犻，狔２｝＞狋）＋ω犼犐（犞｛犡犼，狔１｝＞狋）＋∑
狀

犾≠犻，犼

ω犾犐（狓犾＞狋（ ）［ ］） ．

可以证明

犈 狌ω犻犐（犞｛犡犻，犢１｝＞狋）＋ω犼犐（犞｛犡犼，犢２｝＞狋）＋∑
狀

犾≠犻，犼

ω犾犐（狓犾＞狋（ ）［ ］） －

　犈 狌ω犻犐（犞｛犡犻，犢２｝＞狋）＋ω犼犐（犞｛犡犼，犢１｝＞狋）＋∑
狀

犾≠犻，犼

ω犾犐（狓犾＞狋（ ）［ ］） ＝
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　
狔１≥狔２

犈 狌ω犻犐（犞｛犡犻，狔１｝＞狋）＋ω犼犐（犞｛犡犼，狔２｝＞狋）＋∑
狀

犾≠犻，犼

ω犾犐（狓犾＞狋（ ）［ ］（ ） －

　 犈 狌ω犻犐（犞｛犡犻，狔２｝＞狋）＋ω犼犐（犞｛犡犼，狔１｝＞狋）＋∑
狀

犾≠犻，犼

ω犾犐（狓犾＞狋（ ）［ ］（ ） ）

　（犵１（狔１）犵２（狔２）－犵１（狔２）犵２（狔１））ｄ狔１ｄ狔２．

由于犢１≥ｌｒ犢２，对于狔１≥狔２，有犵１（狔１）犵２（狔２）≥犵１（狔２）犵２（狔１）．结合上式，有

犈 狌ω犻犐（犞｛犡犻，犢１｝＞狋）＋ω犼犐（犞｛犡犼，犢２｝＞狋）＋∑
狀

犾≠犻，犼

ω犾犐（狓犾＞狋（ ）［ ］） ≥

　　　　　　犈 狌ω犻犐（犞｛犡犻，犢２｝＞狋）＋ω犼犐（犞｛犡犼，犢１｝＞狋）＋∑
狀

犾≠犻，犼

ω犾犐（狓犾＞狋（ ）［ ］） ．

　　又因为狌为任意增函数，所以有

ω犻犐（犞｛犡犻，犢１｝＞狋）＋ω犼犐（犞｛犡犼，犢２｝＞狋）＋∑
狀

犾≠犻，犼

ω犾犐（犡犾＞狋）≥ｓｔ

　　　　　　　　　ω犻犐（犞｛犡犻，犢２｝＞狋）＋ω犼犐（犞｛犡犼，犢１｝＞狋）＋∑
狀

犾≠犻，犼

ω犾犐（犡犾＞狋），

即犠犡（狋；（犢１，犢２））≥ｓｔ犠犡（狋；（犢２，犢１））．由式（５）和定理２，得到推论１．

推论１　设随机向量犡＝（犡１，…，犡狀）是ＳＡＩ的，则对于任意ω犻≥ω犼，１≤犻＜犼≤狀，如果犢１≥ｌｒ犢２，有

犜犡（犽；（犢１，犢２））≥犜犡（犽；（犢２，犢１））．

由推论１可知：当加权狀中取犽系统中狀个工作元件的寿命具有ＳＡＩ相依性时，将较好的冗余元件

分配给权重较大性能较差的工作元件，另一个冗余元件分配给权重较小性能较好的工作元件，系统的寿

命会得到随机延长．若犡１，…，犡狀 相互独立且犡１≤ｌｒ犡２≤ｌｒ…≤ｌｒ犡狀，易证犡＝（犡１，…，犡狀）的联合概率

密度函数是ＡＩ的，即犡＝（犡１，…，犡狀）是ＳＡＩ的，也就是说，推论１将定理１从系统工作元件寿命相互

独立扩展到工作元件寿命具有ＳＡＩ相依性．

由定理２和推论１可知：当加权狀中取犽系统的工作元件寿命具有ＳＡＩ相依性时，为系统分配一个

冗余元件的最优分配策略．设这一冗余元件的寿命为随机变量犢，对于任意对（犻，犼），１≤犻＜犼≤狀，给定临

界值犽，在狋≥０时刻，记犜犻（犽；犢）为将冗余元件分配给系统的第犻个工作元件上系统对应的寿命，犜犼（犽；

犢）为将冗余元件分配给系统的第犼个工作元件上系统对应的寿命．推论２的证明类似定理２的证明，需

考虑犢２≡０．

推论２　假设随机向量犡＝（犡１，…，犡狀）是ＳＡＩ的，则对于任意ω犻≥ω犼，１≤犻＜犼≤狀，有

犜犻（犽；犢）≥ｓｔ犜犼（犽；犢）．

由推论２可知：在加权狀中取犽系统狀个工作元件寿命具有ＳＡＩ相依性的情况下，将冗余元件分配

给权重更大、性能更差的系统工作元件上，将会随机地提高系统的可靠性．推论２实际上扩展了

Ｚｈａｎｇ
［１８］的推论２．３，将加权狀中取犽系统工作元件寿命相互独立推广到相依性．

３　结束语

在加权狀中取犽系统工作元件寿命具有随机排列递增的相依性下，主要研究了两个不同冗余元件

热分配的最优分配策略．事实上，由于系统单元数量的增加和结构的复杂化，可以进一步研究多个不同

的冗余元件一一对应地分配给系统的工作元件，或者多个相同的冗余元件一一对应地分配给系统的工

作元件的最优分配策略，或者考虑系统工作元件之间或冗余元件之间具有其他不同的相依性的冗余分

配问题．
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