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摘要：　将信息熵引入形式背景中，研究对象导出三支概念格的熵属性约简．首先，定义对象导出三支概念格

的信息熵、条件熵和互信息等概念；其次，根据属性在约简过程中的重要性探讨核心属性和非核心属性的熵判

定条件，并得出对象导出三支概念格的熵协调集等价于ＯＥＧ协调集（对象导出三支概念格的粒协调集），对

象导出三支概念格的熵约简集等价于ＯＥＧ约简集；最后，给出决策形式背景中对象导出三支概念格的熵协

调和熵约简等概念，并给出启发式熵约简的方法．
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形式概念分析（ｆｏｒｍａｔｃｏｎｃｅｐｔａｎａｌｙｓｉｓ，ＦＣＡ）理论是德国数学家 Ｗｉｌｌｅ
［１］于１９８２年提出的，它是根

据数据集中对象与属性的二元关系建立的一种概念层次结构，体现了概念之间的泛化和特化关系．属

性约简是其热点问题，自提出以来，深受众多学者的关注．Ｚｈａｎｇ等
［２］设计了保持格结构不变的属性约

简；Ｗａｎｇ等
［３］提出了保持交不可约元外延集不变的属性约简．基于不可约元，Ｌｉ等

［４］进一步探讨了保

持并不可约元外延集不变的属性约简；Ｗｕ等
［５］将粒计算思想与形式概念分析相结合，探究了粒约简方

法；Ｗｅｉ等
［６］分别研究了两类协调决策形式背景的属性约简；Ｌｉｕ等

［７］探讨了面向属性概念格与面向对
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象概念格上的属性约简．

２００９年，Ｙａｏ
［８１０］提出了以“三分而治”为主要思想的三支决策理论，该理论的提出有着丰富的内

涵．而后，Ｑｉ等
［１１］将三支决策应用于形式概念分析理论，提出了三支形式概念，建立了三支概念格．在

此基础上，Ｑｉ等
［１２］进一步考虑了三支概念格与经典概念格的关系．随后，Ｒｅｎ等

［１３］讨论了对象导出三

支概念格和属性导出三支概念格的４种约简方法．常欣欣等
［１４］和林洪等［１５］分别从形式背景与决策形

式背景出发研究了对象导出三支概念格的粒约简方法．

人们也利用信息熵［１６］来研究形式背景的约简．如Ｌｉ等
［１７］、Ｓｉｎｇｈ等

［１８］利用信息熵计算形式概念

的属性权重并进行概念格的属性约简．李美争等
［１９］基于所有概念外延定义了形式背景的粗糙熵，提出

了基于粗糙熵的属性重要度，并设计了相应的属性约简算法．张鹤晓等
［２０］通过给出单个属性的信息

量，研究了基于信息熵的对象加权概念格．陈东晓等
［２１］从信息粒的角度出发，探讨了信息熵研究形式

背景的一种方法．

虽然关于对象导出（ｏｂｊｅｃｔｅｘｐｏｒｔ，ＯＥ）三支概念格属性约简方法的研究已取得了很多成果，但与信

息熵结合的研究较少．受文献［２１］的启发，本文将信息熵引入形式背景中，探讨对象导出三支概念格的

熵属性约简．

１　预备知识

定义１
［２２］
　（犝，ＡＴ，犐）是形式背景，其中犝 是对象集，ＡＴ是属性集，犐是犝 和ＡＴ的二元关系．对

于任意狓∈犝，犿∈ＡＴ，若（狓，犿）∈犐，则表示对象狓具有属性犿．若（狓，犿）犐，则表示对象狓不具有属

性犿．

对任意的犡犝，犅∈ＡＴ，Ｗｉｌｌｅ定义了一对算子，即

犡＝ 犿∈犃犜 狓∈犡（狓犐犿｛ ｝）， （１）

犅＝ 狓∈犝 犿∈犅（狓犐犿｛ ｝）． （２）

若满足犡＝犅和犅＝犡，则称（犡，犅）为（犝，ＡＴ，犐）的形式概念．其中，犡和犅 分别称为概念的外

延和内涵．记所有形式概念的集合为犔（犝，ＡＴ，犐）．

在形式背景（犝，ＡＴ，犐）中，任意犅ＡＴ，记犐犅＝犐∩（犝×犅），那么（犝，犅，犐犅）也是一个形式背景，称

为子形式背景．且子形式背景（犝，犅，犐犅）中由式（１）和（２）定义的算子记为犅．

通过将三支决策思想引入形式概念分析中，Ｑｉ等
［１１］建立了三支概念格．下面首先给出一些基本的

定义．

设犛是一个非空集合，犘（犛）是犛的幂集，ＤＰ（犛）＝犘（犛）×犘（犛）．在ＤＰ（犛）上，定义集合间运算：

任意（犃，犅），（犆，犇）∈ＤＰ（犛），（犃，犅）∩（犆，犇）＝（犃∩犆，犅∩犇），（犃，犅）∪（犆，犇）＝（犃∪犆，犅∪犇），

（犃，犅）犮＝（犃犮，犅犮），且有（犃，犅）（犆，犇）犃犆且犅犇．

相对于 Ｗｉｌｌｅ定义的“”算子，Ｑｉ等定义了如下算子，即

犡＝ 犿∈ＡＴ 狓∈犡（狓犐
犆犿｛ ｝）， （３）

犅＝ 狓∈犝 犿∈犅（狓犐
犆犿｛ ｝）． （４）

根据“”算子与“”算子的语义，Ｑｉ等称“”算子为负算子，并称 Ｗｉｌｌｅ定义的“”算子为正算

子．若同时考虑形式背景的正、负算子，从“共同具有”和“共同不具有”这两个角度出发，则可以给出对象

导出三支算子的定义．

定义２
［２３］
　设（犝，ＡＴ，犐）是一个形式背景，定义算子＜·：犘（犝）→ＤＰ（犃）及＞·：ＤＰ（犃）→犘（犝），任意

犡犝，犅，犆ＡＴ，若犡＜·＝（犡，犡），且（犅，犆）＞
·
＝｛狓∈犝｜狓∈犅且狓∈犆

｝＝犅
∩犆

，则称算子＜·

和＞·为形式背景（犝，ＡＴ，犐）中的对象导出三支算子，简称ＯＥ算子．

设（犝，ＡＴ，犐）是形式背景，对任意的犡，犢犝，犃，犅ＡＴ，对象导出三支算子＜·和＞·具有以下４点

性质：１）犡犡＜·＞·，（犃，犅）（犃，犅）＞
· ＜·；２）犡犢犡＜·

犢
＜·，（犃，犅）（犆，犇）（犃，犅）＞

·
（犆，犇）＞

·；

３）犡＜·＝犡＜·＞· ＜·，（犃，犅）＞
·
＝（犃，犅）＞

· ＜·＞·；４）犡（犃，犅）＞
·
（犃，犅）犡＜·．

在定义２中，若满足犡＜·＝（犅，犆），（犅，犆）＞
·
＝犡，则称（犡，（犅，犆））为ＯＥ概念．其中犡称为ＯＥ概
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念的外延，（犅，犆）称为ＯＥ概念的内涵．

记所有ＯＥ概念构成的集合为 ＯＥＬ（犝，ＡＴ，犐）．对于任意（犡，（犅，犆）），（犢，（犇，犈））∈ＯＥＬ（犝，

ＡＴ，犐），ＯＥＬ（犝，ＡＴ，犐）上二元关系：（犡，（犅，犆））≤（犢，（犇，犈））犡犢（犅，犆）（犇，犈）．

对于任意（犡，（犅，犆）），（犢，（犇，犈））∈ＯＥＬ（犝，ＡＴ，犐），则其上确界与下确界定义为

（犡，（犅，犆））∨（犢，（犇，犈））＝（（犡∪犢）＜
·＞·，（犅，犆）∩（犇，犈））， （５）

（犡，（犅，犆））∧（犢，（犇，犈））＝（犡∩犢，（（犅，犆）∪（犇，犈））＞
· ＜·）． （６）

因ＯＥＬ（犝，ＡＴ，犐）中每个元素都是形式背景（犝，ＡＴ，犐）的对象导出三支概念，且（ＯＥＬ（犝，ＡＴ，犐），

≤）是完备格，故称ＯＥＬ（犝，ＡＴ，犐）为形式背景（犝，ＡＴ，犐）的对象导出三支概念格，简称ＯＥ概念格．

对于任意狓∈犝，显然有（狓＜
·＞·，狓＜

·）＝（狓∩狓 ，（狓，狓））∈ＯＥＬ（犝，ＡＴ，犐），且由狓完全确定，

称为ＯＥ概念格的对象概念，简称为ＯＥ粒概念．对于犅ＡＴ，在子形式背景（犝，犅，犐犅）下，记对象导出

三支算子为＜·犅和＞·犅．

２　对象导出三支概念格的熵属性约简

定义３　设（犝，ＡＴ，犐）是一个形式背景，任意犅ＡＴ，记Δ犅＝｛狓
＜·犅＞
·
犅，狓∈犝｝，称Δ犅 为犅 诱导的

关于犝 的覆盖．

命题１　设（犝，ＡＴ，犐）是一个形式背景，如果犅ＡＴ，犆＝ＡＴ－犅，则对于任意狓∈犝，狓＜
·
ＡＴ＞
·
ＡＴ ＝

狓＜
·
犆＞
·
犆∩狓

＜·犅＞
·
犅．

证明：任意狓∈犝，显然有狓＜
·
ＡＴ＞
·
ＡＴ＝狓ＡＴＡＴ∩狓

ＡＴＡＴ，狓＜
·
犅＞
·
犅＝狓犅犅∩狓

犅犅，狓＜
·
犆＞
·
犆＝狓犆犆∩

狓犆犆．而对任意狓∈犝，有狓ＡＴＡＴ＝狓犅犅∩狓犆犆，狓ＡＴＡＴ＝狓犅犅∩狓犆犆，从而任意狓∈犝，均有

狓＜
·
ＡＴ＞
·
ＡＴ＝狓＜

·
犆＞
·
犆∩狓

＜·犅＞
·
犅．

定义４　 假设（犝，ＡＴ，犐）是一个形式背景，定义关于对象导出三支概念格的信息熵为犎（ＡＴ）＝

－
１

犝 ∑狓∈犝
ｌｏｇ２

狓＜
·
ＡＴ ＞·ＡＴ

犝
，其中 · 代表集合中元素的个数．任意犅，犆ＡＴ，定义犅关于犆的对象导

出三支概念格的条件信息熵为犎（犅 犆）＝－
１

犝 ∑狓∈犝
ｌｏｇ２

狓＜
·
犅 ＞·犅 ∩狓

＜·犆 ＞·犆

狓＜
·
犆 ＞·犆

，定义犅与犆的对象导出三

支概念格的联合信息熵为犎（犅：犆）＝－
１

犝 ∑狓∈犝
ｌｏｇ２

狓＜
·
犅 ＞·犅 ∩狓

＜·犆 ＞·犆

犝
．

定理１　设（犝，ＡＴ，犐）是一个形式背景，对于犆犅ＡＴ及对象导出三支概念格的信息熵犎（犆），

犎（犅），则有犎（犆）≤犎（犅）．

证明：因为犆犅，则对于任意狓∈犝，有狓
＜·犅 ＞·犅 狓

＜·犆 ＞·犆，从而－
１

犝 ∑狓∈犝
ｌｏｇ２

狓＜
·
犆 ＞·犆

犝
≤－

１

犝
×

∑
狓∈犝

ｌｏｇ２
狓＜
·
犅 ＞·犅

犝
，也即犎（犆）≤犎（犅）．

定理２　设（犝，ＡＴ，犐）是一个形式背景，犆犅ＡＴ，若对象导出三支概念格的信息熵犎（犆）和　

犎（犅），有犎（犅）＝犎（犆），则对任意狓∈犝，有狓＜
·
犅＞
·
犅＝狓＜

·
犆＞
·
犆．

证明：因为犆犅，则对任意狓∈犝，都有狓＜
·
犅＞
·
犅 狓

＜·犆＞
·
犆．假设存在某个狓犻∈犝，使得狓

＜·犅＞
·
犅

犻 

狓＜
·
犆＞
·
犆

犻 ，则有犎（犅）＜犎（犆），这与已知条件矛盾，故对任意狓∈犝，有狓＜
·
犅＞
·
犅＝狓＜

·
犆＞
·
犆．

定理３　设（犝，ＡＴ，犐）是一个形式背景，犅，犆ＡＴ，若对于犆犅及对象导出三支概念格的条件信

息熵犎（犆 犅）和犎（犅 犆），则有犎（犆 犅）＝０，犎（犅 犆）＝犎（犅）－犎（犆）．

证明：由犆犅，则有狓
＜·犅 ＞·犅 狓

＜·犆 ＞·犆，从而狓＜
·
犅 ＞·犅 ∩狓

＜·犆 ＞·犆 ＝狓＜
·
犅 ＞·犅，显然可得犎（犆 犅）＝０．经计

算也可得犎（犅 犆）＝－
１

犝 ∑狓∈犝
ｌｏｇ２

狓＜
·
犅 ＞·犅 ∩狓

＜·犆 ＞·犆

狓＜
·
犆 ＞·犆

＝－
１

犝 ∑狓∈犝
ｌｏｇ２

狓＜
·
犅 ＞·犅

狓＜
·
犆 ＞·犆

＝犎（犅）－犎（犆）．

定理４　设（犝，ＡＴ，犐）是一个形式背景，若对于犆犅ＡＴ及对象导出三支概念格的条件信息熵

犎（犆 ＡＴ）和犎（犅 ＡＴ），则有犎（犆 ＡＴ）≤犎（犅 ＡＴ）．

证明：由犆犅可知，狓＜
·
犅＞
·
犅狓

＜·犆＞
·
犆，故有狓＜

·
犅＞
·
犅∩狓

＜·ＡＴ＞
·
ＡＴ狓

＜·犆＞
·
犆∩狓

＜·ＡＴ＞
·
ＡＴ，即有犎（犆 ＡＴ）≤

犎（犅 ＡＴ）．
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定理５　假设（犝，ＡＴ，犐）是一个形式背景，对于犅，犆ＡＴ，以及对象导出三支概念格的条件信息熵

犎（犅 犆），联合信息熵犎（犅：犆）和信息熵犎（犆），则有犎（犅 犆）＝犎（犅：犆）－犎（犆）．

证明：由定义４可得．

定义５　设（犝，ＡＴ，犐）是一个形式背景，对于犅ＡＴ及其对象导出三支概念格的信息熵犎（犅），若

满足犎（犅）＝犎（ＡＴ），称犅是对象导出三支概念格的熵协调集．若犎（犅）＝犎（ＡＴ），且对任意犆犅

有犎（犆）≠犎（ＡＴ），则称犅是对象导出三支概念格的熵约简集．

定理６　假设（犝，ＡＴ，犐）是一个形式背景，任意犪∈ＡＴ，犪为非核心属性当且仅当犎（｛犪｝ＡＴ－

｛犪｝）＝０．

证明：犪为非核心属性，故 ＡＴ－｛犪｝为对象导出三支概念格的熵协调集，则 犎（ＡＴ－｛犪｝）＝

犎（ＡＴ）．对任意狓 ∈犝，狓
＜·ＡＴ－｛犪｝＞

·
ＡＴ－｛犪｝ ＝狓＜

·
ＡＴ＞
·
ＡＴ 且狓＜

·
ＡＴ＞
·
ＡＴ 狓

＜·｛犪｝＞
· ｛犪｝，则 犎（｛犪｝ＡＴ－ ｛犪｝）＝

－
１

犝 ∑
狓∈犝

ｌｏｇ２
狓＜
·
ＡＴ＞
·
ＡＴ ∩狓

＜·｛犪｝＞
· ｛犪｝

狓＜
·
ＡＴ＞
·
ＡＴ

＝０．

由于有犎（｛犪｝ＡＴ－｛犪｝）＝０，对任意狓∈犝，有（狓＜
·｛犪｝＞

·｛犪｝∩狓
＜·ＡＴ－｛犪｝＞

·
ＡＴ－｛犪｝）狓＜

·
ＡＴ－｛犪｝＞

·
ＡＴ－｛犪｝，　　

ｌｏｇ２
狓＜
·｛犪｝＞

·｛犪｝∩狓
＜·ＡＴ－｛犪｝＞

·
ＡＴ－｛犪｝

狓＜
·
ＡＴ－｛犪｝＞

·
ＡＴ－｛犪｝

≤０，也即 犎（｛犪｝ＡＴ－｛犪｝）≥０．设存在某个狓犻∈犝，满足（狓
＜·｛犪｝＞

·｛犪｝
犻 ∩

狓＜
·
ＡＴ－｛犪｝＞

·
ＡＴ－｛犪｝

犻 ）狓＜
·
ＡＴ－｛犪｝＞

·
ＡＴ－｛犪｝

犻 ，则有ｌｏｇ２
狓＜
·｛犪｝＞

·｛犪｝
犻 ∩狓

＜·ＡＴ－｛犪｝＞
·
ＡＴ－｛犪｝

犻

狓＜
·
ＡＴ－｛犪｝＞

·
ＡＴ－｛犪｝

犻

＜０，进而犎（｛犪｝ＡＴ－｛犪｝）＞０，

这与已知条件矛盾．故而对任意狓∈犝，狓＜
·｛犪｝＞

·｛犪｝∩狓
＜·ＡＴ－｛犪｝＞

·
ＡＴ－｛犪｝＝狓＜

·
ＡＴ－｛犪｝＞

·
ＡＴ－｛犪｝，而由命题１可知

狓＜
·｛犪｝＞

·｛犪｝∩狓
＜·ＡＴ－｛犪｝＞

·
ＡＴ－｛犪｝＝狓＜

·
ＡＴ＞
·
ＡＴ，故对任意狓∈犝，有狓＜

·
ＡＴ－｛犪｝＞

·
ＡＴ－｛犪｝＝狓＜

·
ＡＴ＞
·
ＡＴ，也即犪为非核心属性．

定理７　设（犝，ＡＴ，犐）是一个形式背景，对任意犪∈ＡＴ，犪为核心属性当且仅当犎（｛犪｝ＡＴ－

表１　形式背景（犝，ＡＴ，犐）

Ｔａｂ．１　Ｆｏｒｍａｌｃｏｎｔｅｘｔｓ（犝，ＡＴ，犐）

犝 犪 犫 犮 犱 犲

１ ０ １ ０ ０ １

２ １ ０ １ １ ０

３ １ １ ０ １ ０

４ ０ １ １ ０ １

５ １ ０ ０ １ ０

｛犪｝）＞０．

证明：由定理６可知．

例１　设（犝，ＡＴ，犐）是一个形式背景，其中，犝＝｛１，２，３，４，

５｝，ＡＴ＝｛犪，犫，犮，犱，犲｝，如表１所示．

经 计 算，１＜
·
ＡＴ－｛犪｝＞

·
ＡＴ－｛犪｝ ＝ ｛１｝，２＜

·
ＡＴ－｛犪｝＞

·
ＡＴ－｛犪｝ ＝ ｛２｝，

３＜
·
ＡＴ－｛犪｝＞

·
ＡＴ－｛犪｝＝｛３｝，４＜

·
ＡＴ－｛犪｝＞

·
ＡＴ－｛犪｝＝｛４｝，５＜

·
ＡＴ－｛犪｝＞

·
ＡＴ－｛犪｝＝｛５｝．且

１＜
·｛犪｝＞

·｛犪｝＝｛１４｝，２＜
·｛犪｝＞

·｛犪｝＝｛２３５｝，３＜
·｛犪｝＞

·｛犪｝＝｛２３５｝，４＜
·｛犪｝＞

·｛犪｝＝

｛１４｝，５＜
·｛犪｝＞

·｛犪｝＝｛２３５｝．犎（｛犪｝ＡＴ－｛犪｝）＝０．类似地可得，　

犎（｛犫｝ＡＴ－｛犫｝）＞０，犎（｛犮｝ＡＴ－｛犮｝）＝－
１

５
ｌｏｇ２

１

２
＋ｌｏｇ２

１

２
＋ｌｏｇ２

１

２
＋ｌｏｇ２（ ）１２ ＝

１

５
ｌｏｇ２１６＞０，

犎（｛犱｝ＡＴ－｛犱｝）＝０，犎（｛犲｝ＡＴ－｛犲｝）＝０，由定理６，７知｛犫，犮｝为核心属性，｛犪，犱，犲｝为非核心属性．

定理８　设（犝，ＡＴ，犐）是一个形式背景，犅ＡＴ，若犅是对象导出三支概念格的熵约简集，当且仅

当其对象导出三支概念格的信息熵犎（犅），有犎（犅）＝犎（ＡＴ）且对任意犪∈犅，犎（｛犪｝犅－｛犪｝）＞０．

证明：因为犅是对象导出三支概念格的熵约简集，则犅是对象导出三支概念格的熵协调集，故而

有犎（犅）＝犎（ＡＴ）．而对任意犪∈犅，此时犪是犅 中的核心属性，由定理７可知，犎（｛犪｝犅－｛犪｝）＞０．

反之，若犎（犅）＝犎（ＡＴ），则犅 是对象导出三支概念格的熵协调集．若对于任意犪∈犅，有

犎（｛犪｝犅－｛犪｝）＞０，则由定理７可知，犪是犅 中的核心属性，也即任意犪∈犅，犅－｛犪｝均不是对象导出

三支概念格的熵协调集，故犅是对象导出三支概念格的熵约简集．

上述定理虽给出了对象导出三支概念格的核心属性与非核心属性的熵判定条件，并未给出区分相

对必要属性与不必要属性的方法，但仍可获得对象导出三支概念格的熵约简集．从核心属性出发，先判

别核心属性集是否是约简集，若是则核心属性集为约简集；否则在此基础上依据定理８，逐次添加恰当

属性直至获得约简集．

例２　续例１，不妨取犅＝｛犪，犫，犮｝，通过计算可得犎（犅）＝犎（ＡＴ），故犅是对象导出三支概念格的

熵协调集．因为犫，犮为核心属性，故犎（｛犫｝｛犪，犮｝）＞０，犎（｛犮｝｛犪，犫｝）＞０．又因为犎（｛犪｝｛犫，犮｝）＞０，

从而犪是犅 中的核心属性，也即犅中每个元素都是必不可少的，故犅为对象导出三支概念格的熵约简

集．

６９６ 华 侨 大 学 学 报 （自 然 科 学 版）　　　　　　　　　　　　　　２０２１年



犺狋狋狆：∥狑狑狑．犺犱狓犫．犺狇狌．犲犱狌．犮狀

定义６
［１４］
　设（犝，ＡＴ，犐）是一个形式背景，若存在犅ＡＴ使得对所有的狓∈犝 均满足狓＜·犅＞

·
犅＝

狓＜
·
ＡＴ＞
·
ＡＴ，称犅是ＯＥＧ协调集．若犅是ＯＥＧ协调集而任意犆犅均不是ＯＥＧ协调集，则称犅是ＯＥＧ

约简集．

定理９　设（犝，ＡＴ，犐）是一个形式背景，犅ＡＴ，若犅是ＯＥＧ协调集当且仅当犅是对象导出三支

概念格的熵协调集，犅是ＯＥＧ约简集当且仅当犅为对象导出三支概念格的熵约简集．

证明：若犅是ＯＥＧ协调集，任意狓∈犝 都有狓＜·犅＞
·
犅＝狓＜

·
ＡＴ＞
·
ＡＴ，显然犎（犅）＝犎（ＡＴ），故犅是对象

导出三支概念格的熵协调集．

若犅是对象导出三支概念格的熵协调集，则 犎（犅）＝犎（ＡＴ）．即对于任意狓∈犝，狓＜
·
ＡＴ＞
·
ＡＴ

狓＜
·
犅＞
·
犅．若存在某个狓犻∈犝，使得狓

＜·ＡＴ＞
·
ＡＴ

犻 狓
＜·犅＞
·
犅

犻 ，则有ｌｏｇ２
狓＜
·
犅＞
·
犅

犻

犝
＞ｌｏｇ２

狓＜
·
ＡＴ＞
·
ＡＴ

犻

犝
，从而犎（犅）＜

犎（ＡＴ）．但这与已知条件矛盾，因此对任意狓∈犝 都有狓＜·犅＞
·
犅＝狓＜

·
ＡＴ＞
·
ＡＴ，故犅是ＯＥＧ协调集．

若犅是ＯＥＧ约简集，假设存在某个犫０∈犅，使得犅－｛犫０｝是对象导出三支概念格的熵协调集，则对

任意狓∈犝，有狓＜
·
ＡＴ＞
·
ＡＴ＝狓＜

·
犅－｛犫

０
｝＞·犅－｛犫

０
｝，从而犅－｛犫０｝是ＯＥＧ协调集，这与犅是ＯＥＧ约简集矛盾，故而

犅是对象导出三支概念格的熵约简集．

反之，若犅是对象导出三支概念格的熵约简集，假设存在某个犫′∈犅，使得犅－｛犫′｝是 ＯＥＧ协调

集，则对任意狓∈犝，狓＜
·
ＡＴ＞
·
ＡＴ＝狓＜

·
犅－｛犫′｝＞

·
犅－｛犫′｝，即犎（犅－｛犫′｝）＝犎（ＡＴ），从而犅－｛犫′｝是对象导出三支概

念格的熵协调集，这与犅是对象导出三支概念格的熵约简集矛盾，故犅是ＯＥＧ约简集．

３　决策形式背景的熵属性约简

定义７　设犛＝（犝，ＡＴ，犐，犇，犑）是一个决策形式背景，ＡＴ∩犇＝，其中，ＡＴ，犇 分别称为决策形

式背景的条件属性和决策属性．若犎（犇 ＡＴ）＝０，则称犛是对象导出三支熵协调的决策形式背景．

为方便起见，下面称对象导出三支熵协调决策形式背景为三支熵协调决策形式背景．

表２　决策形式背景（犝，ＡＴ，犐，犇，犑）

Ｔａｂ．２　Ｄｅｃｉｓｉｏｎｆｏｒｍａｌｃｏｎｔｅｘｔｓ（犝，ＡＴ，犐，犇，犑）

犝 犪 犫 犮 犱 犲 犳 犵 犺

１ ０ １ ０ １ ０ １ ０ １

２ １ ０ １ ０ １ ０ １ １

３ １ １ ０ ０ １ ０ １ ０

４ ０ １ １ １ ０ １ ０ １

５ １ ０ ０ ０ １ ０ １ ０

例３　设犛＝（犝，ＡＴ，犐，犇，犑）是一个决策形式背

景，其中，犝＝｛１，２，３，４，５｝，ＡＴ＝｛犪，犫，犮，犱，犲｝，犇＝

｛犳，犵，犺｝，如表２所示．

经计算得１＜
·
ＡＴ＞
·
ＡＴ＝｛１｝，２＜

·
ＡＴ＞
·
ＡＴ＝｛２｝，３＜

·
ＡＴ＞
·
ＡＴ＝

｛３｝，４＜
·
ＡＴ＞
·
ＡＴ ＝｛４｝，５＜

·
ＡＴ＞
·
ＡＴ ＝｛５｝，１＜

·
犇＞
·
犇 ＝｛１，４｝，

２＜
·
犇＞
·
犇＝｛２｝，３＜

·
犇＞
·
犇 ＝｛３，５｝，４＜

·
犇＞
·
犇 ＝｛１，４｝，５＜

·
犇＞
·
犇 ＝

｛３，５｝，由于犎（犇 ＡＴ）＝０，故犛是三支熵协调决策形

式背景．

定义８　设犛＝（犝，ＡＴ，犐，犇，犑）是三支熵协调决策形式背景，对犅ＡＴ及其对象导出三支概念格

的条件信息熵犎（犇 犅），若满足犎（犇 犅）＝犎（犇 ＡＴ），则称犅是对象导出三支概念格的熵协调集．

对犅ＡＴ，有犎（犇 犅）＝犎（犇 ＡＴ），且对任意犅′犅，都满足犎（犇 犅′）≠犎（犇 ＡＴ），则称犅为对象

导出三支概念格的熵约简集．记其核心属性集为ｃｏｒｅ犇（ＡＴ）．

定理１０　设犛＝（犝，ＡＴ，犐，犇，犑）是三支熵协调决策形式背景，对于任意犪∈ＡＴ，犪为非核心属性

当且仅当犎（犇 ＡＴ－｛犪｝）＝０．

证明：犛是三支熵协调决策形式背景，故犎（犇 ＡＴ）＝０．由于犪为非核心属性，故而ＡＴ－｛犪｝为

对象导出三支概念格的熵协调集，从而 犎（犇 ＡＴ－｛犪｝）＝犎（犇 ＡＴ），也即 犎（犇 ＡＴ－｛犪｝）＝０；反

之，若犎（犇 ＡＴ－｛犪｝）＝０，则有ＡＴ－｛犪｝为对象导出三支概念格的熵协调集，故犪为非核心属性．

定理１１　设犛＝（犝，ＡＴ，犐，犇，犑）是三支熵协调决策形式背景，犅ＡＴ，犅是对象导出三支概念格

的熵约简集当且仅当对于其对象导出三支概念格的条件信息熵犎（犇 犅），有犎（犇 犅）＝犎（犇 ＡＴ）且

对任意犪∈犅，犎（犇 犅－｛犪｝）＞０．

证明：犅 是对象导出三支概念格的熵约简集，则犅 是对象导出三支概念格的熵协调集，则

犎（犇 犅）＝犎（犇 ＡＴ）成立．而对于任意犪∈犅，显然有
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犎（犇 犅－｛犪｝）＝－
１

犝 ∑狓∈犝
ｌｏｇ２

狓＜
·
犇 ＞·犇 ∩狓

＜·犅－｛犪｝＞
·
犅－｛犪｝

狓＜
·
犅－｛犪｝＞

·
犅－｛犪｝

≥０．

　　假设存在某个犫∈犅使得犎（犇 犅－｛犫｝）＝０，则犅－｛犫｝为对象导出三支概念格的熵协调集，这与犅

是对象导出三支概念格的熵约简集矛盾，故任意犪∈犅，均有犎（犇 犅－｛犪｝）＞０．

若犎（犇 犅）＝犎（犇 ＡＴ），则犅是对象导出三支概念格的熵协调集．设存在犆犅使得犎（犇 犆）＝

０，则对任意狓∈犝 都有狓＜·犆＞
·
犆狓

＜·犇＞
·
犇成立．而犆犅，故存在犪∈犅使得狓＜·犅－｛犪｝＞

·
犅－｛犪｝狓

＜·犆＞
·
犆狓

＜·犇＞
·
犇，

此时犎（犇 犅－｛犪｝）＝０，这与犅是对象导出三支概念格的熵协调集矛盾，故犅是对象导出三支概念格

熵约简集．

定义９　设犛＝（犝，ＡＴ，犐，犇，犑）是三支熵协调决策形式背景，对于犪∈犅ＡＴ，记犪在决策属性犇

下相对于属性集犅 的重要度为Ｓｉｇ（犪，犅，犇）＝犎（犇 犅－｛犪｝）－犎（犇 犅）．令犆＝ＡＴ－犅，对于任意犫∈

犆在决策属性犇 下相对于属性集犅 的重要度记为ＳＧＦ（犫，犅，犇）＝犎（犇 犅）－犎（犇 犅∪｛犫｝）．

定理１２　设犛＝（犝，ＡＴ，犐，犇，犑）是三支熵协调决策形式背景，对于任意犪∈ＡＴ，犪为核心属性当

且仅当Ｓｉｇ（犪，ＡＴ，犇）＞０．

证明：犛是三支熵协调决策形式背景，则有犎（犇 ＡＴ）＝０．犪为核心属性当且仅当犎（犇 ＡＴ）≠

犎（犇 ＡＴ－｛犪｝），又因为犎（犇 ＡＴ－｛犪｝）≥０，从而 犎（犇 ＡＴ－｛犪｝）＞０，即犪为核心属性当且仅当

Ｓｉｇ（犪，ＡＴ，犇）＞０．

推论１　ｃｏｒｅ犇（ＡＴ）＝｛犪Ｓｉｇ（犪，ＡＴ，犇）＞０｝．

证明：由定理１２知．

上述内容虽只给出三支熵协调决策形式背景中核心属性的判别定理，并未给出非核心属性的区分

方法，但仍可以获得约简集．即通过Ｓｉｇ（犪，ＡＴ，犇）来确定核心属性集，判别核心属性集是否是约简集，

若是则停止寻找；否则根据属性重要度ＳＧＦ（犫，犅，犇）选择恰当属性添加到核心属性中，直至获得对象

导出三支概念格的熵约简集为止．

例４　续例３，因为Ｓｉｇ（犪，ＡＴ，犇）＝０，Ｓｉｇ（犫，ＡＴ，犇）＝０，Ｓｉｇ（犮，ＡＴ，犇）＞０，Ｓｉｇ（犱，ＡＴ，犇）＝０，

Ｓｉｇ（犲，ＡＴ，犇）＝０，故犮为核心属性．不妨取犅＝｛犮｝，此时犎（犇 犅）≠０，因此犅不是熵约简集．

下面依照属性重要度依次计算，事实上，只需计算犎（犇 犅∪｛犫｝）这部分，选择犎（犇 犅∪｛犫｝）值较

小的属性添加即可．由于犎（犇 ｛犪犮｝）＝０，犎（犇 ｛犫犮｝）＞０，犎（犇 ｛犮犱｝）＝０，犎（犇 ｛犮犲｝）＝０，故重要度

最大的三个属性分别为犪，犱，犲，且此时犪，犱，犲相对于犅 都是核心属性，因此对象导出三支概念格的熵约

简集可以为｛犪，犮｝，｛犮，犱｝与｛犮，犲｝．

定义１０　设犛＝（犝，ＡＴ，犐，犇，犑）是三支熵协调决策形式背景，记条件属性ＡＴ和决策属性犇之间

的互信息犐（ＡＴ，犇）＝犎（犇）－犎（犇 ＡＴ）．

定义１１　设犛＝（犝，ＡＴ，犐，犇，犑）是三支熵协调决策形式背景，犅ＡＴ，犪∈ＡＴ－犅，属性犪对决

策属性犇 的重要度函数：ＳＧＦ（犪，犅，犇）＝（犐（犅∪｛犪｝，犇）－犐（犅，犇））／犎（犇 ｛犪｝）＝（犎（犇 犅）－

犎（犇 犅∪｛犪｝））／犎（犇 ｛犪｝）．

定理１３　设犛＝（犝，ＡＴ，犐，犇，犑）是三支熵协调决策形式背景，犅ＡＴ，若犅是对象导出三支概念

格的熵约简集当且仅当犐（ＡＴ，犇）＝犐（犅，犇），且对任意犪∈犅，犐（犅，犇）＞犐（犅－｛犪｝，犇）．

证明：由定理１１易得．

注１　基于互信息中属性重要度的定义，给出了另外一种计算对象导出三支概念格的熵约简集的

方式．该方法引入了属性对于决策的重要性作为分子定义属性的重要度函数，改进了属性重要性的排

序．同样可通过找核心属性集，判别核心属性集是否是约简集，若是则停止寻找；否则根据互信息中属

性重要度的定义，选择重要度最大的属性添加到核心属性中，直至获得约简集．

例５　续例３，犮为核心属性，经计算可得 犎（犇 ｛犪｝）＝犎（犇 ｛犱｝）＝犎（犇 ｛犲｝）＝
１

５
ｌｏｇ２

２７

４
，

犎（犇 ｛犫｝）＝
１

５
ｌｏｇ２２７，犎（犇 ｛犮｝）＝

１

５
ｌｏｇ２２７，且又有 犎（犇 ｛犪犮｝）＝０，犎（犇 ｛犫犮｝）＝

１

５
ｌｏｇ２４，

犎（犇 ｛犮犱｝）＝０，犎（犇 ｛犮犲｝）＝０，因此ＳＧＦ（犪，｛犮｝，犇）＝ＳＧＦ（犱，｛犮｝，犇）＝ＳＧＦ（犲，｛犮｝，犇）＝ｌｏｇ２
８１

４
，
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ＳＧＦ（犫，｛犮｝，犇）＜０，因此在核心属性集上添加犪，犱，犲中任意一个，同样可得｛犪，犮｝，｛犮，犱｝与｛犮，犲｝为对象

导出三支概念格的熵协调集．

定义１２
［１５］
　设犛＝（犝，ＡＴ，犐，犇，犑）是一个决策形式背景，若对任意狓∈犝 均满足狓＜·ＡＴ＞

·
ＡＴ

狓＜
·
犇＞
·
犇，称是三支粒协调的决策形式背景．

定义１３　设犛＝（犝，ＡＴ，犐，犇，犑）是一个决策形式背景，若存在犅ＡＴ，对任意狓∈犝 均满足

狓＜·犅＞
·
犅狓

＜·犇＞
·
犇，称犅是ＯＥＧ协调集．若犅是ＯＥＧ协调集而任意的犆犅均不是ＯＥＧ协调集，则称犅

是ＯＥＧ约简集．

定理１４　设犛＝（犝，ＡＴ，犐，犇，犑）是一个决策形式背景，若犛是三支粒协调当且仅当犛是对象导出

三支熵协调．

证明：若犛 是三支粒协调的决策形式背景，则对任意狓∈犝，都有狓＜
·
ＡＴ＞
·
ＡＴ 狓

＜·犇＞
·
犇，显然有

犎（犇 ＡＴ）＝０，故犛是对象导出三支熵协调．

若犛是对象导出三支熵协调的决策形式背景，则犎（犇 ＡＴ）＝０．对于任意狓∈犝，都有

ｌｏｇ２
狓＜
·
ＡＴ＞
·
ＡＴ∩狓

＜·犇＞
·
犇

狓＜
·
ＡＴ＞
·
ＡＴ

≤ｌｏｇ２
狓＜
·
ＡＴ＞
·
ＡＴ

狓＜
·
ＡＴ＞
·
ＡＴ
＝０，也即 犎（犇 ＡＴ）≥０．若存在某个狓犻∈犝 使狓犻

＜·ＡＴ＞
·
ＡＴ

狓犻
＜·犇＞
·
犇，则ｌｏｇ２

狓犻
＜·ＡＴ＞

·
ＡＴ∩狓犻

＜·犇＞
·
犇

狓犻
＜·ＡＴ＞

·
ＡＴ

＜ｌｏｇ２
狓犻

＜·ＡＴ＞
·
ＡＴ

狓犻
＜·ＡＴ＞

·
ＡＴ
＝０，即犎（犇 ＡＴ）＞０，这与犛是三支熵协调的

决策形式背景矛盾．故狓∈犝，都有狓＜
·
ＡＴ＞
·
ＡＴ狓

＜·犇＞
·
犇，即犛是三支粒协调的决策形式背景．

定理１５　设犛＝（犝，ＡＴ，犐，犇，犑）是三支熵协调决策形式背景，犅ＡＴ，若犅是ＯＥＧ协调集当且仅

当犅是对象导出三支概念格的熵协调集，犅是ＯＥＧ约简集当且仅当犅是对象导出三支概念格的熵约

简集．

证明：若犅是ＯＥＧ协调集，对任意狓∈犝，有狓＜
·
犅＞
·
犅狓

＜·犇＞
·
犇，则犎（犇 犅）＝０，故犅是对象导出三

支概念格的熵协调集．

反之，若犅是对象导出三支概念格的熵协调集，则有 犎（犇 犅）＝０．若存在狓犻 ∈犝，使其满足

狓犻
＜·犅 ＞·犅 狓犻

＜·犇＞
·
犇，则有ｌｏｇ２

狓犻
＜·犅＞
·
犅 ∩狓犻

＜·犇＞
·
犇

狓犻
＜·犅＞
·
犅

＜ｌｏｇ２
狓犻

＜·犅＞
·
犅

狓犻
＜·犅＞
·
犅

，即有犎（犇 犅）＝－
１

犝
×

∑
狓∈犝

ｌｏｇ２
狓＜
·
犅＞
·
犅 ∩狓

＜·犇＞
·
犇

狓＜
·
犅＞
·
犅

＞０，这与犅是对象导出三支概念格的熵协调集矛盾．因此对任意狓∈犝，

都有狓＜
·
犅＞
·
犅狓

＜·犇＞
·
犇，也即犅是ＯＥＧ协调集．

若犅是ＯＥＧ约简集，假设存在犫０∈犅，犅－｛犫０｝是对象导出三支概念格的熵协调集，则对任意狓∈

犝，狓＜
·
犅－｛犫

０
｝＞·犅－｛犫

０
｝狓

＜·犇＞
·
犇，从而犅－｛犫０｝是ＯＥＧ协调集，这与犅是ＯＥＧ约简集矛盾，故而犅是对象导

出三支概念格的熵约简集．

反之，若犅是对象导出三支概念格的熵约简集，假设存在某个犫′∈犅，犅－｛犫′｝是ＯＥＧ协调集，对任

意狓∈犝，狓＜
·
犅－｛犫′｝＞

·
犅－｛犫′｝狓

＜·犇＞
·
犇，则犎（犇 犅－｛犫′｝）＝０，即犅－｛犫′｝是对象导出三支概念格的熵协调集，

这与犅是对象导出三支概念格的熵约简集矛盾，故而犅是ＯＥＧ约简集．

４　结束语

文中引入对象导出三支概念格的信息熵、条件熵和互信息等概念，分别在形式背景与决策形式背景

上探讨了对象导出三支概念格的熵属性约简方法．在此基础上，证明了对象导出三支概念格的熵协调

集等价于ＯＥＧ协调集，对象导出三支概念格的熵约简集等价于ＯＥＧ约简集．然而，文中仍有很多不足

之处，如举例中的数据集较小，未设计算法和分析其时间及复杂度，未给出不完备形式背景中对象导出

三支概念格的熵属性约简方法等，这些问题将在后续做进一步的研究．
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