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　　　一类解析函数的犅狅犺狉定理
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摘要：　定义单位开圆盘犇内的一个解析函数类犘α（犇）＝ 犳∈犃（犇）：Ｒｅ犳（狕）／［ ］狕 ≥｛ ｝α （０＜α≤１），给出其

增长和掩盖定理．作为应用，得到犘α（犇）上的Ｂｏｈｒ半径狉０．特别地，当α＝１／２时，狉０＝１／３，推广了凸函数的

Ｂｏｈｒ半径．
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犓犲狔狑狅狉犱狊：　Ｂｏｈｒｒａｄｉｕｓ；Ｂｏｈｒｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ；ｃｏｎｖｅｘｆｕｎｃｔｉｏｎ；ａｎａｌｙｔｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ

用犆表示复平面，犇＝｛狕∈犆：｜狕｜＜１｝表示犆中的单位开圆盘，犇狉＝犇（０，狉）表示以原点为圆心、狉

为半径的开圆盘．犎（犇，Ω）表示从犇映到Ω犆中的解析函数全体，犃（犇）表示犇内正规化解析函数的

全体，犓（犇）表示犇内正规化单叶解析凸函数的全体．在单复变几何函数论中，凸函数都与正实部函数

密切相关．定义正实部函数子类，记为犘α（犇）
［１］，０＜α≤１，即

犘α（犇）：＝ 犳∈犃（犇）：Ｒｅ犳（狕）／［ ］狕 ≥｛ ｝α ．

注１　当α＝１时，由极值原理可知，犳（狕）≡狕．

注２
［１］
　犓（犇）犘１／２（犇）．

在单复变中，Ｂｏｈｒ
［２］得到了经典的Ｂｏｈｒ定理．

定理犃
［２］
　设犳（狕）＝∑

∞

狀＝０

犪狀狕
狀 在犇 内解析，且 犳（狕）＜１，则在犇１／３内，∑

∞

狀＝０

犪狀狕
狀
＜１．且

１

３
是最

佳半径，称为Ｂｏｈｒ半径．

该定理被应用到数论中，并与Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ级数有关．Ｂｏｈｒ
［２］最早得到不等式∑

∞

狀＝０

犪狀狕
狀
＜１对所有的

｜狕｜＜
１

６
恒成立，并标注精确值为１

３
．之后，｜狕｜＜

１

６
被改进为｜狕｜＜

１

３
，而且证明了１

３
是最好的常数．这个
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最好的结果分别由数学家 Ｗｉｅｎｅｒ，Ｒｉｅｓｚ和Ｓｃｈｕｒ等独立给出，更多关于Ｂｏｈｒ半径的证明见文献［３５］．

定理Ａ中的不等式∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀
＜１称为Ｂｏｈｒ不等式，可将其改写成∑

∞

狀＝１

犪狀狕
狀
＜１－ 犪０ ，从而

Ｂｏｈｒ不等式可以表示为距离形式

犱 ∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀 ，犪（ ）０ ＝∑

∞

狀＝１

犪狀狕
狀
＜１－ 犪０ ＝犱犳（０），（ ）犇 ．

上式中：犱为欧式距离；犇为犇 的边界．基于此形式，Ｂｏｈｒ不等式可以被推广到任何区域Ω犆
［６９］．

给定一个区域Ω犆，找出最大的半径狉Ω＞０，使得对任一犳∈犎（犇，Ω）和｜狕｜＜狉Ω，有

犱 ∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀 ，犳（０（ ）） ＝∑

∞

狀＝１

犪狀狕
狀
＜犱（犳（０），Ω）．

　　文献［６］研究表明：当Ω是凸域时，狉Ω 与经典Ｂｏｈｒ半径一致为
１

３
，且不依赖于Ω．

类似地，可以定义一类解析函数满足Ｂｏｈｒ现象．

定义１
［１０１１］

　设犕 是由犇 内解析函数犳（狕）＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀 组成的类，若存在狉＞０，使得对于任意一

个犳∈犕 和｜狕｜＜狉，有

犱 ∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀 ，犳（０（ ）） ＝∑

∞

狀＝１

犪狀狕
狀
＜犱犳（０），犳（犇（ ）），

则称犕 满足Ｂｏｈｒ现象，其中，最大的狉称为犕 的Ｂｏｈｒ半径．

Ｂｏｈｒ现象是一个活跃的研究领域，Ａｌｉ等
［１１］确定了几类解析函数的Ｂｏｈｒ半径，包括α级凸函数类

及近于凸函数子类．

由于犓（犇）犘１／２（犇），解析函数族犘α（犇）的Ｂｏｈｒ半径将是一个有意义的问题．

给出上述问题的解答，通过建立犘α（犇）的增长和掩盖定理，得到了犘α（犇）的Ｂｏｈｒ定理，给出了相

应的Ｂｏｈｒ半径．

１　相关引理

为了给出文中的主要结果，需引入以下２个引理．

引理１
［１２］
　设函数犺（狕）在犇内解析，Ｒｅ犺（狕［ ］）＞０，且犺（０）＝１，则当狕∈犇时，

１－｜狕｜
１＋｜狕｜

≤Ｒｅ［犺（狕）］≤ 犺（狕）≤
１＋｜狕｜
１－｜狕｜

．

引理２
［１３］
　设函数犳（狕）＝∑

∞

狀＝０

犪狀狕
狀 在犇 内解析，且Ｒｅ［犳（狕）］＞０，则对于任意一个正整数狀≥１，

犪狀 ≤２Ｒｅ（犪０）．

证明：为了读者方便，给出证明，具体可参考文献［１３］．

不妨设犳（狕）在犇＝ 狕∈犆：｜狕｜≤｛ ｝１ 内解析，这是因为一般情形可用犳（狉狕）（０＜狉＜１）代替犳（狕），然

后，令狉→１即可．

对于任一正整数狀≥１，由于

犪狀 ＝
１

２π∫
２π

０
犳（ｅ

ｉθ）ｅ－ｉ狀θｄθ＝
１

２π∫
２π

０
犳（ｅ

ｉθ）＋犳（ｅ
ｉθ（ ））ｅ－ｉ狀θｄθ＝

１

２π∫
２π

０
２Ｒｅ［犳（ｅ

ｉθ）］ｅ－ｉ狀θｄθ，

从而，

犪狀 ≤
１

２π∫
２π

０
２Ｒｅ［犳（ｅ

ｉθ）］ｄθ＝
１

２π∫
２π

０
２Ｒｅ［犳（ｅ

ｉθ）ｄθ＝２Ｒｅ［犳（０）］，

即 犪狀 ≤２Ｒｅ（犪０）．

２　主要结果

定理１　设犳∈犘α（犇），０＜α≤１，则当狕∈犇时，有
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｜狕｜（１－（１－２α）｜狕｜）

１＋｜狕｜
≤｜犳（狕）｜≤

｜狕｜（１＋（１－２α）｜狕｜）

１－｜狕｜
．

从而，犇α犳（犇）．

证明：由于犳∈犘α（犇），从而当狕∈犇时，Ｒｅ
犳（狕）［ ］狕

＞α，即Ｒｅ
犳（狕）

狕
－［ ］α ＞０．

令φ（狕）＝
１

１－α
犳（狕）

狕
－（ ）α ，则φ（０）＝１，Ｒｅ［φ（狕）］＞０．由引理１，可得

１－｜狕｜
１＋｜狕｜

≤Ｒｅ［φ（狕）］≤ φ（狕）≤
１＋｜狕｜
１－｜狕｜

．

从而，

α＋（１－α）
１－｜狕｜
１＋｜狕｜

≤Ｒｅ
犳（狕）［ ］狕

≤
犳（狕）

狕
－α ＋α≤α＋（１－α）

１＋｜狕｜
１－｜狕｜

．

于是，

１－（１－２α）｜狕｜
１＋｜狕｜

≤Ｒｅ
犳（狕）［ ］狕

≤
犳（狕）

狕
≤
犳（狕）

狕
－α ＋α≤

１＋（１－２α）｜狕｜
１－｜狕｜

，

即

｜狕｜（１－（１－２α）｜狕｜）

１＋｜狕｜
≤ 犳（狕）≤

｜狕｜（１＋（１－２α）｜狕｜）

１－｜狕｜
．

上式左边令｜狕｜→１，可得犇α犳（犇）．

注３　若犳∈犘α（犇），则犳（０）＝０，且犱犳（０），犳（犇（ ））＝犱（０，犳（犇））≥α．

定理２　设犳∈犘α（犇），０＜α≤１．记犳（狕）＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀，则当｜狕｜＜狉０ 时，有

∑
∞

狀＝１

犪狀狕
狀
＜犱（犳（０），犳（犇））， （１）

其中，

狉０＝

－（１＋α）＋ （１－α）（１＋７α槡 ）

２（１－２α）
，　０＜α＜

１

２
，

１

３
， α＝

１

２
，

（１＋α）－ （１－α）（１＋７α槡 ）

２（２α－１）
， １

２
＜α≤

烅

烄

烆
１

（２）

为犘α（犇）的Ｂｏｈｒ半径．

证明：由于犳∈犘α（犇），故犳（０）＝犳′（０）－１＝０，且Ｒｅ
犳（狕）

狕
－［ ］α ＞０．

令φ（狕）＝
犳（狕）

狕
－α，则φ（狕）＝ （１－α）＋∑

∞

狀＝２

犪狀狕
狀－１ 在犇内解析，且Ｒｅ［φ（狕）］＞０．

根据引理２，有

犪狀 ≤２（１－α），　　狀≥２．

从而，

∑
∞

狀＝１

犪狀狕
狀
＝狘狕狘＋∑

∞

狀＝２

犪狀狕
狀
≤｜狕｜＋２（１－α）

｜狕｜
２

１－｜狕｜
．

再结合注３，有犱（犳（０），犳（犇））＝犱（０，犳（犇））≥α．

于是，当｜狕｜＜１，且｜狕｜＋２（１－α）
｜狕｜

２

１－｜狕｜
＜α时，式（１）成立．

解不等式组

｜狕｜＜１，

｜狕｜＋２（１－α）
｜狕｜

２

１－｜狕｜
＜α

烅

烄

烆
．
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经计算，可得｜狕｜＜狉０．故当｜狕｜＜狉０ 时，式（１）成立．

下面证明狉０ 为犘α（犇）的Ｂｏｈｒ半径，即狉０ 为最佳常数．

取犳
（狕）

狕
＝α＋（１－α）

１＋狕
１－狕

，则

犳（狕）＝
狕（１＋（１－２α）狕）

１－狕
＝狕＋２（１－α）∑

∞

狀＝２

狕狀，

且Ｒｅ
犳（狕）［ ］狕

＞α（当狕∈犇时）．从而，犳（狕）∈犘α（犇），且犱（犳（０），犳（犇））＝α．因此，

∑
∞

狀＝１

犪狀狕
狀
＜犱（犳（０），犳（犇））｜狕｜＋２（１－α）

｜狕｜
２

１－｜狕｜
＜α｜狕｜＜狉０．

这表明狉０ 为犘α（犇）的Ｂｏｈｒ半径．

推论１　 设犳（狕）＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀
∈犓（犇），则当狘狕狘＜

１

３
时，∑

∞

狀＝１

犪狀狕
狀
＜犱（犳（０），犳（犇）），且

１

３
为

Ｂｏｈｒ半径．

证明：由文献［１］知，犓（犇）犘１／２（犇）．由定理２知，当α＝
１

２
时，狉０＝

１

３
．此时，极值函数为犳（狕）＝

狕
１－狕

∈犓（犇），故结论成立．
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