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　　　由犌狉狅狋犺犲狀犱犻犲犮犽型刻画生成的

非超弱紧测度和赋范半群
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摘要：　由超弱紧集的Ｇｒｏｔｈｅｎｄｉｅｃｋ型刻画研究非超弱紧测度的表示，并给出经典的非超弱紧测度的表示方

式．定义非超弱紧测度，并研究非超弱紧测度与赋范半群、超自反子空间构成的商空间、算子生成的测度之间

的关系．结果表明：非超弱紧测度实质上具有半范数在解析上的特点．
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Ｂａｎａｃｈ空间犡是自反的当且仅当其闭单位球犅犡 是弱紧的．一致凸Ｂａｎａｃｈ空间是自反的，但是自

反空间不一定是一致凸的［１］．由Ｊａｍｅｓ
［２］和Ｅｎｆｌｏ

［３］的结论，可知Ｂａｎａｃｈ空间是一致凸当且仅当它是超

自反空间．许多学者研究由空间的局部性质刻画超自反性
［４７］，文献［８９］引入超弱紧集的概念，并证明

一个Ｂａｎａｃｈ空间是超自反的当且仅当其闭单位球是超弱紧集．弱紧集和自反空间的关系一样，超弱紧

性质被视为超自反空间的局部化，因此，超弱紧集提供了一个研究超自反和一致凸性的新方向．

非紧性测度是抽象概念“紧性”的定量刻画，衡量Ｂａｎａｃｈ空间中的一个有界集离“紧”的差距．自

１９３０年Ｋｕｒａｔｏｗｓｋｉ
［１０］引入集合非紧性测度以来，非紧性测度一直受到研究者的重视，并被推广成各种

形式，在积分方程理论中得到广泛应用［１１１４］．本文研究由Ｇｒｏｔｈｅｎｄｉｅｃｋ型刻画生成的非超弱紧测度和

赋范半群．
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１　基本概念

用（犡，‖·‖）表示实的无限维Ｂａｎａｃｈ空间，犅犡 为其闭单位球，犡
为其对偶空间．对任意非空集

犃犡，ＣＯ（犃）表示犃的凸包，犃
狑 为犃 的弱闭包．β（犡）表示犡上所有非空有界集构成的集族．

定义１　称集合犃犡为相对超弱紧集，如果对任意自由超滤子犝，那么犃犝 是相对弱紧集，相对超

弱紧集的弱闭包是相对弱紧集．

容易看到，相对超弱紧集是有界的．Ｃｈｅｎｇ等
［９］证明相对超弱紧集在连续线性映射下的像是相对超

弱紧集，并且如果犃，犅是相对超弱紧集，那么犃∪犅，犃×犅，犃＋犅是相对超弱紧集．另外，相对超弱紧

集犃的凸包ＣＯ（犃）也被证明是相对超弱紧集．

Ｃｈｅｎｇ等
［９］得到超弱紧集的Ｇｒｏｔｈｅｎｄｉｅｃｋ型刻画定理，非空有界集犃犡 是相对超弱紧集当且仅

当对任意正数ε＞０，存在相对超弱紧集犛犡，使得犃犛＋ε犅犡．由此刻画定理，定义函数σ：β（犡）→

［０，∞）为

σ（犃）＝ｉｎｆ｛狋＞０：犃犛＋狋犅犡，犛为相对超弱紧｝，　　犃∈β（犡）．

容易证明σ具有如下７个性质：

１）σ（犃）＝０当且仅当犃是相对超弱紧集；

２）σ（犃）≤σ（犅），如果犃犅；

３）σ（犃）＝σ（犃
狑）；

４）σ（犃）＝σ（ＣＯ（犃））；

５）σ（犃∪犅）＝ｍａｘ｛σ（犃），σ（犅）｝；

６）σ（犃＋犅）≤σ（犃）＋σ（犅）；

７）σ（狋犃）＝｜狋｜σ（犃），狋∈犚．

２　主要定理及证明

设β
Ｃ（犡）和犛Ｃ（犡）分别表示犡上的非空有界闭子集和非空超弱紧子集．在犅Ｃ（犡）上定义加法和数

乘分别为

犃犅＝犃＋犅＝｛犪＋犫：犪∈犃，犫∈犅｝，

λ·犃＝｛λ犪：犪∈犃｝，

则（β
Ｃ（犡），，·）为模，同样，犛

Ｃ（犡）是（β
Ｃ（犡），，·）的一个子模．注意到模是一个半群．

考虑到商半群为β
Ｃ（犡）／犛Ｃ（犡），如果犃∈β

Ｃ（犡），那么

犃＋犛Ｃ（犡）∈β
Ｃ（犡）／犛Ｃ（犡）．

记［犃］＝犃＋犛Ｃ（犡），商半群中具有继承而来的加法和数乘，即任意［犃］，［犅］∈β
Ｃ（犡）／犛Ｃ（犡），λ∈

犉，［犃］＋［犅］＝［犃＋犅］，λ［犃］＝［λ犃］，则β
犆（Ｘ）／Ｓ犆（Ｘ）在上述加法和数乘下为模．进一步可以证明，非

紧性测度σ可以生成此模上的一个范数．

定理１　由‖·‖：β
Ｃ（犡）／犛Ｃ（犡）→［０，∞），‖［犃］‖＝μ（犃）定义的函数为半群β

Ｃ（犡）／犛Ｃ（犡）上

的范数．

证明　１）函数‖·‖是良定义的．若有犃，犅∈β
Ｃ（犡），使得［犃］＝［犅］，则存在相对超弱紧集犛，使

得犃＝犅＋犛．进而‖［犃］‖＝σ（犃）≤σ（犅）＋σ（犛）＝σ（犅）＝‖犅‖．同理，由犅犃－犛，可得‖犅‖≤

‖犃‖，故函数‖·‖是良定义的．

２）若存在犃∈β
Ｃ（犡），使得‖［犃］‖＝０，则σ（犃）＝０，进而犃是超弱紧集，即［犃］＝０．

３）任意犃，犅∈β
Ｃ（犡），‖［犃］＋［犅］‖＝σ（犃＋犅）≤σ（犃）＋σ（犅）＝‖犃‖＋‖犅‖．

４）任意犃∈β
Ｃ（犡），λ∈犚，‖狋［犃］‖＝σ（狋犃）＝｜狋｜σ（犃）＝｜狋｜‖［犃］‖．

在β（犡）上赋予Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ度量犱Ｈ，即任意犃，犅∈β（犡），有

犱Ｈ（犃，犅）＝ｍａｘ｛ｓｕｐ
犪∈犃
犱（犪，犅），ｓｕｐ

犫∈犅
犱（犃，犫）｝＝

ｍａｘ｛ｓｕｐ
犪∈犃

ｉｎｆ
犫∈犅
‖犪－犫‖，ｓｕｐ

犫∈犅
ｉｎｆ
犪∈犃
‖犪－犫‖｝，
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则（β
Ｃ（犡），犱Ｈ）为完备度量空间，（犛

Ｃ（犡），犱Ｈ）为其闭子空间．

设犛（犡）表示犡中的非空相对超弱紧集构成的集族，则可得到关于σ的表示定理（定理２）．

定理２　设犃∈β（犡），则σ（犃）＝犱Ｈ（犃，犛
Ｃ（犡））＝犱Ｈ（犃，犛（犡））：＝ ｉｎｆ

犛∈犛（犡））
犱Ｈ（犃，犛）．

证明　１）σ（犃）＝ ｉｎｆ
犛∈犛（犡））

犱Ｈ（犃，犛）．设 ｉｎｆ
犛∈犛（犡））

犱Ｈ（犃，犛）＝β，则对任意正数ε＞０，存在犛∈犛（犡），使得

犱Ｈ（犃，犛）＜（β＋ε），

进而σ（犃）≤β＋ε．由ε的任意性，可知σ（犃）≤β．

另一方面，若存在相对超弱紧集犛，使得

犃犛＋（σ（犃）＋ε）犅犡，

显然犱（犪，犛）≤（σ（犃）＋ε）．若存在狊１∈犛，使得犱（犃，狊１）＞（σ（犃）＋ε），则

犃犛＼｛狊１｝＋（σ（犃）＋ε）犅犡．

进而存在犠犛，使得犃犠＋（σ（犃）＋ε）犅犡 且对任意狑∈犠，犱（犃，狑）≤（σ（犃）＋ε）．因此，有犱Ｈ（犃，

犠）≤（σ（犃）＋ε），即证．

２）犱Ｈ（犃，犛
Ｃ（犡））＝犱Ｈ（犃，犛（犡）），设犛∈犛（犡），任取犪∈犃，由犱（犪，犛）＝犱（犪，犛），有

ｓｕｐ
犪∈犃
犱（犪，犛）＝ｓｕｐ

犪∈犃
犱（犪，犛）．

要证α：＝ｓｕｐ
狊∈犛
犱（犃，狊）＝ｓｕｐ

狊∈犛

犱（犃，狊）：＝β，只需证α≥β．任取狊０∈犛，存在狊狀∈犛，使得‖狊狀－狊０‖＜１／

狀．对任意狊狀，存在犪狀∈犃，使得‖狊狀－犪狀‖≤α＋１／狀，进而犱（犃，狊０）≤‖狊０－犪狀‖≤α＋２／狀，命题得证．

设犢 为犡 的闭子空间，犃是犡 中的非空有界子集，设‖犃／犢‖＝ｓｕｐ
犪∈犃
‖犙犢（犪）‖，其中，犙犢 是从犡

到犡／犢 的商映射．对Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ非紧性测度χ，有

χ（犃）＝ｉｎｆ｛‖犃／犢‖：犢 为有限维子空间｝．

对于超弱紧集的情形，如定理３所示．

定理３　设犡为无穷维Ｂａｎａｃｈ空间，则对任意犃∈β（犡），有

σ（犃）≤ｉｎｆ｛‖犃／犢‖：犢 为超自反子空间｝．

证明　设犢 为犡 的超自反子空间，‖犙犢（犃）‖≠０，否则，犃犢 为相对超弱紧集，则任取犪∈犃，狀∈

犖，存在狔∈犢，使得

‖犪－狔‖≤‖犙犢（犪）‖＋１／狀，

进而‖狔‖≤‖犪‖＋‖犙犢（犪）‖＋１／狀．故存在有界集犛犢，使得犃犛＋（‖犙犢（犃）‖＋１／狀）犅犡，由犛

为相对超弱紧及狀的任意性，可知σ（犃）≤‖犙犢（犃）‖，即命题得证．

与紧集的情形不同，超弱紧生成空间是超弱紧算子生成，而不是超自反空间生成．任何一个紧集一

定是某个有限维空间中的子集，与此不同的是，Ｒａｊａ
［６］构造了一个Ｂａｎａｃｈ空间犡，且存在一个超弱紧

集犛犡，但犛不是任何超自反子空间的子集．故上述定理的逆并不一定成立．

设犡，犢 是Ｂａｎａｃｈ空间，如果犜（犅犢）是超弱紧集，有界线性算子犜：犢→犡 称为超弱紧算子．Ａｓｔａ

ｌａ
［１５］研究了一类由算子定义的测度，被视为连接算子理论与空间的桥梁，类似地，可以构建一个由超弱

紧算子生成的关于此测度的一个子类．对任意犃∈β（犡），定义

γ（犃）＝ｉｎｆ｛狋＞０：犃犜（犅犢）＋狋犅犡，犜是超弱紧算子｝，

其下确界取遍所有Ｂａｎａｃｈ空间犢 和超弱紧算子犜．

定理４　 设犡为Ｂａｎａｃｈ空间，任取犃，犅∈β（犡），有

１）γ（犃）≤γ（犅），如果犃犅；

２）γ（犃）＝γ（ＣＯ（犃））；

３）γ（犃∪犅）＝ｍａｘ｛γ（犃），γ（犅）｝；

４）γ（犃＋犅）≤γ（犃）＋γ（犅）‘

５）γ（狋犃）＝｜狋｜γ（犃），狋∈犚．

定理５　设犡为Ｂａｎａｃｈ空间，任取犃∈β（犡），则σ（犃）＝γ（犃）．

证明　当犜是犢 到犡 的超弱紧算子时，犜（犅犢）是相对超弱紧集，故σ（犃）≤γ（犃）．另一方面，由文
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献［５］，给定任一相对超弱紧集犛，必存在一个自反空间犢 及超弱紧算子犜：犢→犡，使得犛犜（犅犢），进

而γ（犃）≤σ（犃），命题得证．
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