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摘要：　对全直线上的四阶方程提出ＬａｇｕｅｒｒｅＬａｇｕｅｒｒｅ复合谱方法进行求解．通过构造恰当的基函数保证交

面的连续性，并用数值算例说明该方法的高精度．通过与纯 Ｈｅｒｍｉｔｅ谱方法进行数值结果比较，结果表明：该

方法具有有效性．
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近三十年来，关于求解四阶微分方程的谱方法的研究有很大进展．Ｓｈｅｎ
［１］采用ＬｅｇｅｎｄｒｅＧａｌｅｒｋｉｎ

谱方法求解二阶和四阶微分方程；Ｋｗａｎ等
［２］考虑可分离椭圆型问题的并行谱元计算；Ｓｈｅｎ等

［３］采用

ＬｅｇｅｎｄｒｅＰｅｔｒｏｖＧａｌｅｒｋｉｎ逼近法数值求解四阶方程；文献［４５］分别研究一维和二维四阶方程的谱元

计算；庄清渠等［６］研究四阶常微分方程的Ｂｉｒｋｈｏｆｆ配点法；文献［７８］分别研究两类四阶积分微分方程

的谱逼近；Ｃｈｅｎ
［９］研究四阶ＣａｈｎＨｉｌｌｉａｒｄ方程的ＬｅｇｅｎｄｒｅＧａｌｅｒｋｉｎ谱逼近．上述文献研究的是有界区

域上的四阶方程，对于无界区域上的四阶方程也有一些研究工作．叶小华
［１０］研究一维半直线区域四阶

方程的 ＬｅｇｅｎｄｒｅＬａｇｕｅｒｒｅ复合谱方法；Ｚｈｕａｎｇ等
［１１］研究一维半无界区域四阶方程的 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ

Ｌａｇｕｅｒｒｅ耦合谱元计算；李敏等
［１２］研究半无界条状区域四阶方程的ＬａｇｕｅｒｒｅＬｅｇｅｎｄｒｅ混合谱逼近；李

珊等［１３］研究半直线区域上四阶椭圆型方程的有理Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数全对角化谱方法；Ｙｕ等
［１４］研究全直线

区域上的对角化Ｌｅｇｅｎｄｒｅ有理谱方法．本文用ＬａｇｕｅｒｒｅＬａｇｕｅｒｒｅ复合谱方法求解全直线上的四阶方

程，并与一类Ｈｅｒｍｉｔｅ谱方法进行对比，主要考虑方程的数值计算．
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１　问题及复合逼近形式

记犐：＝（－∞，∞），考虑如下的四阶问题，即

λ２狌－λ１狌狓狓＋狌狓狓狓狓＝犳，　　狓∈犐，　λ１，λ２≥０，

ｌｉｍ
狓 →∞

狌（狓）＝ ｌｉｍ
狓 →∞

狌狓（狓）＝０
｝．

（１）

　　记犞＝ 狏；狏∈犎
２（犐），ｌｉｍ

狓 →∞
狌（狓）＝ ｌｉｍ

狓 →∞
狌狓（狓）｛ ｝＝０ ，则问题（１）的弱形式如下：找狌∈犞，使得

犱（狌，狏）＝（犳，狏），　　狏∈犞， （２）

式（２）中：犱（狌，狏）：＝λ２（狌，狏）＋λ１（狌狓，狏狓）＋（狌狓狓，狏狓狓），狌，狏∈犞．

对问题（２），用ＬａｇｕｅｒｒｅＬａｇｕｅｒｒｅ复合谱方法进行求解．首先，将（－∞，∞）剖分成犐１＝（－∞，０），

犐２＝（０，∞）两部分．然后，在两个区间上分别采用Ｌａｇｕｅｒｒｅ谱方法进行逼近．

记狌犐１：＝狌 犐
１
，狌犐２：＝狌 犐

２
，犖＝（犖１，犖２），令犘犖（Ω）为Ω上次数不超过犖 的全体多项式组成的空

间，并记

犘^犖
１
（犐１）：＝ｓｐａｎ｛犔^犿（－狓）；犿＝０，１，…，犖１｝，

犘^犖
２
（犐２）：＝ｓｐａｎ｛犔^犿（狓）；犿＝０，１，…，犖２｝．

其中，犔^犿（狓）＝犔犿（狓）ｅ
－
狓
２，而犔犿（狓）为犿阶Ｌａｇｕｅｒｒｅ多项式．记

犘犖＝｛狏；狏
犐
１∈犘^犖

１
（犐１），狏

犐
２∈Ρ^犖

２
（犐２）｝， （３）

犛犖＝犘犖∩犎
２（犐），　　犞犖＝犘犖∩犎

２
０（犐）． （４）

则问题（１）的ＬａｇｕｅｒｒｅＬａｇｕｅｒｒｅ复合逼近形式如下：找狌犖∈犞犖，使得

犱（狌犖，狏犖）＝（犳，狏犖），　　狏犖∈犞犖． （５）

２　计算实施

Ｌａｇｕｅｒｒｅ多项式犔犿 的基本性质
［１５］如下，即

犔犿（０）＝１，　　犔′犿（０）＝－犿，　　犔犿（狓）＝狓犔犿（狓）－狓犔犿＋１（狓）． （６）

Ｌａｇｕｅｒｒｅ函数｛犔^犿（狓）｝满足如下的正交性，即

∫
∞

０
犔^犿（狓）犔^狀（狓）ｄ狓＝δ犿狀． （７）

　　令


犐
１
犽 （狓）＝犔^犽（－狓）－２犔^犽＋１（－狓）＋犔^犽＋２（－狓），　　犽＝０，１，…，犖１－２， （８）


犐
２
犽 （狓）＝犔^犽（狓）－２犔^犽＋１（狓）＋犔^犽＋２（狓），　　犽＝０，１，…，犖２－２． （９）

若记犞
°犐
１

犖
１

：＝｛狌犐１；狌犐１∈Ρ^犖
１
（犐１），狌

犐
１（０）＝狌犐１狓 （０）＝０｝，犞

°犐
２

犖
２

：＝｛狌犐２；狌犐２∈Ρ^犖
２
（犐２），狌

犐
２（０）＝狌犐２狓 （０）＝

０｝，则由式（６），（７），容易验证犞
°犐
１

犖
１
＝ｓｐａｎ｛

犐
１
０
，
犐
１
１
，…，

犐
１

犖
１
－２
｝，犞
°犐
２

犖
２
＝ｓｐａｎ｛

犐
２
０
，
犐
２
１
，…，

犐
２

犖
２
－２
｝．

记犞
°

犖＝｛狌；狌
犐
１∈犞

°犐
１

犖
１

，狌犐２∈犞
°犐
２

犖
２

｝，令

φ１（狓）＝

３

２
犔^０（－狓）－

１

２
犔^１（－狓），　　狓∈犐１，

３

２
犔^０（狓）－

１

２
犔^１（狓），　　狓∈犐２

烅

烄

烆
．

（１０）

φ２（狓）＝
－犔^０（－狓）＋犔^１（－狓），　　狓∈犐１，

犔^０（狓）－犔^１（狓），　　狓∈犐２
烅
烄

烆 ，
（１１）

容易验证φ１∈犞犖，φ１（０）＝１，φ′１（０）＝０，φ２∈犞犖，φ２（０）＝０，φ′２（０）＝１，犞犖＝犞
°

犖∪ｓｐａｎ｛φ１，φ２｝．

类似于文献［１１，１６］求解高阶方程的过程，ＬａｇｕｅｒｒｅＬａｇｕｅｒｒｅ复合逼近问题（５）所对应的线性系统

可通过如下３个步骤进行求解．

１）构造犞
°

犖关于双线性形式犱（·，·）的正交补．设φ
°
１，φ
°
２∈犞

°

犖是如下问题的解，即
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犱（φ犻
° ，狏犖° ）＝－犱（φ犻，狏犖

° ），　　狏犖° ∈犞
°

犖，　犻＝１，２． （１２）

令Θ犻＝φ
°
犻＋φ犻，犻＝１，２，并且记犞

犎
犖：＝ｓｐａｎ｛Θ１，Θ２｝，因此，犞

°

犖与犞
犎
犖 在犱（·，·）意义下是正交的．

２）求解．寻找狌°犖∈犞
°

犖，使得

犱（狌°犖，狏°犖）＝（犳，狏°犖），　　狏°犖∈犞
°

犖． （１３）

求解区域交面处的函数值及导数值狌犖（０），狌′犖（０），

犱（Θ１，Θ犻）狌犖（０）＋犱（Θ２，Θ犻）狌′犖（０）＝（犳，Θ犻），　　犻＝１，２． （１４）

３）结合．由式（１３），（１４）可知，对任意的狏犖∈犞犖，有

犱（狌°犖＋狌犖（０）Θ１＋狌′犖（０）Θ２，狏犖）＝（犳，狏犖）． （１５）

因此，问题（５）的解为

狌犖＝狌°犖＋狌犖（０）Θ１＋狌′犖（０）Θ２． （１６）

问题（５）分解成了两个相对独立的子问题，子问题（１２）和（１３）分别由九对角问题和五对角问题组

成，因而容易进行求解．

在子区间犐２ 上，记犪犽，犼 ＝ （（
犐
２
犼 ）″，（

犐
２
犽 ）″），犃＝ （犪犽，犼）犽，犼＝０，１，…，犖２－２，犫犽，犼 ＝ （（

犐
２
犼 ）′，（

犐
２
犽 ）′），犅＝

（犫犽，犼）犽，犼＝０，１，…，犖２－２，犮犽，犼 ＝ （
犐
２
犼 ，

犐
２
犽 ），犆＝ （犮犽，犼）犽，犼＝０，１，…，犖２－２，犳

２
犽 ＝ （犳

犐
２，

犐
２
犽 ），犉

２
＝ （犳

２
０，犳

２
１，…，犳

２
犖
２－２
）Ｔ，

狌犐２ ＝∑

犖
２－２

犽＝０

狌２犽
犐
２
犽 ，犝

２
＝ （狌

２
０，狌

２
１，…，狌

２
犖
２－２
）Ｔ，则问题（１３）在犐２ 上简化成

（λ２犆＋λ１犅＋犃）犝
２＝犉２． （１７）

由Ｌａｇｕｅｒｒｅ函数的正交性可得

犪犽，犼＝

１

１６
，　　犼＝犽＋２，

１

４
，　　犼＝犽＋１，

３

８
，　　犼＝犽，

１

４
，　　犼＝犽－１，

１

１６
，　　犼＝犽－２，

０，　　其他

烅

烄

烆 ，

　　犫犽，犼＝

－
１

４
，　　犼＝犽＋２，

１

２
，　　犼＝犽，

－
１

４
，　　犼＝犽－２，

０，　　其他

烅

烄

烆 ，

　　犮犽，犼＝

１，　　犼＝犽＋２，

－４，　　犼＝犽＋１，

６，　　犼＝犽，

－４，　　犼＝犽－１，

１，　　犼＝犽－２，

０，　　其他

烅

烄

烆 ．

由此可知，矩阵都是对称的，且最多是五对角阵，因而式（１７）可以有效地求解．子问题（１３）在犐１ 上

的代数方程组与其在犐２ 上的代数方程组类似．

子问题（１２）对应的代数方程组的系数矩阵与子问题（１３）相同．子问题（１２）对应的代数方程组的右

端项可通过对φ１（狓），φ２（狓）进行求导，有

φ′１（狓）＝

１

４
犔^０（－狓）－

１

４
犔^１（－狓），　　狓∈犐１，

－
１

４
犔^０（狓）＋

１

４
犔^１（狓），　　狓∈犐２

烅

烄

烆
．

φ″１（狓）＝

－
１

８
犔^０（－狓）－

１

８
犔^１（－狓），　　狓∈犐１，

－
１

８
犔^０（狓）－

１

８
犔^１（狓），　　狓∈犐２

烅

烄

烆
．

φ′２（狓）＝

１

２
犔^０（－狓）＋

１

２
犔^１（－狓），　　狓∈犐１，

１

２
犔^０（狓）＋

１

２
犔^１（狓），　　狓∈犐２

烅

烄

烆
．

φ″２（狓）＝

３

４
犔^０（－狓）＋

１

４
犔^１（－狓），　　狓∈犐１，

－
３

４
犔^０（狓）－

１

４
犔^１（狓），　　狓∈犐２

烅

烄

烆
．
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又因为

（
犐
１
犽 ）′（狓）＝－

１

２
犔^犽（－狓）＋

１

２
犔^犽＋２（－狓），　　犽＝０，１，２，…，犖１－２，

（
犐
１
犽 ）″（狓）＝

１

４
犔^犽（－狓）＋

１

２
犔^犽＋１（－狓）＋

１

４
犔^犽＋２（－狓），　　犽＝０，１，２，…，犖１－２

烅

烄

烆
．

（
犐
２
犽 ）′（狓）＝

１

２
犔^犽（狓）－

１

２
犔^犽＋２（狓），　　犽＝０，１，２，…，犖２－２，

（
犐
２
犽 ）″（狓）＝

１

４
犔^犽（狓）＋

１

２
犔^犽＋１（狓）＋

１

４
犔^犽＋２（狓），　　犽＝０，１，２，…，犖２－２

烅

烄

烆
．

从而在区间犐１ 上，有

（φ
犐
１
１
，
犐
１
０
）＝
５

２
，

（φ
犐
１
１
，
犐
１
１
）＝－

１

２
，

（φ
犐
１
１
，
犐
１
犽 ）＝０，　　犽≥２

烅

烄

烆 ，

（（φ
犐
１
１
）′，（

犐
１
０
）′）＝－

１

８
，

（（φ
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１
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１
１
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（（φ
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（（φ
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犐
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０
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３
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（（φ
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１
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犐
１
１
）″）＝－

１

３２
，

（（φ
犐
１
１
）″，（

犐
１
犽 ）″）＝０，　　犽≥２

烅

烄

烆 ，

以及

（φ
犐
１
２
，
犐
１
０
）＝－３，

（φ
犐
１
２
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犐
１
１
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犐
１
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犐
１
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烅
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（（φ
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）′，（

犐
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１

４
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（（φ
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１
２
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犐
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１
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，

（（φ
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１
２
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犐
１
犽 ）′）＝０，　　犽≥２

烅

烄

烆 ，

（（φ
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１
２
）″，（

犐
１
０
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５
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１
２
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犐
１
１
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１

１６
，

（（φ
犐
１
２
）″，（

犐
１
犽 ）″）＝０，　　犽≥２

烅

烄

烆 ，

而在区间犐２ 上，有

（φ
犐
２
１
，
犐
２
０
）＝
５

２
，

（φ
犐
２
１
，
犐
２
１
）＝－

１

２
，

（φ
犐
２
１
，
犐
２
犽 ）＝０，　　犽≥２

烅
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烆 ，

（（φ
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２
１
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犐
２
０
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８
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２
１
）′，（

犐
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８
，
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２
１
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犐
２
犽 ）′）＝０，　　犽≥２

烅
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２
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３
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以及
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２
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０
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（φ
犐
２
２
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２
１
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２
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２
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０
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２
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犐
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烅

烄

烆 ．

因此，可得子问题（１２）对应代数方程组的右端项．

对于子问题（１４），由于
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犐
１
１
）′，（φ

犐
１
１
）′）＝

１

８
，　　（（φ

犐
１
１
）″，（φ

犐
１
１
）″）＝

１

３２
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２
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１
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２
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２
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２
２
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２
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２
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２
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２
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，φ
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２
２
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２
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２
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犐
２
２
）″，（φ
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２
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５

８

烅

烄

烆
．

易得犱（φ犼，φ犻），进而可得犱（Θ犼，Θ犻）＝犱（φ
°
犼，φ犻）＋犱（φ犼，φ犻）及子问题（１４）对应的系数矩阵．

８７２ 华 侨 大 学 学 报 （自 然 科 学 版）　　　　　　　　　　　　　　２０２１年



犺狋狋狆：∥狑狑狑．犺犱狓犫．犺狇狌．犲犱狌．犮狀

图１　最大误差随槡犖的变化情况

Ｆｉｇ．１　Ｍａｘｉｍｕｍｅｒｒｏｒｓｃｈａｎｇｅｗｉｔｈ槡犖

３　数值算例

算例１　在问题（１）中，固定λ１＝λ２＝１，取精确解为

狌（狓）＝ｓｉｎ（狓）ｅ－σ狓
２

．

首先，考察收敛性，取犖１＝犖２＝犖．在半ｌｏｇ尺度下，最大

误差（εｍａｘ）随槡犖的变化情况，如图１所示．由图１可知：误差

呈ｅ－ 槡犮 犖指数收敛．

其次，当σ＝０．０１和σ＝０．０２时，分别利用 Ｌａｇｕｅｒｒｅ

Ｌａｇｕｅｒｒｅ复合谱方法及 Ｈｅｒｍｉｔｅ谱方法进行计算，得到的最

大误差，如表１所示．由表１可知：当σ比较小时，用Ｌａｇｕｅｒｒｅ

Ｌａｇｕｅｒｒｅ复合谱方法进行逼近的误差比用 Ｈｅｒｍｉｔｅ谱方法进

行逼近的误差要小得多．因此，ＬａｇｕｅｒｒｅＬａｇｕｅｒｒｅ复合谱方法逼近更具优越性．

表１　两种方法在狌（狓）＝ｓｉｎ（狓）ｅ－σ狓
２
时的最大误差

Ｔａｂ．１　Ｍａｘｉｍｕｍｅｒｒｏｒｓｂｙｔｗｏｗａｙｓｆｏｒ狌（狓）＝ｓｉｎ（狓）ｅ
－σ狓
２

（犖１，犖２）
εｍａｘ（ＬａｇｕｅｒｒｅＬａｇｕｅｒｒｅ）

σ＝０．０１ σ＝０．０２
犖

εｍａｘ（Ｈｅｒｍｉｔｅ）

σ＝０．０１ σ＝０．０２

（３２，３２） ０．００２０ ６．１５４７×１０－４ ６４ ０．２６１０ ０．０７５５

（６４，６４） １．８４００×１０－６ ５．２１６８×１０－７ １２８ ０．００５３ ５．１６９４×１０－４

（１２８，１２８） １．５９２１×１０－１２ １．００５８×１０－１２ ２５６ ０．００２３ １．７５３３×１０－５

（１４０，１４０） １．３１６９×１０－１３ ３．３７５１×１０－１４ ５１２ １．３３９９×１０－５ ６．４３４９×１０－１０

　　算例２　在问题（１）中，取精确解狌（狓）＝
１

（１＋狓２）犺
．当犺＝１，犺＝２时，分别利用ＬａｇｕｅｒｒｅＬａｇｕｅｒｒｅ

复合谱方法及Ｈｅｒｍｉｔｅ谱方法进行计算，得到最大的误差，如表２所示．由表２可知：当犺比较小时，用

ＬａｇｕｅｒｒｅＬａｇｕｅｒｒｅ复合谱方法进行逼近的误差比用 Ｈｅｒｍｉｔｅ谱方法进行逼近的误差要小得多．因此，

ＬａｇｕｅｒｒｅＬａｇｕｅｒｒｅ复合谱方法比Ｈｅｒｍｉｔｅ谱方法更具优越性．

表２　两种方法在狌（狓）＝
１

（１＋狓２）犺
时的最大误差

Ｔａｂ．２　Ｍａｘｉｍｕｍｅｒｒｏｒｓｂｙｔｗｏｗａｙｓｆｏｒ狌（狓）＝
１

（１＋狓２）犺

（犖１，犖２）
εｍａｘ（ＬａｇｕｅｒｒｅＬａｇｕｅｒｒｅ）

犺＝１ 犺＝２
犖

εｍａｘ（Ｈｅｒｍｉｔｅ）

犺＝１ 犺＝２

（３２，３２） ０．００５１ ０．００８４ ６４ ０．００５９ ０．００１１

（６４，６４） ３．９０２７×１０－５ １．３６３８×１０－４ １２８ ０．００３２ ４．８８１０×１０－６

（１２８，１２８） ４．０３８２×１０－７ ３．５１７７×１０－６ ２５６ ０．００１７ ３．３０７８×１０－６

（２５６，２５６） １．６４０２×１０－９ ６．９６５１×１０－９ ５１２ ８．６３０５×１０－４ ８．５８４０×１０－７

４　结束语

将全直线区域剖分为两部分，进而构造了求解全直线上四阶方程的ＬａｇｕｅｒｒｅＬａｇｕｅｒｒｅ复合谱方

法．数值结果表明，复合方法具有谱收敛性．同时，通过与纯 Ｈｅｒｍｉｔｅ谱方法的比较可以看出，复合谱方

法对求解具有衰减缓慢解析解的问题具有优越性．
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