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　　广义犇犻犮犽犿犪狀方程的一些新结果
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摘要：　研究一类广义Ｄｉｃｋｍａｎ方程正解的大时间动力学性态，通过分析广义Ｄｉｃｋｍａｎ方程主解与次主解的

渐近行为，给出所有解的表达式及其渐近估计，所得结果推广并改进了广义Ｄｉｃｋｍａｎ方程的相关结果．实例

验证结果表明：这一类广义Ｄｉｃｋｍａｎ方程所有解的表达式及其渐近估计更具有普遍性．
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考虑广义Ｄｉｃｋｍａｎ方程

狓′（狋）＝－
α
狋狀
１－
１（ ）狋

α－１

狓（狋－１） （１）

的大时间动力学性态．其中，狋≥狋０，狋０ 充分大；狀为正整数；α为一个固定的常数，α≥１．

显然，当α＝１且狀＝１时，方程（１）退化为经典的Ｄｉｃｋｍａｎ方程，即

狓′（狋）＝－
１

狋
狓（狋－１）． （２）

在解析数论中，Ｄｉｃｋｍａｎ方程具有非常重要的应用．Ｄｉｃｋｍａｎ函数是一个特殊函数，常用于估计方

程（２）给定范围内的平滑数的频率．

极限ｌｉｍ
狔→∞
Ψ（狔

狋，狔）狔
－狋，狋＞０是 ［０，１］上，由单位初始函数生成的方程（２）的解，Ψ（狔１，狔２）表示不超过

狔１ 的素数，且不超过狔２ 的正整数的个数，也称为Ｄｉｃｋｍａｎ函数．

　　当狀＝１时，方程（１）退化为广义的Ｄｉｃｋｍａｎ方程，即
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狓′（狋）＝－
α
狋
１－
１（ ）狋

α－１

狓（狋－１）． （３）

　　方程（３）包含经典的Ｄｉｃｋｍａｎ方程（２），因而方程（３）受到学术界的广泛关注
［１５］．鉴于时滞微分方

程解的渐近行为具有非常重要的理论和实际意义［６１２］，Ｄｉｂｌíｋ
［１３］研究了方程（３）的主解、次主解及所有

解的渐近行为等大时间动力学性态，得到定理Ａ～Ｃ．

定理犃　对任意给定的常数犽１＞０与ε＞０，如果不等式ε＞α犽１ 成立，则对充分大的狋０，在区间［狋０－

１，∞）上存在方程（３）的一个正的主解狓１（狋），满足

狓１（狋）－
犽１
狋α
＜
ε
狋α＋１

，　　狋∈［狋０－１，∞）．

定理犅　对任意给定的常数犕２＞０，当狋０ 充分大时，在区间［狋０－１，∞）上存在方程（３）的一个正的

次主解狓２（狋），满足

０＜狓２（狋）＜犕２ｅｘｐ（－槡狋），　　狋∈［狋０－１，∞）．

考虑初值问题

狓（狋）＝φ（狋），　　狋∈［狋０－１，狋０］． （４）

式（４）中：φ（狋）是方程（１）的连续初值函数，方程（３）是方程（１）的特殊情形，因此，φ（狋）也是方程（３）的连

续初值函数．

定理犆　若狓（狋０，φ）（狋）是方程（３）满足初值条件（４）的唯一解，则狓（狋０，φ）（狋）满足

ｌｉｍ
狋→∞
狋α狓（狋０，φ）（狋）＝犆α（狋０，φ）．

上式中：犆α（狋０，φ）∶＝狋
α
０φ（狋０）－α∫

狋
０

狋
０－１
狊α－１φ（狊）ｄ狊．

因为方程（３）是方程（１）的特殊情况，而定理 Ａ～Ｃ是通过研究方程（３）得到的结果，因此，考虑将方

程（３）上的定理 Ａ～Ｃ的可行性推广到方程（１）上．

１　预备知识

考虑线性时滞微分方程

狓′（狋）＝－犆（狋）狓（狋－τ（狋））． （５）

式（５）中：犆（狋），τ（狋）均为连续函数．

定义１
［１４］
　如果存在初值函数φ（狋）使方程（５）在初值条件下存在一个最终正解（最终负解），那么，

称方程（１）是非振荡的（振荡的）．

方程（５）最终正解（狋→∞）存在性问题的证明可参考文献［１４１５］的著名积分准则．

引理１
［１３］
　若方程（５）在区间［狋０－１，∞）上存在一个正解，则方程（５）在区间［狋０－１，∞）存在两个正

解狓ｄ（狋），狓ｓ（狋），满足

ｌｉｍ
狋→∞

狓ｓ（狋）

狓ｄ（狋）
＝０， （６）

使方程（５）在区间［狋０－１，∞）上的任意解狓＝狓（狋）都可以被唯一地表示为

狓（狋）＝犽狓ｄ（狋）＋ο（狓ｓ（狋））． （７）

式（７）中：常数犽依赖于狓．

定义２
［１６］
　如果在区间［狋０－１，∞）上，方程（５）的正解狓ｓ（狋），狓ｄ（狋）满足方程（６），则称狓ｄ（狋）为主解，

狓ｓ（狋）为次主解．

引理２
［１７］
　对任意狋≥狋０，φ∈犆狉，（狋＋θ，φ（θ））∈Ω，Ω∶＝｛（狋，狓）∶狋≥狋０－狉，ρ（狋）＜φ（狋）＜δ（狋）｝，θ∈

［－狉，０），若当φ（０）＝δ（狋）时，有

δ′（狋）＜－
α
狋狀
１－
１

狋（ ）狀
α－１

φ（狋－１） （８）

成立，且当φ（０）＝ρ（狋）时，有

ρ′（狋）＞－
α
狋狀
１－
１

狋（ ）狀
α－１

φ（狋－１） （９）
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成立，则方程（５）在区间［狋０－狉，∞）上存在一个解狓（狋）满足

ρ（狋）＜狓（狋）＜δ（狋），　　狋∈［狋０－狉，∞）． （１０）

引理３
［１３］
　若狓


２ （狋）和狓


２ （狋）分别是方程（５）在区间［狋０－１，∞）上的两个次主解，则存在一个常数

犕＞０，使

狓２ （狋）犕
－１
≤狓


２ （狋）≤犕狓２ （狋） （１１）

成立．其中，狋∈［狋０－１，∞），狋０ 是充分大的．

在方程（５）中，令犆（狋）＝
α
狋狀
１－
１

狋（ ）狀
α－１

，τ（狋）＝１，那么，方程（５）退化为方程（１），此时，引理１～３仍

然成立．

２　主要结果及证明

通过理论分析和过程推导，针对方程（１）可得定理１～３．

定理１　对于任意给定的常数犽ｄ＞０与ε＞０，如果不等式

ε＞α犽ｄ （１２）

成立，那么，对于充分大的狋０，在区间［狋０－１，∞）上存在方程（１）的一个正的主解狓ｄ（狋），满足

狓ｄ（狋）－
犽ｄ
狋α
＜
ε
狋α＋１

，　　狋∈［狋０－１，∞）． （１３）

证明：在引理２中，令δ（狋）∶＝
犽ｄ
狋α
＋
ε
狋α＋１

，ρ（狋）∶＝
犽ｄ
狋α
－
ε
狋α＋１

，当狋０ 充分大时，式（１０）成立．

首先，证明不等式（８）成立，考虑函数

ψ狀（狋）＝－
α
狋狀
１－
１（ ）狋

α－１

φ（狋－１）．

当狋０ 充分大时，需证明不等式

ψ狀（狋）＞－
α
狋狀
１－

１（ ）狋
α－１

δ（狋－１）＝－
α
狋狀
（狋－１）α－

１

狋α－１
犽ｄ

（狋－１）α
＋

ε
（狋－１）α＋［ ］１ ＝

－
α犽ｄ
狋狀＋α－１

（狋－１）α－
１

（狋－１）α
－
αε
狋狀＋α－１

（狋－１）α－
１

（狋－１）α＋
１ ＝－

α犽ｄ
狋狀＋α－１

１

狋－１
－
αε
狋狀＋α－１

１
（狋－１）

２ ＝

－
α犽ｄ
狋狀＋α

狋
狋－１

－
αε
狋狀＋α＋１

狋２

（狋－１）
２ ＝－

α犽ｄ
狋狀＋α

１

１－
１

狋

－
αε
狋狀＋α＋１

１

１－
１

烄

烆

烌

烎狋

２

＝

－
α犽ｄ
狋狀＋α

１＋
１（ ）狋 －

αε
狋狀＋α＋１

＋ο
１

狋α＋（ ）２ ＝－α犽ｄ狋狀＋α－
α（犽ｄ＋ε）

狋狀＋α＋１
＋ο

１

狋α＋（ ）２ ＞
－
α犽ｄ
狋α＋１

－
（α＋１）ε
狋α＋２

＋ο
１

狋α＋（ ）２
成立，而若要式（８）成立，则不等式

α犽ｄ
狋狀＋α

＋
α（犽ｄ＋ε）

狋狀＋α＋１
＜
α犽ｄ
狋α＋１

＋
（α＋１）ε
狋α＋２

成立即可．由于满足不等式（５），则不

等式（８）成立．

类似地，对不等式（９）的证明可采用同样的方法．因此，由引理２可知，不等式（１０）成立，有定理１中

的不等式 狓ｄ（狋）－
犽ｄ
狋α
＜
ε
狋α＋１

，狋∈［狋０－１，∞）成立．

证毕．

注１　比较定理１和定理 Ａ．当狀＝１时，定理１与定理 Ａ一致；当狀＞１时，若使不等式
α犽ｄ
狋狀＋α

＋

α（犽ｄ＋ε）

狋狀＋α＋１
＜
α犽ｄ
狋α＋１

＋
（α＋１）ε
狋α＋２

成立，需狋充分大．因此，当狋→∞时，定理１即使不含式（５），结论仍成立．

根据注１，可得推论１．

推论１　对任意给定的常数犽ｄ＞０，ε＞０，当狋０ 充分大时，在区间［狋０－１，∞）上存在方程（１）的一个
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正的主解狓ｄ（狋），满足

狓ｄ（狋）－
犽ｄ
狋α
＜
ε
狋α＋１

，　　狋∈［狋０－１，∞）．

定理２　对于任意给定的常数犕ｓ＞０，当狋０ 充分大时，则在区间［狋０－１，∞）上存在方程（１）的正的

次主解狓ｓ（狋），满足

０＜狓ｓ（狋）＜犕ｓｅｘｐ（－槡狋），　　狋∈［狋０－１，∞）． （１４）

证明：在引理２中，令ρ（狋）∶＝０，δ（狋）∶＝犕ｓｅｘｐ（－槡狋），当狋０ 充分大时，不等式（１０）成立．

首先，证明不等式（８）成立，考虑函数

ψ狀（狋）＝－
α
狋狀
１－
１（ ）狋

α－１

φ（狋－１）．

根据引理２，则有不等式ψ狀（狋）＞－
α
狋狀
１－
１（ ）狋

α－１

δ（狋－１）成立．

若对δ（狋）求导，可得

δ′（狋）＝－
犕ｓ

２槡狋
ｅｘｐ（－槡狋）＜－

α
狋狀
１－

１（ ）狋
α－１

δ（狋－１）＝

－
α犕ｓ

狋狀
１－

１（ ）狋
α－１

ｅｘｐ（－ 狋－槡 １） （１５）

成立，或１＞
２α

狋狀－
１
２

１－
１（ ）狋

α－１

ｅｘｐ（槡狋－ 狋槡－１）成立，即可证明不等式（８）成立．

当狋→∞，式（１５）右极限等于０，因此，当狋０ 充分大时，存在区间［狋０－１，∞），使式（８）成立．

类似地，对不等式（９）的证明，可采用同样的方法求证．因为δ′（狋）＝０和φ（狋－１）＞０满足引理２中

的条件（式（８），（９）），由引理２可得不等式（１０）成立，则定理２中的不等式０＜狓ｓ（狋）＜犕ｓｅｘｐ（－槡狋），狋∈

［狋０－１，∞）成立．

证毕．

定理３　若狓（狋０，φ）（狋）是方程（１）满足初值条件（４）的唯一解，则狓（狋０，φ）（狋）满足

ｌｉｍ
狋→∞
狋α狓（狋０，φ）（狋）＝犆α（狋０，φ）． （１６）

其中，

犆α（狋０，φ）∶＝狋
α
０φ（狋０）－α∫

狋
０

狋
０－１

（狊＋１）
１－狀狊α－１狓（狊）ｄ狊． （１７）

证明：由于［狋α狓（狋）］′＝α狋α
－１狓（狋）＋狋α狓′（狋）成立，代入式（１），可得

∫
狋

狋
０

［狊α狓（狊）］′ｄ狊－α∫
狋

狋
０

狊α－１狓（狊）ｄ狊＝－α∫
狋

狋
０

狊α

狊狀
１－

１（ ）狊
α－１

狓（狊－１）ｄ狊．

方程（１）的初值问题等价于

狓（狋）＝

φ（狋），　　狋０－１≤狋≤狋０，

１

狋α
狋α０狓（狋０）＋α∫

狋

狋
０

狊α－１狓（狊）ｄ狊－α∫
狋－１

狋
０－１

（狊＋１）
１－狀狊α－１狓（狊）ｄ｛ ｝狊 ，　　狋＞狋０烅

烄

烆
．

（１８）

由引理１，３及方程式（５），（１８）可知，存在两个非负常数犔１，犔２，使

狋α狓（狋）－犆α（狋０，φ）＝α∫
狋

狋
０

狊α－１狓（狊）ｄ狊－α∫
狋－１

狋
０

（狊＋１）
１－狀狊α－１狓（狊）ｄ狊＝

∫
狋

狋
０

α狊
α－１狓（狊）ｄ狊－α∫

狋－１

狋
０

狊α－１
１

狊＋（ ）１
狀－１

狓（狊）ｄ狊＝

∫
狋

狋
０

α狊
α－１狓（狊）ｄ狊－α∫

狋－１

狋
０

狊α－１（１＋ο（狊））
狀－１狓（狊）ｄ狊≤

∫
狋

狋
０

α狊
α－１狓（狊）ｄ狊－α∫

狋－１

狋
０

狊α－１狓（狊）ｄ狊≤

∫
狋

狋－１
α狊
α－１［犔１狓ｄ（狊）＋犔２狓ｓ（狊）］ｄ狊
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成立．其中，狓ｄ，狓ｓ分别为方程（１）的主解和次主解．

若取犽ｄ＝犕ｓ＝１，则可根据定理１，２得到主解、次主解，分别满足

狓ｄ（狋）＝狋
－α（１＋ο（１）），　　０＜狓ｓ（狋）＜ｅｘｐ（－槡狋）．

利用引理１中的式（７），且α≥１，易知存在非负常数犔
１ ≥犔１，使

α∫
狋

狋－１
狊α－１［犔１狓ｄ（狊）＋犔２狓ｓ（狊）］ｄ狊≤α犔


１∫

狋

狋－１

狊α－１

狊α
ｄ狊＝α犔


１∫

狋

狋－１

１

狊
ｄ狊

成立．此时，当狋→∞时，上式右侧极限为０．

因此，可得

ｌｉｍ
狋→∞
狋α狓（狋）－犆α（狋０，φ）＝０，

即式（８）成立．

证毕．

注２　当狀＝１时，定理１～３退化为定理Ａ～Ｃ．此外，定理１～３还包含狀为其他正整数的情形，故

定理１～３更加广泛．

由定理１，２可知：方程（１）中的主解和次主解都是正解，而方程（１）又是方程（５）的特殊形式，则根据

定义１，可得方程（１）的任意解均为最终的正解，即方程（１）是非振荡的．

３　典型例题及一些开问题

例１　针对定理１，取狀＝２，α＝１，犽ｄ＝１，ε＝１，则方程（１）可化为

狓′（狋）＝－
１

狋２
狓（狋－１）． （１９）

例１中的α，犽ｄ，ε并不满足定理Ａ中的条件，而是满足定理１中的ε＝α犽ｄ，这与定理Ａ相矛盾．在引

理２中，令ρ（狋）∶＝
１

狋
－
１

狋２
，δ（狋）∶＝

１

狋
＋
１

狋２
，考虑函数

ψ２（狋）＝－
１

狋２φ
（狋－１）．

当狋０ 充分大时，易得

ψ２（狋）＞－
１

狋２
δ（狋－１）＝－

１

狋２
１

狋－１
＋

１
（狋－１）［ ］２ ＝

－
１

狋２
１

狋－１
－
１

狋２
１

（狋－１）
２ ＝－

１

狋３
１

１－
１

狋

－
１

狋４

１

１－
１

烄

烆

烌

烎狋

２

＝

－
１

狋３
１＋

１（ ）狋 －
１

狋４
＋ο

１

狋α＋（ ）２ ＝－１狋３ －
２

狋４
＋ο

１

狋α＋（ ）２ ，
而δ′（狋）＝－

１

狋２
－
２

狋３
，则有ψ２（狋）＞δ′（狋），同理可得ψ２（狋）＜ρ′（狋），根据引理２可知定理１成立，即证得方

程（１９）的近似解满足式（６）．

在例１中，取ε＝α犽ｄ，但方程（１９）的近似解仍满足式（６），因此，定理１比定理Ａ的应用更加广泛．

开问题１　对于方程

狓′（狋）＝－
α
狋狀
１－
１

狋（ ）狀
α－１

狓（狋－１），

定理１～３是否仍适用？

开问题２　对于方程

狓′（狋）＝－
α
狋狀
１－
１

狋（ ）狀
α－１

狓（狋－τ（狋）），

定理１～３是否仍适用？其中，τ（狋）是依赖于时间狋的时滞函数．

９３１第１期　　　　　　　　　　　　　 冯利文，等：广义Ｄｉｃｋｍａｎ方程的一些新结果
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·

＝

　　　－犮（狋）狓（狋－τ）［Ｊ］．ＡｄｖａｎｃｅｓｉｎＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０１５，２８０：１２０．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ａｉｍ．２０１５．０４．０１３．
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