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　　　二维犃犾犾犲狀犆犪犺狀方程的有限

差分法／配点法求解
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摘要：　对二维ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程中的时间方向采用有限差分法，空间方向采用重心插值配点法，非线性项采

用牛顿迭代法，导出离散的线性代数方程组．最后，通过数值算例验证配点法格式的精度及能量递减规律．
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犺狋狋狆：∥狑狑狑．犺犱狓犫．犺狇狌．犲犱狌．犮狀

１　一般的二维偏微分方程的离散化及推导

考虑一个矩形区域Ω＝［犪，犫］×［犮，犱］，令犪＝狓０＜狓１＜狓２＜…＜狓狀＝犫为区间［犪，犫］上狀＋１个不同

的节点，犮＝狔０＜狔１＜狔２＜…＜狔犿＝犱为区间［犮，犱］上犿＋１个不同的节点，从而区域Ω上张量型节点为

｛（狓犻，狔犻），犻＝０，１，２，…，狀；犼＝０，１，２，…，犿｝．

对于二维的偏微分方程，固定狔，考虑变量狓的方向，重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值公式为

狆（狓）＝∑
狀

犼＝０

狑犼
狓－狓犼

犳犼／∑
狀

犼＝０

狑犼
狓－狓犼

， （１）

可以推得如下表达式，即

狌（狓，狔）＝∑
狀

犼＝０

狑犼
狓－狓犼

狌犼（狔）／∑
狀

犼＝０

狑犼
狓－狓犼

． （２）

式（２）中：狑犼 ＝
１

∏
犼≠犽

（狓犼－狓犽）
，犼＝０，１，２，…，狀．

令 Υ犼（狓）＝
狑犼

狓－狓犼
／∑

狀

犼＝０

狑犼
狓－狓犼

（３）

为狓方向的重心插值基函数，则式（２）为

狌（狓，狔）＝∑
狀

犼＝０

Υ犼（）狓狌犼（）狔 ． （４）

同理，固定狓，考虑变量狔的方向，式（２）可为

狌（狓，狔）＝∑
犿

犼＝０
β犼（狔）狌犼（狓）． （５）

式（５）中：β犼（狔）是狔方向的重心插值基函数．

由式（４），（５），狌（狓，狔）在节点｛（狓犻，狔犻），犻＝０，１，２，…，狀，犼＝０，１，２，…，犿｝上的重心插值为

狌（狓，狔）＝∑
狀

犻＝０
∑
犿

犼＝０

Υ犻（狓）β犼（狔）狌犻，犼， （６）

推得狌（狓，狔）的犾＋犽阶偏导数为


犾＋犽狌

狓
犾
狔

犽 ＝∑
狀

犻＝０
∑
犿

犼＝０

Υ
（犾）
犻 （狓）β

（犽）
犼 （狔）狌犻，犼，　　犾，犽＝０，１，２，…． （７）

偏导数在节点（狓狆，狔狇）处的函数值近似为

狌
（犾，犽）（狓狆，狔狇）＝


犾＋犽狌（狓狆，狔狇）

狓
犾
狔

犽 ＝∑
狀

犻＝０
∑
犿

犼＝０

Υ
（犾）
犻 狓（ ）狆β

（犽）
犼 （狔狇）狌犻，犼，

狆＝０，１，…，狀，　狇＝０，１，…，犿． （８）

所以，二维偏微分方程的重心插值配点法的格式为

（∑
狀

犻＝０
∑
犿

犼＝０

Υ
（２）
犻 （狓狆）β

（０）
犼 （狔狇）＋∑

狀

犻＝０
∑
犿

犼＝０

Υ
（０）
犻 （狓狆）β

（２）
犼 （狔狇））狌犻，犼 ＝犳犻，犼． （９）

式（９）中：犳犻，犼为犳（狓，狔）在节点（狓犻，狔犼）处的函数值．式（９）用微分矩阵表示为

（犇
（２，０）＋犇

（０，２））狌犻，犼＝犳犻，犼． （１０）

２　二维犃犾犾犲狀犆犪犺狀方程在重心插值配点法下的计算格式

二维ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程为

狌

狋
－

２狌

狓
２＋

２狌

狔（ ）２ ＋１ε２狌（狌－１）＝０，
狌（狓，狔，０）＝０，

狌（０，狔，狋）＝１，　　狌（１，狔，狋）＝－１，

狌（狓，０，狋）＝１，　　狌（狓，１，狋）＝－１

烍

烌

烎．

（１１）

由于自变量有３个，可以先将时间狋离散化．在狋固定后，即可利用重心插值配点法求解狓狔空间上
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的数值解．对时间向后差分，得到的变形式为

狌狀＋１－狌狀

Δ狋
－狌狀＋１狓，狓 －狌

狀＋１
狔，狔 ＋

１

ε
２狌

狀＋１（（狌狀＋１）２－１）＝０． （１２）

对非线性项Ｔａｌｏｒ展开后格式变形为

狌狀＋１－狌狀

Δ狋
－狌狀＋１狓，狓 －狌

狀＋１
狔，狔 ＋

１

ε
２
［（狌狀）３－狌狀＋（３（狌狀）２－１）（狌狀＋１－狌狀）］＝０． （１３）

由式（１３）获得重心插值配点法的计算格式为

１

Δ狋
－犇

（２，０）－犇
（０，２）＋

１

ε
２
（３（狌狀）２－１［ ］）狌狀＋１＝狌

狀

Δ狋
－
１

ε
２
［（狌狀）３－狌狀＋（３（狌狀）２－１）狌狀］． （１４）

３　数值算例

为便于分析，定义绝对误差Ｅｒｒａ和相对误差Ｅｒｒｒ分别为

Ｅｒｒａ＝‖狔ｃ－狔ｅ‖２，　　Ｅｒｒｒ＝
‖狔ｃ－狔ｅ‖２

‖狔ｅ‖２
． （１５）

式（１５）中：狔ｃ，狔ｅ分别为数值解和解析解的列向量；‖·‖２ 为向量的二范数．

３．１　算例１

为了验证算法的精度，只对一维ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程验证算法的收敛阶．一维ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程为

狌狋＋
１

ε
２狌（狌

２－１）－Δ狌＝０，　　狓∈［犪，犫］，　狋∈［０，犜］，

狌０（狓）＝狌（狓，０），　　狓∈［犪，犫］，

狌（犪，狋）＝１，　　狌（犫，狋）＝－１，　　狋∈［０，犜］

烍

烌

烎．

（１６）

　　式（１６）的精确解为

狌＝
１

２
１－ｔａｎｈ

狓－狊狋

槡２２
（ ）（ ）

ε
． （１７）

首先，对一维ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程的时间项向后差分，转化为

狌狀＋１－狌狀

Δ狋
－狌狀＋１狓，狓 ＋

１

ε
２狌

狀＋１（（狌狀＋１）２－１）＝０． （１８）

对非线性项Ｔａｌｏｒ展开后，可变形为

狌狀＋１－狌狀

Δ狋
－狌狀＋１狓，狓 ＋

１

ε
２
（狌狀）３－狌狀＋（３（狌狀）２－１）（狌狀＋１－狌狀［ ］）＝０． （１９）

依据上述的格式，可以直接得到重心插值配点法的计算格式为

１

Δ狋
－犇

（２，０）＋
１

ε
２
（３（狌狀）２－１［ ］）狌狀＋１＝狌

狀

Δ狋
－
１

ε
２
［（狌狀）３－狌狀＋（３（狌狀）２－１）狌狀］． （２０）

利用重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法计算离散式（８），Δ狋取不同值时，狀＝２０，狀＝３０的相对误差，以及时

间的收敛阶，如表１所示．表１中：时间收敛阶为Ｒａｔｅ＝（ｌｏｇ２犲Δ狋１－ｌｏｇ２犲Δ狋２）／（ｌｏｇ２Δ狋１－ｌｏｇ２Δ狋２）．由表１

可知：时间收敛阶应为１阶．

固定Δ狋＝０．００１，狓∈［－１，１］对狓轴进行不同程度的剖分，可以得到空间方向的相对误差和绝对误

差数据，计算结果，如表２所示．由表２可知：空间方向误差具有高精度，而且当剖分的细密程度增加时，

误差也会相对的变得更小．

表１　相对误差及时间收敛阶

Ｔａｂ．１　Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｓａｎｄｏｒｄｅｒｓｏｆｔｉｍｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ

Δ狋
狀＝２０

Ｅｒｒｒ Ｒａｔｅ

狀＝３０

Ｅｒｒｒ Ｒａｔｅ

１／８ ０．０１２３ － ０．００７６ －

１／１６ ０．００５９ １．０５９８ ０．００３３ １．２２６８

１／３２ ０．００２９ １．０２４６ ０．００１５ １．１３９２

１／６４ ０．００１２ １．２７３０ ０．０００７ １．１００９

表２　空间方向误差

Ｔａｂ．２　Ｅｒｒｏｒｉｎｓｐａｃｅ

狀 Ｅｒｒａ Ｅｒｒｒ

２０ ０．００２３ １．１７６４×１０－４

３０ ４．３０９７×１０－５ １．６４５１×１０－６

４０ ８．２７２３×１０－７ ２．７４４２×１０－８

４５ １．４５５９×１０－７ ４．２２９７×１０－９
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３．２　算例２

对时间向后差分，在时间狋固定的情况下，对狓狔空间网格进行剖分．取狀＝３０，犿＝３０进行剖分后，

在狋＝１时，二维ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程截面图像，如图１所示．图１中：ｕｃ为数值解．

　　　　　　　　　（ａ）ε＝０．３　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）ε＝０．１

图１　二维ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程的截面图像

Ｆｉｇ．１　ＣｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｉｍａｇｅｏｆｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎＡｌｌｅｎＣａｈｎｅｑｕａｔｉｏｎ

３．３　算例３

二维ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程的能量函数为

犈犺（狌狀）＝
犺２

４ε
２∑

犖

犻，犼＝０

［（狌狀犻，犼）
２
－１］

２
＋
犺２

２∑
犖

犼＝０
∑
犖－１

犻＝１

狌狀犻＋１，犼－狌
狀
犻－１，犼

２［ ］犺

２

＋
犺２

２∑
犖

犻＝０
∑
犖－１

犼＝１

狌狀犻，犼＋１－狌
狀
犻，犼－１

２［ ］犺

２

．（２１）

式（２１）中：狌狀犻，犼代表第狀个时刻，在狓狔空间上第犻列第犼行位置处的数值解．

由式（２１），将狓狔网格取狀＝４０，犿＝４０进行剖分，取不同的ε值，能量递减图像，如图２所示．

　　　　　　　　　　（ａ）ε＝０．０５　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）ε＝０．１０

　　　　　　　　　　（ｃ）ε＝０．３０　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｄ）ε＝０．４０

图２　能量递减图像

Ｆｉｇ．２　Ｅｎｅｒｇｙｄｅｃｌｉｎｅｉｍａｇｅ

　　图２中：犈为能量；狋为时间．由图２可知：不论ε取何值，格式满足能量递减规律，并且随着网格剖

分细密程度的加深，能量函数犈（狌）的曲线将会变得更加光滑．

３９６第５期　　　　　　　　　　邓杨芳，等：二维ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程的有限差分法／配点法求解
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４　结束语

对时间方向向后差分离散，空间方向采用重心插值配点法离散求解二维ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程，通过数

值算例验证格式中时间方向一阶精度，空间方向的高精度，以及满足方程的能量递减性质．
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