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摘要：　提出一种基于Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ抽样的模态参数识别不确定性量化方法，从整体和局部的角度评价模态参数

识别结果的可靠性．首先，基于动力测试的加速度时程数据，采用协方差驱动随机子空间（ＳＳＩ?ＣＯＶ）法识别不

同测试组的模态参数；引入Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ抽样方法，对多组模态参数识别结果进行犅次重复抽样，得到Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ

样本数据，并通过其概率统计特征值衡量整体不确定性．然后，对单个测试组中不同时间段的识别结果进行重

复抽样，分析并量化单个测试组的模态参数识别的不确定性．最后，以靖远黄河大桥试验数据为例，对靖远黄

河大桥竖向单个及多个测试组下的模态参数进行不确定性量化．结果表明：不同测试组识别的前３阶固有频

率的均值分别为１．５５３９，１．７２０６，２．１６５２，方差分别为０．０７６１，０．０４２９，０．０９６５；单个测试组识别的前３阶

固有频率的均值分别为１．５２６５，１．７８８０，２．３０６０，方差分别为０．０１５３，０．０４９６，０．０１８２；文中方法识别的固

有频率值总体较为稳定．
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模态参数是结构的基本动力参数之一，可用于荷载识别、损伤诊断、模型修正及既有结构状态评估

等方面［１］．常用的模态参数识别方法有频域法、时域法和时频分析３类．基于随机子空间的模态参数识

别是时域模态参数识别中较为常用的方法．该方法可直接作用于时域数据，无需转化为频域数据，避免

频率分辨率误差的问题［２］．由于结构动力测试受仪器精度、测量误差、噪声干扰等因素的影响，模态参数

识别结果具有一定的不确定性［３］，从而影响结构荷载识别、损伤诊断及状态评估结果的精度．因此，如何

有效地评估模态参数识别结果的可信程度引起学者的关注．蒲黔辉等
［４］采用特征系统实现算法，对整个

模态识别算法进行摄动分析，从而确定模态参数对测量误差的灵敏度．秦世强等
［５］通过构建模态参数置

信区间的方法衡量模态参数的不确定度．易伟建等
［６］采用贝叶斯方法研究模态参数的不确定性．Ｄｈｌｅｒ

等［７］提出一种有效估计模态参数协方差的算法，通过一阶摄动分析对识别结果的不确定性进行评估．

Ｈｅｒｒｅｒａ等
［８］研究模态参数在１年内的数据监测变化，并对识别结果进行量化．上述方法是在假设模态

参数服从的概率分布函数及分布参数已知的情况下进行的评估．然而，在实际振动测试中，由于观测数

据有限及激励荷载的不确定性，观测数据样本服从的概率分布往往未知，当人为假设的概率分布与实际

不符时，模态参数识别结果的准确性将受到影响．

Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ是一种有返还的再抽样统计方法，可用于总体分布未知或统计量分布未知时的参数推

断，在一定程度上可解决上述问题，但该方法在模态参数识别不确定性量化方面的研究还较为少见．

Ｆａｒｒａｒ等
［９］采用蒙特卡罗（ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ）和Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ抽样对模态参数置信区间的算法进行比较，通过

模态参数估计算法，得到模态参数集合，从而得到其统计分布．Ｃｈａｕｈａｎ等
［１０１１］将Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ抽样引入

模态参数估计过程中，阐述Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ抽样的特点及其在模态参数识别不确定性量化中的应用可行性．

Ｙａｇｈｏｕｂｉ等
［１２］联合相关分析和Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ抽样，实现模态参数自动估计，提高参数识别的精度和自动

化程度．本文采用协方差驱动随机子空间（ＳＳＩＣＯＶ）法对靖远黄河大桥的模态参数进行识别，并引入

Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ抽样，分别从整体和局部对靖远黄河大桥的模态参数识别结果的可靠性进行评价．

１　基本理论

１．１　系统状态空间模型

结构系统振动方程可描述为

犕̈狇（狋）＋犆狇（狋）＋犓狇（狋）＝犅ｃ狌（狋）． （１）

式（１）中：犕，犆，犓分别为系统的质量矩阵、阻尼矩阵和刚度矩阵；̈狇（狋），狇（狋），狇（狋）分别为狋时刻的加速

度、速度和位移向量；犅ｃ为激励的位置向量；狌（狋）为激励．

在环境激励下，实测数据总是离散的，应将连续的状态空间方程离散化，即

狓犽＋１＝犃狓犽＋犠犽，　　狔犽＋１＝犆ｃ狓犽＋犞犽． （２）

式（２）中：狓犽＋１，狔犽＋１分别为犽＋１时刻系统的状态向量和输出向量；犃为状态矩阵；犆ｃ为输出矩阵；狓犽 为犽

时刻系统的状态向量；犠犽，犞犽 分别为零均值的过程噪声和测量噪声，且互不相关．

１．２　随机子空间识别理论

随机子空间（ＳＳＩ）法是一种时域内线性系统识别算法
［１３］，无需进行傅里叶变换，直接对时程响应数
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据进行处理，可以有效地从环境激励的结构响应中提取结构模态参数．ＳＳＩ法主要分为数据驱动随机子

空间（ＳＳＩＤＡＴＡ）法与协方差驱动随机子空间（ＳＳＩＣＯＶ）法两类．首先，协方差驱动随机子空间法将输

出数据的协方差组成Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵；然后，对该矩阵进行奇异值分解（ＳＶＤ），得到扩展的可观测矩阵和

可控矩阵；最后，利用其性质计算系统的犃和犆ｃ，进而得到结构的模态参数．该算法有以下６个流程．

１）构建Ｈａｎｋｅｌ矩阵，即

犎０｜２犻－１＝
１

槡犼

狔０ 狔１ … 狔犼－１

狔１ 狔２ … 狔犼

  

狔犻－１ 狔犻 … 狔犻＋犼－２

狔犻 狔犻＋１ … 狔犻＋犼－１

狔犻＋１ 狔犻＋２ … 狔犻＋犼

  

狔２犻－１ 狔２犻 … 狔２犻＋犼

熿

燀

燄

燅－２

． （３）

２）根据白噪声均值为零且互不相关的性质，计算输出协方差矩阵犚犻，有

犚犻＝犈［狔犽＋犻狔犽］． （４）

式（４）中：犈为数学期望．

３）将协方差序列组成Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵并进行分解，有

犜犾｜犻＝

犚犻 犚犻－１ … 犚１

犚犻＋１ 犚犻 … 犚２

  

犚２犻－１ 犚２犻－２ … 犚

熿

燀

燄

燅犻

＝

犆ｃ

犆ｃ犃



犆ｃ犃
犻

熿

燀

燄

燅
－１

犌 犃犌 … 犃犻－１［ ］犌 ． （５）

式（５）中：犌为下一时刻的状态向量与输出向量的协方差矩阵．

４）对Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵进行奇异值分解，可得

犗犻＝犝犛犞
Ｔ＝ 犝１ 犝［ ］２

犛１ ０［ ］
０ ０

犞Ｔ
１

犞Ｔ［ ］
２

＝犝１犛１犞
Ｔ
１． （６）

式（６）中：犗犻为系统可观矩阵；犝，犞 均为对协方差矩阵进行奇异值分解后形成的正交矩阵；犛为奇异值

分解中正奇异矩阵组成的对角阵；犝１，犝２ 均为对应于非零奇异值的左奇异向量构成的正交矩阵；犞１，犞２

均为对应于非零奇异值的右奇异向量构成的正交矩阵；犛１ 为降序的奇异值构成的对角阵．

５）计算得到系统状态矩阵犃和输出矩阵犆ｃ，并对犃进行特征值分解，可得

犃＝ΦΛΦ
－１． （７）

式（７）中：Λ＝ｄｉａｇ（λ犿）∈犆
狀×狀
ｃ ，λ犿 为系统特征值；Φ为系统特征向量．

６）将离散系统转化为原连续系统，系统特征值也相应变化，则由

１

Δ狋
ｌｎλ犿＝犪犿＋ｉ犫犿， （８）

可计算出结构第犿阶模态参数，即

犳犿＝ 犪２犿＋犫
２

槡 犿，　　ξ犿＝
－犪犿

犪２犿＋犫
２

槡 犿

． （９）

式（８），（９）中：Δ狋为采样时间间隔；ｉ为虚数单位；犪犿，犫犿 分别为系统特征值的实部和虚部；犳犿，ξ犿 分别为

第犿 阶的固有频率和第犿 阶的阻尼比．

结构第犿阶模态的观测振型φ犿 是系统状态矩阵犃 的特征向量Φ犿 的可观部分，即

φ犿＝犆ｃΦ犿． （１０）

１．３　模态参数不确定性量化

在传感器数量有限的情况下，需要采用多个测试组分批次进行振动测试，才能获得结构的整体振动

特性．受外界因素、仪器误差影响，基于多组模态测试识别得到的模态参数不尽相同．因此，需有效地评

价每个测试组识别的模态参数的可信度，特别是在测试组有限的情况下，基于有限的数据评价识别得到
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的模态参数的可信度，并进一步确定结构模态参数的最终结果［１４１５］．

Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ抽样运用模拟再抽样技术代替理论分析，基于有限的试验观测数据，模拟再抽样出大量

符合原数据特征的模拟样本，从而提供足够的样本进行概率统计分析［１６］，避免统计分析对概率分布函

数假定的依赖．因此，提出一种基于Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ抽样的结构模态参数识别结果不确定性量化分析方法．

该方法有以下４个计算步骤．

步骤１　基于不同测试组的加速时程响应，采用ＳＳＩ方法，可识别到多组模态参数犡＝（狓１，狓２，…，

狓犖），假设其为总体分布犉的一个随机独立样本，样本容量为犖．根据该样本，可构造原始样本的经验分

布函数犉狀（狓），即

犉狀（狓）＝

０，　　狓＜狓（１），

狀１＋狀２＋…＋狀犵
犖

，　　狓（犵）≤狓＜狓（犵＋１）

１，　　狓≥狓（狉）

烅

烄

烆 ．

，　犵＝１，２，…，狉－１， （１１）

式（１１）中：狓（１）＜狓（２）＜…＜狓（狉）是由识别得到的模态参数识别值狓１，狓２，…，狓犖 的分量按从小到大的

顺序排列而成；犵为序号；狀狕（狀１＋狀２＋…＋狀狉＝狀）表示各阶模态参数识别结果出现的频次．

步骤２　从犉狀 中相继地、独立地抽取容量为 犖 的Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ（自助）样本犡
＝（狓１ ，狓


２ ，…，狓


犖）．

步骤３　构造统计量，可得第犐个自助样本的均值犕（狓犐 ）和第犐个自助样本的方差犛（狓

犐 ），即

犕（狓犐 ）＝
１

犖∑
犖

犐＝１

犕（狓犐 ）， （１２）

犛（狓犐 ）＝
１

犖∑
犖

犐＝１

（犕（狓犐 ）－犕（狓

犐 ））

２． （１３）

式（１２），（１３）中：犕（狓犐 ）为第犐个自助样本．

步骤４　独立重复犅次步骤２至步骤３，得到犅个统计量值，并计算不同测试组模态参数的均值的

均值犕（狓）及均值的方差犛（狓），有

犕（狓）＝
１

犅∑
犅

犐＝１

犕（狓犐 ）， （１４）

犛（狓）＝
１

犅∑
犅

犐＝１

（犕（狓犐 ）－犕（狓
））２． （１５）

在统计学上，平均值数量等同于描述总体的样本的大小．因此，平均值数量越多，越接近准确的估计

值，即样本规模的增大可以减小方差．以犅个自助样本均值的均值作为频率识别值减少了随机误差，均

值的方差可以反映各测点识别的频率值的整体变异程度和稳定性，方差越大，表明多个测试数据识别的

模态参数的不确定性越大；反之，方差越小，则不确定性越小．

为了评估基于单个测点的数据识别得到的模态参数的不确定性，首先，将单个测试组数据按采样时

间分为犿个时间段，可以得到犿组识别结果；然后，采用上述方法对犿组识别结果进行统计分析，进一

步评估基于单个测点识别得到的模态参数的可靠性；最后，将单个测点的识别值与多测点的识别值进行

比较，通过均值可以得出结构模态参数识别值的差异程度，通过方差可以分析结构模态参数整体和局部

的离散程度，进而为模态参数识别的准确度和稳定性提供可靠性指标．

２　工程实例

２．１　工程概况

以靖远黄河大桥［１７］环境振动测试为例，验证文中方法的可行性和可靠性．靖远黄河大桥（图１）为五

跨刚构连续组合梁桥，主跨部分为３７４ｍ．

振动测试的测点布置，如图２所示．靖远黄河大桥上、下游两侧共设置４２个竖向测点（Ｖ１～Ｖ４２），

竖向测试采用垂直向加速度传感器，分７组进行量测，每组有６个可移动测点；纵向和横向的量测采用

单侧量测的方法，单侧均布置２０个测点（纵向测点Ｌ１～Ｌ２０，横向测点Ｔ１～Ｔ２０），水平向加速度传感

器分别沿纵桥向和横桥向布置，纵向测试和横向测试均分为４组进行量测，每组有５个可移动测点．测
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点１０为竖向、横向和纵向三向量测时各组公用的参考点．振动测试的采样频率为１０２．４０５Ｈｚ，采样时

间为２０ｍｉｎ．

　　图１　靖远黄河大桥　　　　　　　　　　　　图２　振动测试的测点布置（单位：ｍ）

Ｆｉｇ．１　ＪｉｎｇｙｕａｎＹｅｌｌｏｗＲｉｖｅｒＢｒｉｄｇｅ　　　　　　　　Ｆｉｇ．２　Ａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔｏｆｍｅａｓｕｒｅｐｏｉｎｔｓ　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｆｏｒｖｉｂｒａｔｉｏｎｔｅｓｔ（ｕｎｉｔ：ｍ）

２．２　模态识别结果的局部不确定性量化

为了衡量单个测点数据识别的模态参数不确定性，以竖向测点１６为例，采样时间为２０ｍｉｎ，该测

点的加速度时程曲线及傅里叶频谱图（０～５Ｈｚ），如图３所示．图３中：犪ｖ 为竖向加速度；犃ｖ 为振幅；犳

为固有频率．

以６０ｓ为一个时间段，将竖向测点１６的竖向加速度时程分成２０组数据，可以识别２０组模态参数．

利用自助抽样法，假设重复抽样１０００次，计算１０００个自助样本的统计特征值，以样本均值的均值作为

该测点的固有频率识别值，以自助样本均值的方差评估参数识别的不确定性．将文中方法与特征系统实

现算法（ＥＲＡ）、有限元模型修正后的计算结果进行对比，竖向测点１６前３阶固有频率对比（局部），如

表１所示．

由表１及式（１３），（１５）可知：单测点识别的前３阶固有频率与特征系统实现算法（ＥＲＡ）及有限元

模型修正后的计算结果基本一致；前３阶固有频率的方差分别为０．０１５３，０．０４９６，０．０１８２，自助样本均

值的方差分别为０．００３３，０．０１８５，０．００３９，测点１６的识别结果整体稳定性较好，离散程度较低，第２阶

固有频率的方差大于第１阶和第３阶，其不确定性相对较高．由于随机子空间法识别阻尼的精度不高，

故阻尼比的识别算法还需进一步研究，此处不考虑阻尼比的不确定性．

　　　（ａ）加速度时程曲线　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）傅里叶频谱图（０～５Ｈｚ）

图３　竖向测点１６的加速度时程曲线和傅里叶频谱图（０～５Ｈｚ）

Ｆｉｇ．３　ＡｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｃｕｒｖｅａｎｄＦｏｕｒｉｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍ（０５Ｈｚ）ｏｆｖｅｒｔｉｃａｌｍｅａｓｕｒｅｐｏｉｎｔ１６

表１　竖向测点１６前３阶固有频率对比（局部）

Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎａｍｏｎｇｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｖｅｒｔｉｃａｌｍｅａｓｕｒｅｐｏｉｎｔ１６（ｌｏｃａｌ）　 　　Ｈｚ

阶次 犳（有限元模型） 犳（ＥＲＡ）
犳（文中方法）

均值 均值的均值

第１阶 １．５８ １．５４ １．５２６５ １．５２６６

第２阶 １．７２ １．７６ １．７８８０ １．７８７６

第３阶 ２．２７ ２．３１ ２．３０６０ ２．３０６１

　　竖向测点１６基于６０～１２０ｓ，７８０～８４０ｓ及２０ｍｉｎ的加速度识别数据得到的稳定图，如图４～６所

示．由图４，５可知：基于６０～１２０ｓ的加速度识别数据仅识别出第１阶和第３阶的固有频率，第２阶固有
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频率未被识别；基于７８０～８４０ｓ的加速度识别数据可以识别出前３阶固有频率，但第２阶的识别结果

的稳定性较差，与方差分析结果一致．

由图４～６可知：采用不同时间段的数据，得到的模态参数识别结果不同；方差可作为识别准确度的

评价指标，从而进一步提高模态参数的识别结果．

　图４　竖向测点１６的稳定图（６０～１２０ｓ）　　　　　图５　竖向测点１６的稳定图（７８０～８４０ｓ）

Ｆｉｇ．４　Ｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｖｅｒｔｉｃａｌ　　　　　　Ｆｉｇ．５　Ｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｖｅｒｔｉｃａｌ

　ｍｅａｓｕｒｅｐｏｉｎｔ１６（６０１２０ｓ）　　　　　　　　　　　ｍｅａｓｕｒｅｐｏｉｎｔ１６（７８０８４０ｓ）

图６　竖向测点１６稳定图（２０ｍｉｎ）

Ｆｉｇ．６　Ｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｖｅｒｔｉｃａｌ

ｍｅａｓｕｒｅｐｏｉｎｔ１６（２０ｍｉｎ）

２．３　模态识别结果的整体不确定性量化

对于每个测试组的加速度响应数据，通过ＳＳＩ

ＣＯＶ算法识别其模态参数，以竖向４２个测点的加速

度时程数据为例．以７个测试组识别的固有频率值

为样本观察值，采用文中方法对多组模态参数识别

结果进行不确定性量化，并与ＥＲＡ、有限元模型修正

后的计算结果进行对比．竖向测点１６前３阶固有频

率对比（整体），如表２所示．

由表２及式（１３），（１５）可知：前３阶固有频率的

方差较小，分别为０．０７６１，０．０４２９，０．０９６５，识别的

固有频率值总体上较为稳定，自助样本均值的方差

分别为０．０２１０，０．００９７，０．０２０７；采用自助样本均

值的均值作为固有频率识别值，减少了随机误差，与ＥＲＡ及有限元模型修正后的分析结果对比，三者

的识别结果基本一致．

表２　竖向测点１６前３阶固有频率对比（整体）

Ｔａｂ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎａｍｏｎｇｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｖｅｒｔｉｃａｌｍｅａｓｕｒｅｐｏｉｎｔ１６（ｗｈｏｌｅ）　　　Ｈｚ

阶次 犳（有限元模型） 犳（ＥＲＡ）
犳（文中方法）

均值 均值的均值

第１阶 １．５８ １．５４ １．５５３９ １．５５３５

第２阶 １．７２ １．７６ １．７２０６ １．７２０８

第３阶 ２．２７ ２．３１ ２．１６５２ ２．１６５７

３　结论

提出一种基于Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ抽样的模态参数识别不确定性量化方法，从整体和局部的角度量化靖远

黄河大桥模态参数识别结果的不确定性，得到以下２点结论．

１）单个测试组识别的前３阶固有频率均值分别为１．５２６５，１．７８８０，２．３０６０；方差分别为０．０１５３，

０．０４９６，０．０１８２；不同测试组识别的前３阶固有频率的均值分别为１．５５３９，１．７２０６，２．１６５２；方差分

别为０．０７６１，０．０４２９，０．０９６５．这说明识别的固有频率值总体上较为稳定．

２）样本均值的均值、均值的方差都可以用于评价模态参数识别结果局部，以及整体的大小与变异
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程度，即均值的方差越小，不确定性越小，识别结果的可信度越高；反之，则说明不确定性越大，波动越

大，离散程度越高．
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