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　　　广义变系数犓犱犞方程的

保角能量守恒方法

郭峰，庄清渠

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　基于保角哈密尔顿系统的辛形式，对带依时系数的广义 ＫｄＶ（ＴＤＫｄＶ）方程提出一个保角能量守恒

算法．通过算子分裂方法，方程被分裂成一个哈密尔顿系统和一个耗散系统，其中，耗散系统被精确求解．哈密

尔顿系统在时间上采用二阶平均向量场（ＡＶＦ）方法离散，在空间上采用傅里叶拟谱方法离散．在合适的边界

条件下，所提方法可精确保持离散保角能量守恒律及离散保角质量守恒律．数值实验验证文中方法在长时间

数值模拟过程中的有效性．

关键词：　保角能量守恒；傅里叶拟谱方法；广义ＫｄＶ方程；阻尼ＫｄＶ方程；快速傅里叶变换
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１　预备知识

ＫｄＶ方程是一类重要的非线性模型，用于描述许多物理现象，如非谐晶体中的声波、热等离子体中

的磁流体动力波及离子声波等．在各种实际物理背景中，当考虑媒介的非均匀性及边界的非一致性时，

变系数模型往往比相应的常系数模型更能说明问题．考虑带依时阻尼和弥散项的广义ＫｄＶ（ＴＤＫｄＶ）
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方程的周期初值问题，即

狌狋＋狌
狆狌狓＋α（狋）狌＋β（狋）狌狓狓狓 ＝０，　　狓∈Ω，　狋∈ （０，犜］， （１）

狌（狓，狋）＝狌（狓＋犔，狋），　　狓∈Ω，　狋∈ （０，犜］， （２）

狌（狓，０）＝狌０（狓），　　狓∈Ω． （３）

式（１）～（３）中：狆是正整数；Ω＝［犪，犫］；犜是时间终点；犔＝犫－犪；狌０（狓）是给定的光滑函数；狌（狓，狋）是相

关波模型的振幅；α（狋），β（狋）分别表示依时阻尼系数和弥散系数．

方程（１）有着广泛的物理应用，如海洋动力学中的海岸波、等离子体物理学、天体物理学及流体动力

学等［１?３］．对于无耗散的ＫｄＶ方程，已有的数值研究方法主要有有限差分法
［４?５］、有限元法［６］、谱方法［７?８］

等．近年来，保结构算法因能长时间保持哈密尔顿系统的几何结构而备受学者们的关注．Ｗａｎｇ等
［９］研

究了无耗散ＫｄＶ方程的局部保结构算法．Ｂｒｕｇｎａｎｏ等
［１０］利用哈密尔顿边界值方法，构造了ＫｄＶ方程

的高阶能量守恒格式．对于具耗散的ＫｄＶ方程，房少梅
［１１］在假设数值解有界的前提下，仅对广义ＫｄＶ

方程的一般谱格式和拟谱格式进行解的误差估计．Ｇｕｏ
［１２］对阻尼ＫｄＶ方程提出一个保角多辛算法．目

前，尚无关于阻尼ＫｄＶ方程保能量耗散方面的保角保结构算法．

哈密尔顿系统最具特征的结构，就是常常被称为系统能量的哈密尔顿函数本身．由于耗散的ＫｄＶ

方程非哈密尔顿系统，传统的保结构方法若直接应用到此类问题就会失去其优势．针对带线性阻尼项的

保角哈密尔顿系统，文献［１３?１６］提出能保持其保角守恒律的保角方法．本文根据这一方法，利用算子分

裂技巧，对方程（１）～（３）构造一个空间上高精度的傅里叶拟谱保角能量守恒格式，该格式在周期边界条

件下能保持系统的离散保角能量守恒律及保角质量守恒律．

２　犜犇犓犱犞方程的保角哈密尔顿系统及保角守恒律

ＴＤＫｄＶ方程（１）可以写成一个保角哈密尔顿系统
［１３，１５］，即

狌狋＝狓
δ犎

δ狌
－α（狋）狌． （４）

式（４）中：犎为能量泛函，表达式为

犎＝∫Ω

１

２β
（狋）狌２狓－

狌狆＋２

（狆＋１）（狆＋２［ ］）ｄ狓． （５）

　　保角哈密尔顿系统（４）在合适的边界条件如周期边界条件（２）下，具有以下２个保角性质．

１）保角质量守恒律

犿（狋）＝ｅｘｐ（－∫
狋

０
α（狊）ｄ狊）·犿（０），　　犿（狋）＝∫Ω

狌ｄ狓． （６）

　　式（６）可通过直接对方程（１）关于空间变量狓积分得到．用
狌狆＋１

狆＋１
和β（狋）狌狓狓分别乘方程（１），所得两式

相加后关于狓积分，注意到周期边界下，－∫Ω
狌２狓ｄ狓＝∫Ω

狌狌狓狓ｄ狓，可得保角能量守恒律．

２）保角能量守恒律

犈（狋）＝ｅｘｐ（－（狆＋２）∫
狋

０
α（狊）ｄ狊）·犈（０）． （７）

式（７）中：犈（狋）＝∫Ω

１

２β
（狋）狌狌狓狓＋

狌狆＋２

（狆＋１）（狆＋２［ ］）ｄ狓，β（狋）＝犮ｅｘｐ（－狆∫
狋

０
α（狊）ｄ狊），犮是任意常数．

３　犜犇犓犱犞方程的保角能量守恒傅里叶拟谱方法

令空间节点数为偶数犑，空间步长犺＝犔／犑，则空间节点狓犼＝犪＋（犼－１）犺，犼＝１，２，…，犑．取时间节点

数为犖，时间步长τ＝犜／犖，时间节点可表示为狋狀＝狀τ，狀＝０，１，…，犖．同时，记狌（狓犼，狋狀）的近似值为狌
狀
犼，

其向量形式为犝＝（狌１，狌２，…，狌犑）
Ｔ．

定义犛′犑＝ｓｐａｎ｛犵犼（狓），犼＝１，…，犑｝为插值空间，三角多项式犵犼（狓）可显式地表示为

犵犼（狓）＝
１

犑∑
犑／２

犾＝－犑／２

１

犮犾
ｅｘｐ（ｉ犾μ（狓－狓犼））．
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上式中：犮犾＝１（｜犾｜＜犑／２），犮－犑／２＝犮犑／２＝２；μ＝
２π
犔
； 槡ｉ＝ －１．插值近似犐犑狌（狓，狋）定义

［１７］为

犐犑狌（狓，狋）＝∑
犑

犼＝１

狌（狓犼，狋）犵犼（狓）．

上式中：犵犼（狓犽）＝δ
犽
犼．

对上式求偏导，可得算子犐犑狌（狓，狋）在节点狓犼处的狊阶偏导数为


狊

狓
狊犐犑狌（狓，狋）狘狓＝狓犼 ＝∑

犑

犽＝１

狌（狓犽，狋）
ｄ狊犵犽（狓犼）

ｄ狓狊
＝ （犇狊狌）犼． （８）

式（８）中：狌＝（狌（狓１，狋），狌（狓２，狋），…，狌（狓犑，狋））
Ｔ；犇狊∈犚

犑×犑是狊阶谱微分矩阵．

犇１ 的元素为

（犇１）犼，犾 ＝

１

２μ
（－１）犼＋

犾ｃｏｔμ
狓犼－狓犾（ ）２

，　　犼≠犾，

０，　　犼＝犾

烅

烄

烆 ．

　　犇２ 的元素为

（犇２）犼，犾 ＝

１

２μ
２（－１）犼＋

犾＋１ｃｓｃ２ μ
狓犼－狓犾（ ）２

，　　犼≠犾，

－μ
２犑

２
＋２

１２
，　　犼＝犾

烅

烄

烆
．

上式中：犼，犾＝１，２，…，犑．

引理１　矩阵犇１ 的元素满足（犇１）犼＝０，犼＝１，２，…，犑，即犇１ 每行元素之和为零．

证明：将狌＝（１，１，…，１）Ｔ，狊＝１代入式（８），即证明．

对于矩阵犇１ 和犇２，有犇１＝犉
－１
Λ１犉，犇２＝犉

－１
Λ２犉．其中，犉与犉

－１分别为离散傅里叶变换及逆变换

系数矩阵，元素分别为犉犼，犾＝ ｅｘｐ（－ｉ
２π
犑（ ））

犼犾

，犉－１
犼，犾＝

１

犑
ｅｘｐ（ｉ

２π
犑（ ））

犼犾

．且

Λ１ ＝ｉμｄｉａｇ０，１，…，
犑
２
－１，０，１－

犑
２
，２－

犑
２
，…，－２，－（ ）１ ，

Λ２ ＝－μ
２ｄｉａｇ０，１

２，…，犑（ ）２
２

，１－
犑（ ）２

２

，２－
犑（ ）２

２

，…，（－２）
２，（－１）（ ）２ ．

　　在空间上用傅里叶拟谱方法离散方程（４），得到一个半离散系统，即

ｄ犝
ｄ狋
＝犇１犎（犝）－α（狋）犝． （９）

式（９）中：

犎（犝）＝－
１

２β
（狋）犝Ｔ犇２犝－

１
（狆＋１）（狆＋２）∑犼

（狌犼）
狆＋２． （１０）

　　注１　如果对狓 和
２
狓分别采用二阶中心差分算子，将得到下列微分矩阵

犕１ ＝
１

２犺

０ １ －１

－１ ０ １

  

－１ ０ １

１ －

烄

烆

烌

烎１ ０

，　　犕２ ＝
１

犺２

－２ １ １

１ －２ １

  

１ －２ １

１ １ －

烄

烆

烌

烎２

． （１１）

　　将空间上采用傅里叶拟谱方法得到的格式称为ＦＰＥＰ，采用中心差分方法得到的格式称为ＣＤＥＰ．

首先，将系统（９）分裂成一个保守的哈密尔顿系统

ｄ犝
ｄ狋
＝犇１犎（犝） （１２）

和一个耗散系统

ｄ犝
ｄ狋
＝－α（狋）犝． （１３）

　　然后，在时间方向上，应用二阶平均向量场方法（ＡＶＦ）
［１８］求解系统（１２），得

９０４第３期　　　　　　　　　　　　郭峰，等：广义变系数ＫｄＶ方程的保角能量守恒方法
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犝狀＋１－犝
狀

τ
＝犇１∫

１

０
犎［（１－ξ）犝

狀
＋ξ犝

狀＋１］ｄξ．

　　不失一般性地，设狆＝１，即

犝狀＋１－犝
狀

τ
＝－β（狋狀＋１／２）犇１犇２

犝狀＋１＋犝
狀

（ ）２
－
犇１
６
［（犝狀＋１）２·＋（犝

狀）２·＋犝
狀＋１·犝狀］．

上式中：犝狀＋１·犝狀＝（狌狀＋１１ 狌
狀
１，狌

狀＋１
２ 狌

狀
２，…，狌

狀＋１
犑 狌

狀
犑）
Ｔ；（犝狀）２·＝（（狌狀１）

２，…，（狌狀犑）
２）Ｔ．

式（１３）采用精确解犝（狋）＝ｅｘｐ（－∫
狋

０
α（狊）ｄ狊）犝（０）．最后，应用Ｓｔｒａｎｇ算子分裂

［１９２０］，可得保角能量

守恒格式为

狆狀狌
狀＋１
犼 －狇狀狌

狀
犼

τ
＝－β（狋狀＋１／２）犇１犇２

狆狀犝
狀＋１
＋狇狀犝

狀

（ ）（ ）２ 犼

－

１

６
［犇１（（狆狀犝

狀＋１）２·＋（狇狀犝
狀）２·＋狆狀狇狀犝

狀＋１·犝狀）］犼． （１４）

式（１４）中：狆狀＝ｅｘｐ（∫
狋狀＋１

狋狀＋１／２

α（狊）ｄ狊）；狇狀＝ｅｘｐ（－∫
狋狀＋１／２

狋狀

α（狊）ｄ狊）．相应的向量形式为

狆狀犝
狀＋１
－狇狀犝

狀

τ
＝－β（狋狀＋１／２）犇１犇２

狆狀犝
狀＋１
＋狇狀犝

狀

（ ）２
－

１

６
犇１［（狆狀犝

狀＋１）２·＋（狇狀犝
狀）２·＋狆狀狇狀犝

狀＋１·犝狀］． （１５）

　　定理１　式（１４）具有离散保角质量守恒律，即

犕狀＋１ ＝ｅｘｐ（－∫
狋狀＋１

狋狀

α（狊）ｄ狊）犕
狀，　　犕

狀
＝犺∑

犼

狌狀犼，　　狀＝０，…，犖－１． （１６）

　　证明：注意到犇１ 的反对称性，由引理１，对式（１４）关于空间指标犼求和，有

狆狀∑
犼

狌狀＋１犼 ＝狇狀∑
犼

狌狀犼．

从而可得保角质量守恒律（１６）．

定理２　式（１５）满足离散保角能量守恒律，即

犈狀＋１ ＝ｅｘｐ（－３∫
狋狀＋１

狋狀

α（狊）ｄ狊）犈
狀，

犈狀 ＝犺
１

２β
（狋狀）（犝

狀）Ｔ犇２犝
狀
＋
１

６∑犼
（狌狀犼）［ ］３

烍

烌

烎
．

（１７）

式（１７）中：β（狋狀）＝犮ｅｘｐ（－∫
狋狀

０
α（狊）ｄ狊）；狀＝０，…，犖－１．

证明：用β（狋狀＋１／２）犇２
狆狀犝

狀＋１＋狇狀犝
狀

（ ）２
＋
１

６
［（狆狀犝

狀＋１）２·＋（狇狀犝
狀）２·＋狆狀狇狀犝

狀＋１·犝狀］与式（１５）作内

积，由犇１ 的反对称性及犇２ 的对称性，可得

１

２β
（狋狀＋１／２）狆

２
狀（犝

狀＋１）Ｔ犇２犝
狀＋１
＋
１

６∑犼
狆
３
狀（狌

狀＋１
犼 ）

３
＝
１

２β
（狋狀＋１／２）狇

２
狀（犝

狀）Ｔ犇２犝
狀
＋
１

６∑犼
狇
３
狀（狌

狀
犼）
３．

　　将β（狋狀＋１／２）＝犮ｅｘｐ（－∫
狋狀＋１／２

０
α（狊）ｄ狊）代入上式，所得方程乘以ｅｘｐ（－３∫

狋狀＋１

狋狀＋１／２

α（狊）ｄ狊），即证式（１７）．

４　数值试验

对ＦＰＥＰ（１５），ＣＤＥＰ（１１）及下列传统ＡＶＦ方法（ＴＡＶＦ）的解的精度、计算效率及保角守恒律误差

进行比较，并考虑不同类型的阻尼对保角守恒律的影响，即

犝狀＋１－犝
狀

τ
＝犇１∫

１

０
犎［（１－ξ）犝

狀
＋ξ犝

狀＋１］ｄξ－α（狋狀＋１／２）犝
狀＋１／２．

上式中：犝狀＋１
／２＝

犝狀＋１＋犝狀（ ）２
．

ＴＤＫｄＶ方程（１）在狆＝１时，有解析解为
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狌（狓，狋）＝１２β（狋）ν
２ｓｅｃｈ２［ν狓－４ν

２

∫
狋

０
β（狋）ｄ狋－犮０］．

上式中：β（狋）＝犮ｅｘｐ（－∫
狋

０
α（狊）ｄ狊），犮，ν，犮０ 为给定常数．

取Ω＝［－２０，２０］，犮＝０．２，ν＝０．５，犮０＝０，狋＝０时的解析解为初始条件．为提高计算效率，在ＦＰＥＰ

的计算中采用快速傅里叶变换（ＦＦＴ）技巧．收敛阶Ｏｒｄｅｒ＝
ｌｎ（ｅｒｒｏｒ１／ｅｒｒｏｒ２）

ｌｎ（τ１／τ２）
，其中，τ犽，ｅｒｒｏｒ犽 分别为步

长及相应步长下的无穷范数（犔∞）误差或２范数（犔２）误差，犽＝１，２．保角能量守恒律误差及保角质量守

恒律误差分别采用犈犈＝｜犈
狀＋１－ｅｘｐ（－３∫

狋狀＋１

狋狀

α（狊）ｄ狊）犈
狀
｜和犈犕＝｜犕

狀＋１－ｅｘｐ（－∫
狋狀＋１

狋狀

α（狊）ｄ狊）犕
狀
｜计算．

算例１　设阻尼系数α（狋）＝０．０１，当犺＝０．０１，犜＝１０时，ＦＰＥＰ和ＣＤＥＰ的时间收敛阶，如表１所

示．τ＝０．００１，犜＝１０时，ＦＰＥＰ和ＣＤＥＰ的空间误差，如表２所示．由表１，２可知：在时间方向上，ＦＰＥＰ

和ＣＤＥＰ均为二阶精度；在空间方向上，ＦＰＥＰ的误差非常小，而ＣＤＥＰ的误差较大，收敛率为二阶．

表１　ＦＰＥＰ和ＣＤＥＰ的时间收敛阶

Ｔａｂ．１　ＴｅｍｐｏｒａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｒａｔｅｓｏｆＦＰＥＰａｎｄＣＤＥＰ

方法 τ 犔∞误差 Ｏｒｄｅｒ 犔２ 误差 Ｏｒｄｅｒ

ＦＰＥＰ

１０／１００ １．６０１９×１０－４ － ２．５１４３×１０－４ －

１０／２００ ４．０４４５×１０－５ １．９８５８ ６．２９７６×１０－５ １．９９７３

１０／４００ １．０１３７×１０－５ １．９９６３ １．５７４３×１０－５ ２．０００１

１０／８００ ２．５３４２×１０－６ ２．００００ ３．９３４５×１０－６ ２．００００

ＣＤＥＰ

１０／１００ １．５８６０×１０－４ － ２．４８７９×１０－４ －

１０／２００ ３．８８７９×１０－５ ２．０２８３ ６．０３７６×１０－５ ２．０４２９

１０／４００ ８．５７９９×１０－６ ２．１８００ １．３３２３×１０－５ ２．１８０１

１０／８００ １．３２５９×１０－６ ２．６９４０ ２．７７１３×１０－６ ２．２６５３

表２　ＦＰＥＰ和ＣＤＥＰ的空间误差

Ｔａｂ．２　ＳｐａｔｉａｌｅｒｒｏｒｓｏｆＦＰＥＰａｎｄＣＤＥＰ

方法 犺 犔∞误差 Ｏｒｄｅｒ 犔２ 误差 Ｏｒｄｅｒ

ＦＰＥＰ

４０／１００ ２．７６１１×１０－８ － ３．４５７８×１０－８ －

４０／２００ ２．７４０４×１０－８ － ３．３１７９×１０－８ －

４０／４００ ２．７４１０×１０－８ － ３．２５５０×１０－８ －

４０／８００ ２．７４１７×１０－８ － ３．２２４６×１０－８ －

ＣＤＥＰ

４０／１００ ０．００３６ － ０．００５９ －

４０／２００ ８．８３６８×１０－４ ２．０２６４ ０．００１５ １．９７５８

４０／４００ ２．２５４８×１０－４ １．９７０５ ３．６１４９×１０－４ ２．０５２９

４０／８００ ５．６５７２×１０－５ １．９９４８ ９．０２６８×１０－５ ２．００１７

表３　不同空间步长下２种方法

的ＣＰＵ运行时间

Ｔａｂ．３　ＣＰＵｔｉｍｅｓｏｆｔｗｏｍｅｔｈｏｄｓ

ａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｐａｔｉａｌｓｔｅｐｓ ｓ　

犺 ＦＰＥＰ ＣＤＥＰ

４０／１００ ０．２１５８ ０．６４１２

４０／２００ ０．２５７６ ０．９９９７

４０／４００ ０．３８６２ １．６３１９

　　当τ＝０．０１，犜＝１０时，不同空间步长下２种方法的ＣＰＵ

运行时间，如表３所示．由表３可知：使用ＦＦＴ技巧的ＦＰＥＰ的

运算时间远小于ＣＤＥＰ．

在犺＝０．２，τ＝０．００１下，分别将３种格式运行到犜＝６０

时，其数值解与精确解的比较，如图１所示．图１中：狓为空间区

域．由图１可知：ＴＡＶＦ的误差最大；ＦＰＥＰ，ＣＤＥＰ的数值解与

精确解吻合得很好．

３种方法在时间区间狋∈［０，６０］上的保角守恒律误差，如图

２，３所示．图２，３采用的参数与图１相同．由图２，３可知：ＦＰＥＰ与ＣＤＥＰ均满足保角能量守恒律和保角

质量守恒律，而ＴＡＶＦ却不能满足．这表明保角能量守恒方法在保持保角守恒律方面比传统ＡＶＦ方法

更具优势．

算例２　当犺＝０．２，τ＝０．００１时，在不同阻尼系数下，ＦＰＥＰ方法在时间区间狋∈［０，６０］上的保角守

恒律误差，如图４，５所示．由图４，５可知：在不同类型的阻尼下，ＦＰＥＰ均能精确保持保角守恒律．
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　 （ａ）ＦＰＥＰ　　　　　　　　　　　　 （ｂ）ＣＤＥＰ　　　　　　　　　　　 （ｃ）ＴＡＶＦ

图１　３种方法的数值解与精确解的比较

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｏｆｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｗｉｔｈｔｈｒｅｅｍｅｔｈｏｄｓ

　　（ａ）ＦＰＥＰ　　　　　　　　　　　　（ｂ）ＣＤＥＰ　　　　　　　　　　　　 （ｃ）ＴＡＶＦ

图２　３种方法的保角能量守恒律误差

Ｆｉｇ．２　Ｅｒｒｏｒｓｏｎｃｏｎｆｏｒｍａｌｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗｆｏｒｔｈｅｒｅｍｅｔｈｏｄｓ

　　（ａ）ＦＰＥＰ　　　　　　　　　　　　（ｂ）ＣＤＥＰ　　　　　　　　　　　　（ｃ）ＴＡＶＦ

图３　３种方法的保角质量守恒律误差

Ｆｉｇ．３　Ｅｒｒｏｒｓｏｎｃｏｎｆｏｒｍａｌｍａｓｓｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗｆｏｒｔｈｅｒｅｍｅｔｈｏｄｓ

（ａ）α（狋）＝
１

（狋＋１）（狋＋２）
　　　　　　　　 （ｂ）α（狋）＝０　　　　　　　　　（ｃ）α（狋）＝

１
（狋＋２）

图４　ＦＰＥＰ方法的保角能量守恒律误差

Ｆｉｇ．４　ＥｒｒｏｒｓｏｎｃｏｎｆｏｒｍａｌｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗｆｏｒＦＰＥＰｍｅｔｈｏｄ

算例３　阻尼系数α（狋）＝０．０２时，ＦＰＥＰ方法下双孤立子的碰撞及保角守恒律误差，如图６所示．

图６中：初始条件取狌（狓，０）＝１２（０．１５·０．９２ｓｅｃｈ２（０．９（狓＋１２））＋０．０１５·２２ｓｅｃｈ２（２（狓＋８））），并假设

犺＝０．２，τ＝０．００１．由图６（ｂ）可知：双孤立子碰撞后，除了振幅减小，相空间结构仍保持良好，表明碰撞

是弹性的．
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（ａ）α（狋）＝
１

（狋＋１）（狋＋２）
　　　　　　　　　 （ｂ）α（狋）＝０　　　　　　　　　（ｃ）α（狋）＝

１
（狋＋２）

　

图５　ＦＰＥＰ方法的保角质量守恒律误差

Ｆｉｇ．５　ＥｒｒｏｒｓｏｎｃｏｎｆｏｒｍａｌｍａｓｓｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗｆｏｒＦＰＥＰｍｅｔｈｏｄ

　　　（ａ）双孤立子的演化　　　　　　　　　　（ｂ）ＦＰＥＰ在不同时刻的数值图像

　　（ｃ）保角能量守恒律误差　　　　　　　　　　　（ｄ）保角质量守恒律误差

图６　ＦＰＥＰ方法下双孤立子的碰撞及保角守恒律误差

Ｆｉｇ．６　ＣｏｌｌｉｓｉｏｎｏｆｔｗｏｓｏｌｉｔｏｎｓｂｙＦＰＥＰａｎｄｅｒｒｏｒｓｏｎｃｏｎｆｏｒｍａｌｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗｓ

５　结束语

时间采用二阶ＡＶＦ方法，空间采用傅里叶拟谱逼近，利用Ｓｔｒａｎｇ分裂，构造变系数广义ＫｄＶ方程

的一个保角能量守恒格式．计算中使用ＦＦＴ技巧，不但比空间采用二阶中心差分的保角能量守恒方法

误差小，而且计算效率也很高．数值实验结果表明：相比传统的ＡＶＦ保能量方法，采用保角能量守恒方

法更能体现保角哈密尔顿系统的本质属性，并具有良好的长时间数值行为．由于ＫｄＶ方程是非线性方

程，构造阻尼ＫｄＶ方程在时间上更为高阶的保角保结构算法将是一个不小的挑战．
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ｂｌｅ?ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔＧａｒｄｎｅｒｅｑｕａｔｉｏｎｆｒｏｍｎｏｎｌｉｎｅａｒｌａｔｔｉｃｅ，ｐｌａｓｍａｐｈｙｓｉｃｓａｎｄｏｃｅａｎｄｙｎａｍｉｃｓｗｉｔｈｓｙｍｂｏｌｉｃｃｏｍｐｕｔａ

ｔｉｏｎ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＡｎａｌｙｓｉｓａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２００７，３３６（２）：１４４３?１４５５．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｊｍａａ．２００７．

０３．０６４．

［２］　ＴＩＡＮＢｏ，ＷＥＩＧｕａｎｇｍｅｉ，ＺＨＡＮＧＣｈｕｎｙｉ，犲狋犪犾．Ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｆｏｒａｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｖａｒｉａｂｌｅ?ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔＫｏｒｔｅｗｅｇ?ｄｅ

Ｖｒｉｅｓｍｏｄｅｌｆｒｏｍｂｌｏｏｄｖｅｓｓｅｌｓ，Ｂｏｓｅ?Ｅｉｎｓｔｅｉｎｃｏｎｄｅｎｓａｔｅｓ，ｒｏｄｓａｎｄｐｏｓｉｔｏｎｓｗｉｔｈｓｙｍｂｏｌｉｃｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｐｈｙｓ

３１４第３期　　　　　　　　　　　　郭峰，等：广义变系数ＫｄＶ方程的保角能量守恒方法



犺狋狋狆：∥狑狑狑．犺犱狓犫．犺狇狌．犲犱狌．犮狀

ｉｃｓＬｅｔｔｅｒｓＡ，２００６，３５６（１）：８?１６．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｐｈｙｓｌｅｔａ．２００６．０３．０８０．

［３］　ＬＩＵＹｉｎｇ，ＧＡＯＹｉｔｉａｎ，ＳＵＮＺｈｉｙｕａｎ，犲狋犪犾．Ｍｕｌｔｉ?ｓｏｌｉｔｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｆｏｒｃｅｄｖａｒｉａｂｌｅ?ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｅｘｔｅｎｄｅｄＫｏｒｔｅ

ｗｅｇ?ｄｅＶｒｉｅｓｅｑｕａｔｉｏｎａｒｉｓｅｎｉｎｆｌｕｉｄｄｙｎａｍｉｃｓｏｆｉｎｔｅｒｎａｌｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅｓ［Ｊ］．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＤｙｎａｍｉｃｓ，２０１１，６６（４）：５７５?

５８７．ＤＯＩ：１０．１００７／ｓ１１０７１?０１０?９９３６?７．

［４］　ＺＨＡＮＧＸｉａｏｈｕａ，ＺＨＡＮＧＰｉｎｇ．Ａｒｅｄｕｃｅｄｈｉｇｈ?ｏｒｄｅｒｃｏｍｐａｃｔｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｂａｓｅｄｏｎｐｒｏｐｅｒｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ

ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｔｅｃｈｎｉｑｕｅｆｏｒＫｄＶｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，２０１８，３３９：５３５?５４５．ＤＯＩ：１０．

１０１６／ｊ．ａｍｃ．２０１８．０７．０１７．

［５］　ＫＯＮＧＤｅｓｏｎｇ，ＸＵＹｕｆｅｎｇ，ＺＨＥＮＧＺｈｏｕｓｈｕｎ．ＡｈｙｂｒｉｄｎｕｍｅｒｉｃａｌｍｅｔｈｏｄｆｏｒｔｈｅＫｄＶｅｑｕａｔｉｏｎｂｙｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒ

ｅｎｃｅａｎｄｓｉｎｃｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．ＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，２０１９，３５５：６１?７２．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ａｍｃ．

２０１９．０２．０３１．

［６］　ＦＵＧｕｏｓｈｅｎｇ，ＳＨＵＣｈｉｗａｎｇ．Ａｎｅｎｅｒｇｙ?ｃｏｎｓｅｒｖｉｎｇｕｌｔｒａ?ｗｅａｋｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓＧａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄｆｏｒｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ

Ｋｏｒｔｅｗｅｇ?ｄｅＶｒｉｅｓｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌａｎｄＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０１９，３４９：４１?５１．ＤＯＩ：１０．

１０１６／ｊ．ｃａｍ．２０１８．０９．０２１．

［７］　ＣＨＥＬＬＡＰＰＡＮＶ，ＧＯＰＡＬＡＫＲＩＳＨＮＡＮＳ，ＭＡＮＩＶ．ＳｐｅｃｔｒａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏｔｈｅＫｏｒｔｅｗｅｇ?ｄｅ?Ｖｒｉｅｓａｎｄｎｏｎｌｉｎｅａｒ

Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｃｈａｏｓ，ＳｏｌｉｔｏｎｓａｎｄＦｒａｃｔａｌｓＰａｒｔＡ，２０１５，８１：１５０?１６１．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｃｈａｏｓ．２０１５．０９．

００８．

［８］　ＢＪＲＫＡＶ?ＧＭ，ＫＡＬＩＳＣＨＨ．ＥｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆａｓｐｅｃｔｒａｌｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅＫｄＶｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｐｈｙｓｉｃｓ

ＬｅｔｔｅｒｓＡ，２００７，３６５（４）：２７８?２８３．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｐｈｙｓｌｅｔａ．２００６．１２．０８５．

［９］　ＷＡＮＧＪｉａｌｉｎｇ，ＷＡＮＧＹｕｓｈｕｎ．Ｌｏｃａｌｓｔｒｕｃｔｕｒｅ?ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒｔｈｅＫｄＶｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕ

ｔａｔｉｏｎａｌＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０１７，３５（３）：２８９?３１８．ＤＯＩ：１０．４２０８／ｊｃｍ．１６０５?ｍ２０１５?０３４３．

［１０］　ＢＲＵＧＮＡＮＯＬ，ＧＵＲＩＯＬＩＧ，ＳＵＮＹａｊｕａｎ．Ｅｎｅｒｇｙ?ｃｏｎｓｅｒｖｉｎｇＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎＢｏｕｎｄａｒｙＶａｌｕｅＭｅｔｈｏｄｓｆｏｒｔｈｅｎｕ

ｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅＫｏｒｔｅｗｅｇ?ｄｅＶｒｉｅｓｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌａｎｄＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０１９，

３５１：１１７?１３５．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｃａｍ．２０１８．１０．０１４．

［１１］　房少梅．一类广义ＫｄＶ方程组的谱和拟谱方法［Ｊ］．计算数学，２００２，２４（３）：３５３?３６２．ＤＯＩ：１０．３３２１／ｊ．ｉｓｓｎ：０２５４?

７７９１．２００２．０３．０１１．

［１２］　ＧＵＯＦｅｎｇ．Ｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｃｏｎｆｏｒｍａｌｍｕｌｔｉ?ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｍｅｔｈｏｄｆｏｒｔｈｅｄａｍｐｅｄＫｏｒｔｅｗｅｇ?ｄｅＶｒｉｅｓｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｃｈｉ

ｎｅｓｅＰｈｙｓｉｃｓＢ，２０１９，２８（５）：２４?３０．ＤＯＩ：１０．１０８８／１６７４?１０５６／２８／５／０５０２０１．

［１３］　ＭＣＬＡＣＨＬＡＮＲ，ＰＥＲＬＭＵＴＴＥＲ Ｍ．ＣｏｎｆｏｒｍａｌＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＧｅｏｍｅｔｒｙａｎｄＰｈｙｓｉｃｓ，

２００１，３９（４）：２７６?３００．ＤＯＩ：１０．１０１６／Ｓ０３９３?０４４０（０１）０００２０?１．

［１４］　ＭＯＯＲＥＢＥ，ＮＯＲＥＮＡＬ，ＳＣＨＯＢＥＲＣＭ．Ｃｏｎｆｏｒｍａｌｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗｓａｎｄｇｅｏｍｅｔｒｉｃｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｆｏｒｄａｍｐｅｄ

ＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎＰＤＥｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＰｈｙｓｉｃｓ，２０１３，２３２（１）：２１４?２３３．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｊｃｐ．２０１２．０８．

０１０．

［１５］　ＢＨＡＴＴＡＦＬＯＹＤＤ，ＭＯＯＲＥＢＥ．ＳｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｃｏｎｆｏｒｍａｌｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｓｃｈｅｍｅｓｆｏｒｄａｍｐｅｄＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎｓｙｓｔｅｍｓ

［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｃｉｅｎｔｉｆｉｃＣｏｍｐｕｔｉｎｇ，２０１６，６６（３）：１２３４?１２５９．ＤＯＩ：１０．１００７／ｓ１０９１５?０１５?００６２?ｚ．

［１６］　ＭＯＯＲＥＢＥ．Ｍｕｌｔｉ?ｃｏｎｆｏｒｍａｌ?ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃＰＤＥｓａｎｄｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌａｎｄＡｐｐｌｉｅｄ

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０１７，３２３：１?１５．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｃａｍ．２０１７．０４．００８．

［１７］　ＣＨＥＮＪｉｎｇｂｏ，ＱＩＮ Ｍｅｎｇｚｈａｏ．Ｍｕｌｔｉ?ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃＦｏｕｒｉｅｒｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌｍｅｔｈｏｄｆｏｒｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒＳｃｈｒｄｉｎｇｅｒｅ

ｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＮｕｍｅｒｉｃａｌＡｎａｌｙｓｉｓＥｔｎａ，２００１，１２：１９３?２０４．

［１８］　ＱＵＩＳＰＥＬＧＲＷ，ＭＣＬＡＲＥＮＤＩ．Ａｎｅｗｃｌａｓｓｏｆｅｎｅｒｇｙ?ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ

ＰｈｙｓｉｃｓＡ?ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌａｎｄＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ，２００８，４１（４）：０４５２０６．ＤＯＩ：１０．１０８８／１７５１?８１１３／４１／４／０４５２０６．

［１９］　ＳＴＲＡＮＧＧ．Ｏｎｔｈｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎａｎｄｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｓ［Ｊ］．ＳＩＡＭＪｏｕｒｎａｌｏｎＮｕｍｅｒｉｃａｌＡｎａｌｙｓｉｓ，

１９６８，５（３）：５０６?５１７．ＤＯＩ：１０．２３０７／２９４９７００．

［２０］　ＭＣＬＡＣＨＬＡＮＲＩ，ＱＵＩＳＰＥＬＧＲ Ｗ．Ｓｐｌｉｔｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓ［Ｊ］．ＡｃｔａＮｕｍｅｒｉｃａ，２００２，１１：３４１?４３４．ＤＯＩ：１０．１０１７／

Ｓ０９６２４９２９０２００００５３．
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