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　　　椭圆界面问题的高阶差分格式
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摘要：　构造混合边界条件下椭圆界面问题的一个高阶数值格式．在求解区域内部及界面处采用四阶逼近，边

界处采用三阶数值格式，得到一个整体四阶精度的求解格式．数值实验证明了格式的高精度及有效性．
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１　预备知识

椭圆界面问题是一类在流体动力学、分子生物学［１］、电磁学和材料科学中广泛存在的问题．考虑如

下椭圆界面问题，即

犽１Δ狌＝犳１，　　狓∈ ［０，犱
－］，

犽２Δ狌＝犳２，　　狓∈ ［犱
＋，１］，

狌（犱＋，狔）－狌（犱
－，狔）＝犪（狔），

犽２狌狓（犱
＋，狔）－犽１狌狓（犱

－，狔）＝犫（狔）

烍

烌

烎．

（１）

式（１）中：（狓，狔）∈［０，１］
２，界面区域Γ＝｛（狓，狔）｜狓＝犱，狔∈［０，１］｝，边界条件为

狌（０，狔）

狓
＝
狌（１，狔）

狓
＝０，　　０≤狔≤１，

狌（狓，０）＝狌（狓，１）＝０，　　　０≤狓≤１

烍

烌

烎．

（２）
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　　显然，问题（１）的解在界面区域Γ上是不光滑的，甚至是不连续的．传统的数值方法已经不适用于

椭圆界面问题．问题（１）的数值工作除了佩斯金的浸入边界法
［２６］之外，还有很多学者进行相关研

究［７１１］．此外，有限元在椭圆界面问题中也得到了广泛应用
［１２１４］．然而，以上方法都为二阶精度．本文利

用差分法构建椭圆界面问题的一个高级数值格式．在求解区域内部及界面处采用四阶逼近，在边界处应

用三阶数值格式，最终得到一个具有四阶精度的数值格式［１５］．

２　基本引理

首先给出两个引理．

引理１　假设犵（狓）∈犆
６［０，犔］，将区间［０，犔］犕 等分得到一组点狓犻，犻＝０，１，２，…，犕，则有

５

１２
犵狓狓（狓０）＋

１

１２
犵狓狓（狓１）＝

１

犺２
［犵（狓１）－犵（狓０）－犺犵狓（狓０）］－

１

１２
犺犵狓狓狓（狓０）＋犗（犺

３）， （３）

１

１２
犵狓狓（狓犕－１）＋

５

１２
犵狓狓（狓犕）＝

１

犺２
［犵狓（狓犕－１）－犵（狓犕）＋犺犵狓（狓犕）］＋

１

１２
犺犵狓狓狓（狓犕）＋犗（犺

３）． （４）

　　引理２
［１５］
　假设犵（狓）∈犆

６［０，犔］，将区间［０，犔］犕 等分得到一组点狓犻，犻＝０，１，２，…，犕．则对任意

的１≤犐≤犕－１，有

－
１

３
犵狓狓（狓犿－１）＋

８

３
犵狓狓（狓犿）＋

３５

３
犵狓狓（狓犐－）＝

１

犺２
［３２犵（狓犿）－犵（狓犿－１）－

３１犵（狓犐－）＋３０犺犵狓（狓犐－）］＋２犺犵狓狓狓（狓犐－）＋犗（犺
４）， （５）

３５

３
犵狓狓（狓犐＋）＋

８

３
犵狓狓（狓犿＋１）－

１

３
犵狓狓（狓犿＋２）＝

１

犺２
［３２犵（狓犿＋１）－犵（狓犿＋２）－

３１犵（狓犐＋）－３０犺犵狓（狓犐＋）］－２犺犵狓狓狓（狓犐＋）＋犗（犺
４）． （６）

３　数值离散

令狓方向取空间节点数犕，步长犺狓＝１／犕，则狓方向空间节点为狓犻＝犻犺狓，犻＝０，１，…犿，犐，犿＋１，…，

犕．其中，犱＝犐犺狓；狔方向空间节点数为犖，步长犺狔＝１／犖，则狔方向空间节点为狔犼＝犼犺狔，犼＝０，１，…，犖．

记狌犼犻＝狌（狓犻，狔犼），并定义两个二阶中心差分算子，即

δ
２
狓狌

犼
犻 ＝
狌犼犻－１－２狌

犼
犻＋狌

犼
犻＋１

犺２狓
，　　δ

２
狔狌

犼
犻 ＝
狌犼－１犻 －２狌犼

－１
犻 ＋狌犼

＋１
犻

犺２狔
． （７）

　　由此得到相应四阶Ｐａｄé逼近
［１６１７］，即


２狌（狓犻，狔犼）

狔
２ ＝

δ
２
狔狌（狓犻，狔犼）

１＋
犺２狔
１２

ｄ２

ｄ狔
２

＋犗（犺
４
狔），　　


２狌（狓犻，狔犼）

狓
２ ＝

δ
２
狓狌（狓犻，狔犼）

１＋
犺２狓
１２

ｄ２

ｄ狓２

＋犗（犺
４
狓）． （８）

　　为方便表达，记犔狓＝１＋
犺２狓
１２

ｄ２

ｄ狓２
，犔狔＝１＋

犺２狔
１２

ｄ２

ｄ狔
２．下面具体离散问题（１）．

当犻＝１时，由引理１可知

５

１２

２狌

狓
２
（狓０，狔犼）＋

１

１２

２狌

狓
２
（狓１，狔犼）＝

１

犺２狓
［狌（狓１，狔犼）－狌（狓０，狔犼）－

犺狓狌狓（狓０，狔犼）］－
犺狓
１２

３狌

狓
３
（狓０，狔犼）＋犗（犺

３
狓）． （９）

　　由问题（１）的第１式有

２狌

狓
２＝
１

犽１
犳１－


２狌

狔
２
，将其代入式（９）中，有

－
１

犺２狓
＋
５

１２

２

狔（ ）２ 狌（狓０，狔犼）＋ １

犺２狓
＋
１

１２

２

狔（ ）２ 狌（狓１，狔犼）＝ ５

１２犽１
犳１（狓０，狔犼）＋

１

１２犽１
犳１（狓１，狔犼）＋

犺狓
１２犽１

犳１，狓（狓０，狔犼）－ －
１

犺狓
＋
犺狓
１２

２

狔（ ）２ 狌狓（狓０，狔犼）＋犗（犺３狓）． （１０）

　　两边同乘以犔狔，则有
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－
犔狔
犺２狓
＋
５

１２
δ
２（ ）狔 狌（狓０，狔犼）＋ 犔狔

犺２狓
＋
１

１２
δ
２（ ）狔 狌（狓１，狔犼）＝５犔狔１２犽１

犳１（狓０，狔犼）＋

犔狔
１２犽１

犳１（狓１，狔犼）＋
犺狓犔狔
１２犽１

犳１，狓（狓０，狔犼）
犔狔
犺狓
＋
犺狓
１２
δ
２
狔狌狓（狓０，狔犼）＋犗（犺

３
狓）． （１１）

　　用数值解代替真解，省略误差项，可得

－
犔狔
犺２狓
＋
５

１２
δ
２（ ）狔 狌犼０＋ 犔狔

犺２狓
＋
１

１２
δ
２（ ）狔 狌犼１ ＝５犔狔１２犽１

犳
犼
１，０＋

犔狔
１２犽１

犳
犼
１，１＋

犺狓犔狔
１２犽１

（犳１，狓）犼０－ －
犔狔
犺狓
＋
犺狓
１２
δ
２（ ）狔 （狌狓）犼０． （１２）

　　当１＜犻＜犐
－时，对问题（１）的第１式两边同时乘以犔狓犔狔，可得

犽１（犔狓δ
２
狔＋犔狔δ

２
狓）狌犼犻 ＝犔狓犔狔犳１． （１３）

　　特别的，当犻＝犿时，根据式（１３）可得

１

１２
δ
２
狔＋
１

犺２狓
犔（ ）狔 狌犼犿－１＋ ５

６
δ
２
狔－
２

犺２狓
犔（ ）狔 狌犼犿 ＋ １

１２
δ
２
狔＋
１

犺２狓
犔（ ）狔 狌犼犐－ ＝ １犽１犔狓犔狔犳犼１，犿． （１４）

　　当犻＝犐
－时，根据引理２有

１

犺２狓
（狌犼犿－１－３２狌

犼
犿 ＋３１狌

犼
犐
－ －３０犺狓（狌狓）犼犐－）＝－

１

３
３５

２狌

狓
２
（狓犐－，狔犼）［ ＋

８

２狌

狓
２
（狓犿，狔犼）－


２狌

狓
２
（狓犿－１，狔犼 ］）＋２犺狓

３狌

狓
３
（狓犐－，狔犼）＋犗（犺

４
狓）． （１５）

　　由问题（１）的第１式有

２狌

狓
２＝
１

犽１
犳１－


２狌

狔
２
，将其代入式（１５）中，可得

１

犺２狓
（狌犼犿－１－３２狌

犼
犿 ＋３１狌

犼
犐
－ －３０犺狓（狌狓）犼犐－）＝－

１

３犽１
［３５犳犼１，犐－ ＋８犳犼１，犿 －犳犼１，犿－１］＋２

犺狓
犽１
（犳１，狓）犼犐－ ＋

１

３
３５

２狌

狔
２
（狓犐－，狔犼）＋８


２狌

狔
２
（狓犿，狔犼）－


２狌

狔
２
（狓犿－１，狔犼［ ］）－２犺狓

２狌狓

狔
２
（狓犐－，狔犼）＋犗（犺

４
狓）． （１６）

　　令犮１＝－
１

３犽１
［３５犳犼１，犐－ ＋８犳犼１，犿－犳犼１，犿－１］＋２

犺狓
犽１
（犳１，狓）犼犐－，对式（１６）两边同时乘以犽１犔狔，可得

犽１犔狔
犺２狓
（狌犼犿－１－３２狌

犼
犿 ＋３１狌

犼
犐
－ －３０犺狓（狌狓）犼犐－）＝

犽１
３
［３５δ

２
狔狌

犼
犐
－ ＋

８δ
２
狔狌

犼
犿 －δ

２
狔狌

犼
犿－１］－２犽１犺狓δ

２
狔（狌狓）

犼
犐
－ ＋犽１犔狔犮１＋犗（犺

４
狓＋犺

４
狔）． （１７）

　　经整理可得

犽１
犔狔
犺２狓
＋
１

３
δ
２（ ）狔 狌犼犿－１－犽１ ３２犔狔犺２狓 ＋

８

３
δ
２（ ）狔 狌犼犿 ＋犽１ ３１犔狔犺２狓 －

３５

３
δ
２（ ）狔 狌犼犐－ ＝

犽１犔狔犮１＋犽１犺狓 ３０
犔狔
犺２狓
－２δ

２（ ）狔 （狌狓）犼犐－ ＋犗（犺４狓＋犺４狔）． （１８）

　　当犻＝犐
＋时，利用引理２有

１

犺２狓
（狌犼犿＋２－３２狌

犼
犿＋１＋３１狌

犼
犐
－ ＋３０犺狓（狌狓）犼犐＋）＝－

１

３
３５

２狌

狓
２
（狓犐＋，狔犼）［ ＋

８

２狌

狓
２
（狓犿＋１，狔犼）－


２狌

狓
２
（狓犿＋２，狔犼 ］）－２犺狓

３狌

狓
３
（狓犐＋，狔犼）＋犗（犺

４
狓）． （１９）

　　由问题（１）的第２式有

２狌

狓
２＝
１

犽２
犳２－


２狌

狔
２
，将其代入式（１９）中，可得

１

犺２狓
（狌犼犿＋２－３２狌

犼
犿＋１＋３１狌

犼
犐
＋ ＋３０犺狓（狌狓）犼犐＋）＝－

１

３犽２
［３５犳犼２，犐＋ ＋８犳犼２，犿＋１－犳

犼
１，犿＋２］－

２
犺狓
犽２
（犳２，狓）犼犐＋ ＋

１

３
３５

２狌

狔
２
（狓犐＋，狔犼）＋８


２狌

狔
２
（狓犿＋１，狔犼）－


２狌

狔
２
（狓犿＋２，狔犼［ ］）＋

２犺狓

２狌狓

狔
２
（狓犐＋，狔犼）＋犗（犺

４
狓）． （２０）
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　　令犮２＝－
１

３犽２
［３５犳犼２，犐＋ ＋８犳犼２，犿＋１－犳犼２，犿＋２］＋２

犺狓
犽１
（犳２，狓）犼犐＋，对方程两边同时乘以犽２犔狔，可得

犽２
犔狔
犺２狓
＋
１

３
δ
２（ ）狔 狌犼犿＋２－犽２ ３２犔狔犺２狓 ＋

８

３
δ
２（ ）狔 狌犼犿＋１＋犽２ ３１犔狔犺２狓 －

３５

３
δ
２（ ）狔 狌犼犐＋ ＝

犽２犔狔犮２＋犽２犺狓 －３０
犔狔
犺２狓
＋２δ

２（ ）狔 （狌狓）犼犐＋ ＋犗（犺４狓＋犺４狔）． （２１）

　　通过将式（２１）和式（１８）相加，可得

犽２
犔狔
犺２狓
＋
１

３
δ
２（ ）狔 狌犼犿＋２－犽２ ３２犔狔犺２狓 ＋

８

３
δ
２（ ）狔 狌犼犿＋１＋ ３１

犔狔
犺２狓
－
３５

３
δ
２（ ）狔 （犽２狌犼犐＋ ＋犽１狌犼犐－）＋

犽１
犔狔
犺２狓
＋
１

３
δ
２（ ）狔 狌犼犿－１－犽１ ３２犔狔犺２狓 ＋

８

３
δ
２（ ）狔 狌犼犿 ＝犽１犔狔犮１＋犽２犔狔犮２＋

犺狓 －３０
犔狔
犺２狓
＋２犺狓δ

２（ ）狔 （犽２（狌狓）犼犐＋ －犽１（狌狓）犼犐－）＋犗（犺４狓＋犺４狔）． （２２）

　　由问题（１）的第３式可知狌（犱
＋，狔）＝狌（犱

－，狔）＋犪（狔），将其和问题（１）的第４式代入式（２２）中，可得

犽２
犔狔
犺２狓
＋
１

３
δ
２（ ）狔 狌犼犿＋２－犽２ ３２犔狔犺２狓 ＋

８

３
δ
２（ ）狔 狌犼犿＋１＋ ３１

犔狔
犺２狓
－
３５

３
δ
２（ ）狔 （犽２＋犽１）狌犼犐－ ＋

犽１
犔狔
犺２狓
＋
１

３
δ
２（ ）狔 狌犼犿－１－犽１ ３２犔狔犺２狓 ＋

８

３
δ
２（ ）狔 狌犼犿 ＝犽１犔狔犮１＋犽２犔狔犮２＋

－３０
犔狔
犺２狓
＋２δ

２（ ）狔 犺狓犫犼－犽２ ３１犔狔犺２狓 －
３５

３
δ
２（ ）狔 犪犼＋犗（犺４狓＋犺４狔）． （２３）

　　令犮３＝犽１犔狔犮１＋犽２犔狔犮２＋ －３０
犔狔
犺２狓
＋２δ

２（ ）狔 犺狓犫犼－犽２ ３１犔狔犺２狓－
３５

３
δ
２（ ）狔 犪犼，省略误差项，可得

犽２
犔狔
犺２狓
＋
１

３
δ
２（ ）狔 狌犼犿＋２－犽２ ３２犔狔犺２狓 ＋

８

３
δ
２（ ）狔 狌犼犿＋１＋ ３１

犔狔
犺２狓
－
３５

３
δ
２（ ）狔 （犽２＋犽１）狌犼犐－ ＋

犽１
犔狔
犺２狓
＋
１

３
δ
２（ ）狔 狌犼犿－１－犽１ ３２犔狔犺２狓 ＋

８

３
δ
２（ ）狔 狌犼犿 ＝犮３． （２４）

　　当犐
－
＜犻＜犕 时，对问题（１）的第２式两边同时乘以犔狓犔狔，则有

犽２（犔狓δ
２
狔＋犔狔δ

２
狓）狌犼犻 ＝犔狓犔狔犳

犼
２，犻． （２５）

　　当犻＝犕 时，由引理１可知

１

１２

２狌

狓
２
（狓犕－１，狔犼）＋

５

１２

２狌

狓
２
（狓犕，狔犼）＝

１

犺２狓
狌（狓犕－１，狔犼）［ －

狌（狓犕，狔犼）＋犺狓狌狓（狓犕，狔犼 ］）＋
犺狓
１２

３狌

狓
３
（狓犕，狔犼）＋犗（犺

３
狓）． （２６）

　　由问题（１）的第２式有

２狌

狓
２＝
１

犽２
犳２－


２狌

狔
２
，将其代入式（２６）中，有

１

犺２狓
＋
１

１２

２

狔（ ）２ 狌（狓犕－１，狔犼）＋ －
１

犺２狓
＋
５

１２

２

狔（ ）２ 狌（狓犕，狔犼）＋ １

犺狓
－
犺狓
１２

２

狔（ ）２ 狌狓（狓犕，狔犼）＝
１

１２犽２
犳２（狓犕－１，狔犼）＋

５

１２犽２
犳２（狓犕，狔犼）－

犺狓
１２犽２

犳２，狓（狓犕，狔犼）＋犗（犺
３
狓）． （２７）

　　两边同乘以犔狔，则有

犔狔
犺２狓
＋
１

１２
δ
２（ ）狔 狌（狓犕－１，狔犼）＋ －

犔狔
犺２狓
＋
５

１２
δ
２（ ）狔 狌（狓犕，狔犼）＝ 犔狔

１２犽２
犳２（狓犕－１，狔犼）＋

５犔狔
１２犽２

犳２（狓犕，狔犼）－
犺狓犔狔
１２犽２

犳２，狓（狓犕，狔犼）－
犔狔
犺狓
－
犺狓
１２
δ
２（ ）狔 狌狓（狓犕，狔犼）＋犗（犺３狓）． （２８）

　　用数值解代替精确解并省略误差项，可得到

犔狔
犺２狓
＋
１

１２
δ
２（ ）狔 狌犼犕－１＋ －

犔狔
犺２狓
＋
５

１２
δ
２（ ）狔 狌犼犕 ＝ 犔狔

１２犽２
犳
犼
２，犕－１＋

５犔狔
１２犽２

犳
犼
２，犕 －

犺狓犔狔
１２犽２

（犳２，狓）犼犕 －
犔狔
犺狓
－
犺狓
１２
δ
２（ ）狔 （狌狓）犼犕 ＋犗（犺３狓）． （２９）
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　　整理得到的格式

－
犔狔
犺２狓
＋
５

１２
δ
２（ ）狔 狌犼０＋ 犔狔

犺２狓
＋
１

１２
δ
２（ ）狔 狌犼１ ＝５犔狔１２犽１

犳
犼
１，０＋

犔狔
１２犽１

犳
犼
１，１＋

犺狓犔狔
１２犽１

（犳１，狓）犼０＋
犔狔
犺狓
－
犺狓
１２
δ
２（ ）狔 （狌狓）犼０，　　犻＝１，

犽１（犔狓δ
２
狔＋犔狔δ

２
狓）狌犼犻 ＝犔狓犔狔犳１，　　１＜犻≤犿，

犽２
犔狔
犺２狓
＋
１

３
δ
２（ ）狔 狌犼犿＋２－犽２ ３２犔狔犺２狓 ＋

８

３
δ
２（ ）狔 狌犼犿＋１＋ ３１

犔狔
犺２狓
－
３５

３
δ
２（ ）狔 （犽２＋犽１）狌犼犐－ ＋

犽１
犔狔
犺２狓
＋
１

３
δ
２（ ）狔 狌犼犿－１－犽１ ３２犔狔犺２狓 ＋

８

３
δ
２（ ）狔 狌犼犿 ＝犮３，　　犻＝犐－，

狌犼犐＋ ＝狌
犼
犐
－ ＋犪犼，　　犻＝犐＋，

犽２（犔狓δ
２
狔＋犔狔δ

２
狓）狌犼犻 ＝犔狓犔狔犳２，　　犿＋１≤犻＜犕，

犔狔
犺２狓
＋
１

１２
δ
２（ ）狔 狌犼犕－１＋ －

犔狔
犺２狓
＋
５

１２
δ
２（ ）狔 狌犼犕 ＝ 犔狔

１２犽２
犳
犼
２，犕－１＋

５犔狔
１２犽２

犳
犼
２，犕 －

犺狓犔狔
１２犽２

（犳２，狓）犼犕 －
犔狔
犺狓
－
犺狓
１２
δ
２（ ）狔 （狌狓）犼犕，　　犻＝犕

烍

烌

烎
．

（３０）

式（３０）中：犮３＝犽１犔狔犮１＋犽２犔狔犮２＋ －３０
犔狔
犺２狓
＋２δ

２（ ）狔 犺狓犫犼－犽２ ３１犔狔犺２狓－
３５

３
δ
２（ ）狔 犪犼．

４　数值算例

给出两个数值算例验证格式的有效性．标记真解为狌^犼犻＝狌（狓犻，狔犼），则误差为犲
犼
犻＝狌

犼
犻－^狌

犼
犻．定义两种

误差，即

Ｅｒｒ∞（τ，犺）＝ ｍａｘ
１≤犻≤犕，１≤犼≤犕

狘犲犼犻狘，　　Ｅｒｒ２（τ，犺）＝犺 ∑
犕

犻，犼＝１

（犲犼犻）槡
２．

４．１　算例１

为验证收敛阶，选取问题

Δ狌＝－５π
２ｃｏｓ（π狓）ｓｉｎ（２π狔），　　０≤狓＜

１

２
，　０≤狔≤１，

１

９
Δ狌＝－

１３

９
π
２ｃｏｓ（３π狓）ｓｉｎ（２π狔），　　

１

２
＜狓≤１，　０≤狔≤１，

狌
１

２

＋

，（ ）狔 －狌 １

２

－

，（ ）狔 ＝０，　　０≤狔≤１，

１

９
狌狓
１

２

＋

，（ ）狔 －狌狓 １２
－

，（ ）狔 ＝
４

３
πｓｉｎ（２π狔），　　０≤狔≤１

烍

烌

烎
．

（３１）

其边界条件及初值为

狌（０，狔）

狓
＝
狌（１，狔）

狓
＝０，　　０≤狔≤１，

狌（狓，０）＝狌（狓，１）＝０，　　　０≤狓≤１

烅

烄

烆 ．

其中，真解为狌１（狓，狔）＝ｃｏｓ（π狓）ｓｉｎ（２π狔），狌２（狓，狔）＝ｃｏｓ（３π狓）ｓｉｎ（２π狔）．

表１　算例１的空间收敛阶

Ｔａｂ．１　Ｓｐａｃｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｏｆｅｘａｍｐｌｅ１

犕 犖 Ｅｒｒ∞ Ｒａｔｅ Ｅｒｒ２ Ｒａｔｅ

８ １６ １．３８８２×１０－３ － ７．５５８７×１０－４ －

１６ ３２ ８．４２９１×１０－５ ４．０４ ４．３４９４×１０－５ ４．１２

３２ ６４ ５．２２２１×１０－６ ４．０１ ２．６２９５×１０－６ ４．０５

６４ １２８ ３．２５４１×１０－７ ４．００ １．６１９１×１０－７ ４．０２

１２８ ２５６ ２．０３５１×１０－８ ４．００ １．００４８×１０－８ ４．０１

首先验证收敛阶，狓，狔方向剖分犕，犖 同时

扩大２倍，计算得到表１．从表１可知：随着网格

剖分变细，格式的误差越来越小，收敛率也近预

期的四阶精度．这说明方法是可行的．图１为算

例１的数值图像．从图１可知：格式（３０）可以很

好地逼近真解．

４．２　算例２

为证明格式的一般性，选取如下问题
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（ａ）数值解　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）真解　

图１　算例１的数值图像（犕＝３２，犖＝６４）

Ｆｉｇ．１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｍａｇｅｏｆｅｘａｍｐｌｅ１（犕＝３２，犖＝６４）

１

２
Δ狌＝

１

４
（４狓４狔

３
＋６狓

４
狔
２
＋２狓

４
狔－４狓

４
＋１０狓

３
狔
３
－３３狓

３
狔
２
＋５狓

３
狔＋６狓

３
＋

８狓２狔
３
－６狓

２
狔
２
＋４狓

２
狔－２狓

２
－１４狓狔

３
＋２１狓狔

２
－

７狓狔＋２狔
３
－３狔

２
＋狔）·ｅｘｐ（狓＋狔），　　０≤狓＜

１

２
，　０≤狔≤１，

１

５
Δ狌＝

１

１０
（－４狓

４
狔
３
－６狓

４
狔
２
－２狓

４
狔＋４狓

４
－１４狓

３
狔
３
＋２７狓

３
狔
２
－７狓

３
狔－２狓

３
＋

８狓２狔
３
＋６６狓

２
狔
２
＋４狓

２
狔－２６狓

２
＋２０狓狔

３
－１４４狓狔

２
＋１０狓狔＋３８狓＋

２狔
３
＋３９狔

２
＋狔－１４）·ｅｘｐ（狓＋狔），　　

１

２
＜狓≤１，　０≤狔≤１，

狌
１

２

＋

，（ ）狔 －狌 １

２

－

，（ ）狔 ＝０，　０≤狔≤１，

１

５
狌狓
１

２

＋

，（ ）狔 －１２狌狓
１

２

－

，（ ）狔 ＝
１１

１６０
狔（２狔

２
－３狔＋１）·ｅｘｐ（狔＋０．５），　　０≤狔≤１

烍

烌

烎
．

（３２）

　　边界条件为
狌（０，狔）

狓
＝
狌（１，狔）

狓
＝０，０≤狔≤１，初值为狌（狓，０）＝狌（狓，１）＝０，０≤狓≤１．其中，真解为

表２　算例２的空间收敛阶

Ｔａｂ．２　Ｓｐａｃｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｏｆｅｘａｍｐｌｅ２

犕 犖 Ｅｒｒ∞ Ｒａｔｅ Ｅｒｒ２ Ｒａｔｅ

１６ １６ ２．０２６８×１０－７ － ４．６３２３×１０－８ －

３２ ３２ １．３１１４×１０－８ ３．９５ ２．７４８１×１０－９ ４．０８

６４ ６４ ８．２６４５×１０－１０ ３．９９ １．６７５２×１０－１０ ４．０４

１２８ １２８ ５．２６４２×１０－１１ ３．９９ １．０８７６×１０－１１ ４．０２

２５６ ２５６ ３．２９６４×１０－１２ ４．００ ６．７７９７×１０－１３ ４．００

狌１（狓，狔）＝狓
２（狓－１）（狓－１／２）×狔（狔－１）（狔－

１／２）·ｅｘｐ（狓＋狔），狌２（狓，狔）＝（狓－１）
２（２－狓）

（狓－１／２）狔（狔－１）（狔－１／２）·ｅｘｐ（狓＋狔）．

首先，验证收敛阶，狓，狔方向剖分犕，犖 同时

扩大２倍，计算得到表２．从表２可知：随着网格

剖分变细，收敛率也近预期的四阶精度．这可说

明犽１和犽２的取值不影响格式的有效性．图２为

算例２的数值图

（ａ）数值解　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）真解　

图２　算例２的数值图像（犕＝３２，犖＝３２）

Ｆｉｇ．２　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｍａｇｅｏｆｅｘａｍｐｌｅ２（犕＝３２，犖＝３２）

５０４第３期　　　　　　　　　　　　　　吴龙渊，等：椭圆界面问题的高阶差分格式



犺狋狋狆：∥狑狑狑．犺犱狓犫．犺狇狌．犲犱狌．犮狀

像．从图２可知：当狌属于一个很小的量级时，文中的格式依然有效．

５　结束语

提出求解椭圆界面问题的一个高阶数值格式．数值实验验证了格式的有效性，并证明当狌很小时的

格式依然有效．
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