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摘要：　采用弹性力学法建立具有速度波动的横向非线性积分?偏微分控制方程，并对方程进行一阶Ｇａｌｅｒｋｉｎ

离散．首次理论性导出由平均速度和速度波动幅值共同决定的系统稳定区和超临界区的边界条件；然后，数值

模拟分析粘弹性传动带运动系统的分岔现象和混沌运动．最后，利用分岔图和映射图重点分析平均速度、带速

波动幅值对系统动力学的影响．结果表明：系统存在单周期、二倍周期、四倍周期和混沌运动，随着参数的增

大，系统由单周期变为倍周期运动，最后进入混沌运动状态．通过数值模拟与理论公式计算出的分岔值进行对

比，表明二者几乎一致，证明划分稳定性条件的正确性．
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传动带存在轴向运动且承受轴向力作用而张紧，在传动过程中会产生一定的横向振动，并导致传动

平稳性降低，传动精度下降．因此，研究横向振动的动力学特性，对其振动进行控制具有很大的现实应用

价值．如汽车发动机正时带是汽车中的重要组成部件，其工作性能的优劣直接影响发动机运行的平稳

性，而且由于机械向高速化、精密化发展，对传动性能要求更加严格［１?３］．

带传动横向非线性振动的研究范畴应归于轴向运动连续体的非线性振动．对轴向运动连续体，国外

学者进行了很多研究［４?６］．轴向运动弦线和轴向运动梁是轴向运动体的两个经典模型，而传动带是抗弯

刚度很小的连续体，常常简化为弦线模型和梁模型来处理．当不考虑抗弯刚度时，采用轴向运动弦线模

型．如 Ｍｏｏｄ等
［７］将传动带简化为弦线，采用摄动分析轴向运动带的振动频率、幅频特性和共振响应；

Ｚｈａｎｇ等
［８］建立了粘弹性传动带的受迫振动弦线模型，运用多尺度法，分析动力粘性和轴向速度对系统

的影响；张伟等［９］采用两端简支的运动弦线，分析了粘弹性传动带内共振、周期运动和混沌运动．对于传

动带模型稳定性研究，刘伟等［１０］研究了粘弹性传动带的带速波动频率对系统稳定性的影响，给出了稳

定域和不稳定域．Ｐａｋｄｅｍｉｒｌｉ等
［１１］给出了轴向运动弦线的稳定域，研究得出不同阶Ｇａｌｅｒｋｉｎ离散近似

解下稳定和不稳定点．

目前，国内外关于传动带的研究主要集中在建立振动模型方面，对传动带的动力学特性的研究较

少．本文基于轴向运动弦线模型，建立粘弹性传动带的非线性横向振动方程；然后，利用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法

离散偏微分振动方程［１２?１５］，研究轴向速度和带速波动幅值对系统动力学特性的影响，并分析由轴向平均

速度和速度波动幅值共同决定的稳定运动区和超临界区的条件．

１　传动带横向振动动力学方程

将粘弹性传动带的传动模型简化为轴向运动的弦线［１６?１７］．设传动带的单位长度质量为ρ，传动带的

横截面积为犃，狏为传动带轴向运动速度，犘为张紧力，犮为阻尼系数，犔为两简支端带的跨度，以带横向

振动时的平衡位置为狓轴，时间坐标为狋，以带与带轮节圆切点为坐标原点，建立直角坐标系狓狅狔，如图

１（ａ）所示．

取距离原点狓处的传送带的微段ｄ狓进行分析，如图１（ｂ）所示．从图１（ｂ）可知：该处的横向位移为

狑＝狑（狓，狋），微段的两端面分别作用有张紧力犘，犘＋
犘

狓
ｄ狓．由牛顿第二定律，可得出任意时间狋的狔方

向平衡方程．即

ρｄ狓
ｄ２狑

ｄ狋２
＝ 犘＋

犘

狓
ｄ（ ）狓ｓｉｎθ＋θ狓ｄ（ ）狓 －犘ｓｉｎθ－犮狑狋． （１）

　　　（ａ）带传动简化模型　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）传动带微元段受力图

图１　带传动的横向振动模型

Ｆｉｇ．１　Ｂｅｌｔｄｒｉｖｅｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｍｏｄｅｌ

　　由于传动带通常以横向振动为主，故只考虑横向振动位移产生的轴向变形，其应变的具体表达式为

ε＝
１

２

狑

（ ）狓
２

． （２）
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　　当横向振动引起的轴向应变比较小，轴向应变引起的张力可用平均值替代精确值，此时张紧力为

犘＝犘０＋
１

犔∫
犔

０
σ犃ｄ狓＝犘０＋

犈犃
２犔∫

犔

０

狑

（ ）狓
２

ｄ狓． （３）

式（３）中：犘０ 表示带的初始张紧力；犈为带的弹性模量．

对于小变形情况，有

ｓｉｎθ≈θ≈
狑

狓
． （４）

　　将式（２）～（４）代入式（１）中，略去ｄ狓的二阶小量，经化简可得

ρ

２狑

狋
２ ＋２ρ狏


２狑

狓狋
＋（ρ狏

２
－犘０）


２狑

狓
２ ＋ρ

狏

狋
狑

狓
＋犮狏

狑

狓
＋
狑

（ ）狋 ＝
犈犃
２犔

２狑

狓
２∫

犔

０

狑

（ ）狓
２

ｄ狓． （５）

　　式（５）即为粘弹性传动带的横向非线性动力学方程．这里引入无量纲变量，即

狑
狑
犔
，　　狓

狓
犔
，　　狋

狋
犔

犘０

槡ρ
，　　ν狏 ρ

犘槡０

． （６）

　　假设传动带速度有周期波动，则有

狏＝狏０＋γｓｉｎ（Ω狋）． （７）

式（７）中：狏０ 为平均带速；γ为速度波动幅值；Ω为速度波动的频率．由于γ１，取近似表达则有

狏２ ≈狏
２
０＋２狏０γｓｉｎ（Ω狋）． （８）

　　将式（６）～（８）代入式（５）中，可得到具有速度波动的粘弹性传动带的横向非线性振动方程．即


２狑

狋
２ ＋２（狏０＋γｓｉｎ（Ω狋））


２狑

狓狋
＋（狏

２
０＋２狏０γｓｉｎ（Ω狋）－１）


２狑

狓
２ ＋

γΩｃｏｓ（Ω狋）＋犮狏
１

ρ犘槡（ ）
０

狑

狓
＋犮

１

ρ犘槡０

狑

狋
－
犈犃
２犘０


２狑

狓
２∫

１

０

狑

（ ）狓
２

ｄ狓＝０． （９）

　　该模型的边界条件为

狑（０，狋）＝狑（１，狋）＝０，


２狑

狓
２

狓＝０
＝

２狑

狓
２

狓＝１
＝０

烍

烌

烎
．

（１０）

２　横向振动犌犪犾犲狉犽犻狀离散

为了研究传动带的动力学特性，采用Ｇａｌｅｒｋｉｎ离散
［１８?１９］，将振动的偏微分方程在时间和空间坐标

系解耦，则方程（９）的解近似为

狑（狓，狋）＝∑
狀

犻＝１

狇犻（狋）ｓｉｎ（犻π狓），　　犻＝１，２，３，…，狀． （１１）

式（１１）中：狇犻（狋）为时间函数；ｓｉｎ（犻π狓）为模态函数．这里取一阶Ｇａｌｅｒｋｉｎ离散，即

狑（狓，狋）＝狇ｓｉｎ（π狓）． （１２）

　　将式（１２）代入式（９）中，两边同乘以函数ｓｉｎ（π狓），并在区间［０，１］上积分，可得

狇̈＋犮
１

ρ犘槡０

狇＋π
２（１－狏

２
０－２狏０γｃｏｓ（Ω狋））狇＋

π
４犈犃
４犘０

狇
３
＝０． （１３）

式（１３）表示一阶截断简化后的粘弹性传动带具有速度周期波动的非线性振动方程．

３　带传动平衡稳定性

由于

μ＝
１

２
犮

１

ρ犘槡０

，　　α＝π
２（１－狏０

２），　　β＝－２狏０γπ
２，　　犺＝

π
４犈犃
４犘０

， （１４）

则方程（１３）可改写为

狇̈＋２μ狇＋（α＋βｃｏｓ（Ω狋））狇＋犺狇
３
＝０． （１５）

　　为分析系统平衡点位置及其稳定性，在相平面内分析，平衡点处速度和加速度均为零，即
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狇＝０，

狇̈＝－（α＋βｃｏｓ（Ω狋））狇－犺狇
３
＝０ ｝． （１６）

　　选取的参数：ρ＝０．１２ｋｇ·ｍ
－１，犮＝０．１Ｎ·ｓ·ｍ－２，Ω＝０．５ｓ

－１，犘０＝１００Ｎ，犈＝０．１５ＧＰａ，犃＝

２．７８×１０－５ｍ２．现有的文献中，都是在不考虑速度波动的条件下认为临界速度为狏ｃ＝１．但实际上，速度

波动幅值也决定着系统的临界速度．由方程（１６）可知：Δ＝α＋βｃｏｓ（Ω狋）的正负决定着系统平衡解的数

目，即平均速度和速度波动共同决定着系统的分岔行为和稳定性．

对于一个振动系统的稳定性，往往会对系统的平衡点感兴趣，因为这些位置的振动状况反映着系统

的分岔和稳定性；而非线性系统的稳定性可以通过判断其特征方程的根的正负来确定．

下面利用里雅普诺夫法则进行判断．令狇＝狇１，将方程（１５）降阶为

狇１ ＝狇２，

狇２ ＝－２μ狇２－（α＋βｃｏｓ（Ω狋））狇１－犺狇
３
１

烍
烌

烎．
（１７）

　　１）当Δ＞０时，系统只存在一个平衡解狇０＝０，即平衡位置．此时有
０＜狏０＜１，

β＜α＝π
２（１－狏２０

烅
烄

烆 ），
即０＜狏０＜

１＋γ槡
２－γ，系统存在一个平衡解狇０＝０．该点对应的雅可比矩阵为

０ １

－（α＋βｃｏｓ（Ω狋））－３犺狇
２
１ －２

［ ］
μ （０．０）

＝
０ １

－Δ －２
［ ］

μ
，

相应的特征根解为λ１，２＝－μ± μ
２－槡 Δ．若０＜Δ＜μ

２ 时，特征根为两个同号负实根，该平衡位置为稳

定的结点，系统是稳定的；若Δ＞μ
２ 时，特征根为两个实部不为零的共轭复根，该平衡位置为稳定的焦

点，系统是稳定的．因此，平均速度低于由速度波动幅值决定的临界速度（１＋γ槡
２－γ）时，系统的运动是

稳定的．

不同平均速度狏０ 和速度波动幅值γ下系统的稳定性，如图２所示．图２中：狑为无量纲位移．由图２

（ａ）可知：系统围绕着一个稳定的平衡位置处做衰减的微幅振动，相图上表现出一个稳定的吸引子．

　　　　（ａ）相图（狏０＝０．７，γ＝０．１５）　　　　　　　　　（ｂ）振动响应曲线（狏０＝０．７，γ＝０．１５）

　　　　（ｃ）相图（狏０＝１．０５，γ＝０．１５）　　　　　　　　（ｄ）振动响应曲线（狏０＝１．０５，γ＝０．１５）

图２　不同平均速度和速度波动幅值下系统的稳定性

Ｆｉｇ．２　Ｓｙｓｔｅｍｓｔａｂｉｌｉｔｙａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｖｅｒａｇｅｓｐｅｅｄｓａｎｄａｍｐｌｉｔｕｄｅｓｏｆｓｐｅｅｄｆｌｕｃｔｕａｔｉｏｎｓ

２）当Δ＜０时，系统的平衡状态数目发生改变，出现另外两个平衡点，即非平凡平衡位置，稳定性也
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随之发生改变．在此超临界区域系统将会出现分岔现象，有多周期和混沌运动出现．此时的平凡平衡位

置成为不稳定的鞍点．解式（１７）可得两非平凡平衡位置为狇＝± Δ／槡 犺，该点对应的雅可比矩阵为

０ １

－（α＋βｃｏｓ（Ω狋））－３犺狇
２
１ －２

［ ］
μ
＝

０ １

－４Δ －２
［ ］

μ
，

相应的特征根解为λ１，２＝－μ± μ
２－４槡 Δ，这是两个不等的异号实根．该平衡位置为不稳定的鞍点，系

统是不稳定的．从图２（ｂ）可知：其表现为反复无常地轮流在三个平衡点附近的来回振动．

图３　稳定性的边界条件

Ｆｉｇ．３　Ｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｏｆｓｔａｂｉｌｉｔｙ

平均速度和速度波动幅值共同决定的稳定性边界条

件，如图３所示．由图３可知：当带速波动幅值不变时，改变

平均速度的大小，传动带运动将由稳定区向超临界区转变．

从图（３）还可知：临界平均速度随着速度波动幅值的增大而

降低，对稳定与不稳定区的决定是最为重要的，将极大影响

传动带的振动稳定性．

带传动工作时要求传动平稳，尤其对于精确传动至关

重要，也更有助于降低噪音和延长使用寿命．分岔将导致系

统振动不稳定．从图２可知：在稳定区域（图２（ａ））在初始

条件激励下，系统随着时间增大做衰减振动，最后稳定在平

衡位置处做幅度微弱的振动；带传动在超临界状态运动时，

由于分岔而出现多周期和混沌运动，振动的幅度将会加大，如二倍周期运动（狏０＝０．６５，γ＝０．５），最大振

幅为０．０１２；四倍周期运动（狏０＝０．６２，γ＝０．５），最大振幅为０．０２２；而系统处于混沌运动时，振幅会急剧

增大，约为０．１３～０．１４．带速的增加加剧带传动的波动而失衡，最终有失效的可能，甚至达不到传动的

目的．因此，在带传动工作时，应要求尽量消除带速波动，且工作在稳定区或弱超临界区（狏０＜１的超临

界区域），以实现良好的传动．

４　传动带运动系统的分岔现象数值模拟

对于常微分方程（１３），利用四阶Ｒｕｎｇｅ?Ｋｕｔｔａ法
［２０］进行数值计算，在超临界区对粘弹性传动带进

行动力学特性分析．当初始条件为（狇，狇）＝（０．００５，０．００１），取传动带中点处的振动进行分析．

令平均带速狏０ 为可变参数，取带速波动幅值γ＝０．５，其他值取上述基本参数值．平均带速从０．５０

到２．００时的无量纲振动位移和速度的分岔图，如图４（ａ）所示．由图４（ｂ）可知：当狏０ 较小时，系统做单

周期振动，只有一个不动点；当狏０ 超过某个临界值时，平衡失稳而出现周期分岔；当狏０＝０．６２时，出现

四倍周期运动．由图４（ｃ）可知：系统有４个不动点，当狏０＝０．６５时，出现二倍周期运动．由图４（ｄ）可知：

系统有２个不动点，根据稳定性判断条件，当γ＝０．５时，通过计算出临界值（平均速度分岔值）为狏ｃ＝

０．６１８，与分岔图中所示几乎一致，也验证了上述的合理性．由图４（ｃ）可知：当狏０ 继续增大，粘弹性传动

带出现倍周期分岔而进入混沌运动，映射图表现为密集且有层次结构的点，表示混沌运动．

同样，令带速波动幅值γ为可变的参数，取平均带速狏０＝０．８０，其他值取上述基本参数值，平均带

　　（ａ）平均速度分岔图　　　　　　　　　　　 （ｂ）单周期运动（狏０＝０．６２）
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　（ｃ）四倍周期运动（狏０＝０．６２）　　　　　　　　　　（ｄ）二倍周期运动（狏０＝０．６５）

　（ｅ）混沌运动（狏０＝１．０５）　　　　　　　　　　　（ｆ）速度波动幅值分岔图

图４　分岔与映射图

Ｆｉｇ．４　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎａｎｄｍａｐｐｉｎｇ

速从０到０．８０时无量纲振动位移和速度的分岔图，如图４（ｅ）所示．从图４（ｅ）可知：通过计算出临界值

（带速波动幅值分岔值）为γｃ＝０．２２５，理论计算与数值模拟结果吻合；随着参数γ的增大，系统会出现分

岔现象，即由周期运动到多周期运动再到混沌运动．

由图４（ａ），（ｅ）可知：随着参数的增加，系统的振动出现周期分岔而平衡位置失去稳定性，此时系统

的运动变为多周期，且振幅也突然增大；随着参数继续增大，系统出现倍周期分岔而进入混沌运动．由图

４（ａ），（ｅ）还可知：振动响应的幅度也突然跳跃增大，此时，振幅远远大于周期和多周期运动时的振幅；在

混沌区域，随着参数的继续增加，混沌运动与周期运动会交替出现，振动的幅度会发生突变，即振动的不

稳定性会加剧．

５　结论

建立粘弹性传动带的积分?微分型非线性动力学方程，通过Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法离散偏微分控制方程为带

有参数激励的常微分振动方程．通过轴向平均速度和速度波动幅值对系统稳定性和不稳定性的划分，

两者共同决定着系统的稳定区和超临界区，给出判断的边界条件．

利用里雅普诺夫法则对系统的平衡位置的稳定性分析，表明平凡平衡位置是稳定的，非平凡平衡位

置处出现分岔不稳定．利用分岔图和庞加莱映射图分析轴向平均速度和速度波动幅值对系统振动稳定

性的影响，结果表明，随着参数的增大，系统由单周期变为倍周期运动，最后进入混沌运动状态．

通过观察分岔图中的分岔值点，与理论公式计算出的分岔值进行对比，二者几乎一致．这证明了划

分稳定性条件的正确性，可为传动带的传动稳定性与动力学特性方面的研究提供理论依据．
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