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摘要：　研究局部凸 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ拓扑向量空间中扰动下的集值向量均衡问题的原问题和对偶问题．建立原问

题和对偶问题近似解映射的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ上半连续性和 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ下半连续性的充分条件，改进和推广Ａｎｈ等

的研究结果．
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均衡问题［１］为许多优化有关的重要问题提供了统一框架，如极值问题、变分不等式、互补问题、纳什

均衡、极大极小问题、不动点问题，以及交通网络等．在过去的２０年，均衡问题解及近似解的存在性条件

已被广泛研究［２?８］．另一个重要的课题是研究均衡问题解及近似解的稳定性和敏感性分析．目前，有很多

学者研究了解及近似解的（半）连续和 Ｈｌｄｅｒ连续性
［９?１５］．为了获得解或近似解的（半）连续性，许多文

献利用了映射的单调性或者解映射的信息．其中，映射的单调性可能导致整个解集是单点集．此外，假设

条件中涉及解映射的信息是不合理的，在实践中很难实现．当处理含参向量均衡问题解映射的（半）连续

性时，许多文献利用了标量化方法．然而，这一方法只有对含参弱向量均衡问题有效，对强向量均衡问

题则不适用．文献［１６］在未使用标量化方法的情况下，建立了强向量均衡问题和对偶强向量均衡问题近

似解映射的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ上下半连续性的充分条件，改进了已有文献中的相关结果．

本文主要研究局部凸 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ拓扑向量空间中扰动下的集值向量均衡问题的原问题和对偶问

题，建立其近似解映射的Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ上下半连续性的充分条件，改进和推广了文献［１６］的已有结果．
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１　预备知识

以下除特别说明外，设犡为局部凸的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ拓扑向量空间，犢，犣为拓扑向量空间，犃犡 为非

空紧凸子集，Λ犣为非空子集，犆犢 为闭凸点锥，ｉｎｔ犆≠（ｉｎｔ犆为犆 的内部），犉：犃×犃×Λ→２
犢 是

集值映射．对于λ∈Λ，考虑以下集值向量均衡问题（ＳＶＥＰ）：找到珚狓∈犃，使得

犉（珚狓，狔，λ）犆，　　狔∈犃．

　　它的对偶问题（ＤＳＶＥＰ）是：找到珚狓∈犃，使得

犉（狔，珚狓，λ）－犆，　　狔∈犃．

　　令犲∈ｉｎｔ犆．对于（ε，λ）∈犚＋×Λ，设ＳＶＥＰ和ＤＳＶＥＰ的ε?近似解集分别为

Π（ε，λ）＝ ｛狓∈犃狘犉（狓，狔，λ）＋ε犲犆，狔∈犃｝，

Π
犱（ε，λ）＝ ｛狓∈犃狘犉（狔，狓，λ）＋ε犲－犆，狔∈犃｝．

　　以下先给出一些基本概念和引理．

设犉为犡 到犢 的集值映射．

定义１
［１７］
　ⅰ）若对于犢 中任意满足犉（狓０）犝 的开子集犝，都存在狓０的一个邻域犖，使犉（犖）

犝，则称犉在狓０ 处上半连续．

ⅱ）若犢 中满足犉（狓０）∩犝≠的任意开子集犝，都存在一个狓０ 的邻域犖，使得对于所有的狓∈

犖，都有犉（狓）∩犝≠，则称犉在狓０ 处下半连续．

ⅲ）若犉在狓０ 处同时为上半连续和下半连续，则称犉在狓０ 处连续．

引理１
［１８］
　犉在狓０ 处是下半连续的，当且仅当对于狔０∈犉（狓０）及所有狓α→狓０，存在狔犪∈犉（狓α），使

得狔α→狔０．

定义２
［１８］
　ⅰ）犉在狓０ 处称为 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ上半连续，如果对于犢 中原点的任意邻域犞，都存在狓０

的邻域犖，使得

犉（狓）犉（狓０）＋犞，　　狓∈犖．

　　ⅱ）犉在狓０ 处称为Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ下半连续，如果对于犢 中原点的任意邻域犞，都存在狓０ 的邻域犖，则

使得

犉（狓０）犉（狓）＋犞，　　狓∈犖．

　　ⅲ）如果犉在狓０ 处同时为 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ上半连续和 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ下半连续，则犉在狓０ 处称为 Ｈａｕｓ

ｄｏｒｆｆ连续．

引理２
［１８］
　ⅰ）如果犉在狓０ 处是上半连续，那么犉在狓０ 处是 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ上半连续；反之，如果犉

在狓０ 处是Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ上半连续，且犉（狓０）是紧集，那么犉在狓０ 处是上半连续．

ⅱ）如果犉在狓０ 处为Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ下半连续，则犉在狓０ 处为下半连续；反之，如果犉在狓０ 处是下半

连续，且犉（狓０）是紧集，那么犉在狓０ 处是Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ下半连续．

定义３　如果对于任意ε＞０，存在λ０ 的邻域犖，使得对于所有狓，狔∈犃和λ１，λ２∈犖，都有

犉（狓，狔，λ１）犉（狓，狔，λ２）＋ε［－犲，犲］，

则称集值映射犉：犃×犃×Λ→２
犢 关于犲∈ｉｎｔ犆在λ０ 处对于（狓，狔）∈犃×犃一致连续，其中，［－犲，犲］∶＝

狓∈犢｜狓∈（犲－犆）∩（－犲＋犆｛ ｝）．

定义４
［１８］
　如果对于任意狓１，狓２∈犃和狋∈［０，１］，有

犉（狋狓１＋（１－狋）狓２）狋犉（狓１）＋（１－狋）犉（狓２）＋犆， （１）

则称映射犉：犡→２
犢 在凸集犃犡上是犆?凹的．

如果将式（１）替换为

犉（狋狓１＋（１－狋）狓２）狋犉（狓１）＋（１＋狋）犉（狓２）－犆，

则称映射犉：犡→２
犢 在凸集犃犡上是犆?凸的．

对于固定的λ０∈Λ，可以得到以下结果．

引理３　如果对于任意狔∈犃，犉（·，狔，λ０）在凸集犃上是犆?凹的，那么Π（ε，λ０）是凸集．

证明：任取狓１，狓２∈Π（ε，λ０）犃和狋∈［０，１］，那么狋狓１＋（１－狋）狓２∈犃，且对于所有狔∈犃，有
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犉（狓１，狔，λ０）＋ε犲犆，

犉（狓２，狔，λ０）＋ε犲犆
｛ ．

　　利用犉的犆?凹性，对于所有狔∈犃，有

犉（狋狓１＋（１－狋）狓２，狔，λ０）＋ε犲狋犉（狓１，狔，λ０）＋（１－狋）犉（狓２，狔，λ０）＋ε犲＋犆

狋［犉（狓１，狔，λ０）＋ε犲］＋（１－狋）［犉（狓２，狔，λ０）＋ε犲］＋犆犆，

即狋狓１＋（１－狋）狓２∈Π（ε，λ０），从而Π（ε，λ０）是凸集．

２　主要定理和结果

由于已有文献对精确解和近似解的存在性进行了深入研究，因此总是假定近似解集在参考点（ε０，

λ０）附近是非空的．

定理１　对于ＳＶＥＰ，假设在参考点（ε０，λ０）∈犚＋×Λ的邻域内近似解存在，且

ⅰ）犉（狓，狔，·）关于犲∈ｉｎｔ犆在λ０ 处对于（狓，狔）∈犃×犃一致连续；

ⅱ）对于所有狔∈犃，犉（·，狔，λ０）在凸集犃上是犆?凹的．

那么，Π在（ε０，λ０）处是 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ连续的．

证明：令δ∈（０，ε０），取集合犖＝（ε０－δ，ε０＋δ）作为给定的ε０的邻域．任取ε１，ε２∈犖，其中ε１＜ε２，实

数η满足０＜η＜ε２－ε１，由定理１的假设条件ⅰ）可知，存在λ０的邻域犖η（λ０），使得对于任意的λ１，λ２∈

犖η（λ０）和狓，狔∈犃有

犉（狓，狔，λ２）犉（狓，狔，λ１）＋η［－犲，犲］． （２）

　　对于任意的λ１，λ２∈犖η（λ０），下证

Π（ε１，λ１）Π（ε２，λ２）． （３）

　　设狓∈Π（ε１，λ１），则对于所有狔∈犃，有

犉（狓，狔，λ１）＋ε１犲犆．

　　任取狕２∈犉（狓，狔，λ２），由式（２）存在狕１∈犉（狓，狔，λ１）及犮１∈犆，使得狕２＝狕１＋η（－犲＋犮１）．从而有

狕２＋ε２犲＝狕１＋ε１犲＋（ε２－ε１）犲－η犲＋η犮１ ＝狕１＋ε１犲＋（ε２－ε１－η）犲＋η犮１ 犆，

则犉（狓，狔，λ２）＋ε２犲犆，狔∈犃，即狓∈Π（ε２，λ２）．

由式（３）可知，对于任意的λ∈犖η（λ０）和ε∈犖，有

Π（ε０－δ，λ０）Π（ε，λ）Π（ε０＋δ，λ０）． （４）

　　对于满足１＜犽＜ε２（ε２－ε１）
－１的每个实数犽，设γ＝ε２＋犽（ε１－ε２），则有

１

犽
γ犲＋ １－

１（ ）犽ε２犲＝ε１犲．
　　下证

１

犽
Π（γ，λ０）＋ １－

１（ ）犽 Π（ε２，λ０）Π（ε１，λ０）． （５）

　　任取狓１∈Π（γ，λ０），狓２∈Π（ε２，λ０）．由犃的凸性可知犽
－１狓１＋（１－犽

－１）狓２∈犃，且对于所有狔∈犃，有

犉（狓１，狔，λ０）＋γ犲犆，　　犉（狓２，狔，λ０）＋ε２犲犆．

因此，有

１

犽
犉（狓１，狔，λ０）＋

１

犽
γ犲＋ １－

１（ ）犽 犉（狓２，狔，λ０）＋ １－
１（ ）犽ε２犲犆．

　　利用犉的犆?凹性，对于任意的狔∈犃，有

（犉 １

犽
狓１＋ １－

１（ ）犽 狓２，狔，λ）０ ＋ε１犲 １犽犉（狓１，狔，λ０）＋ １－
１（ ）犽 犉（狓２，狔，λ０）＋ε１犲＋犆犆．

即

犽－１狓１＋（１－犽
－１）狓２ ∈Π（ε１，λ０）．

　　由此可得到式（５），并由式（５）可得到

１－
１（ ）犽 Π（ε２，λ０）Π（ε１，λ０）－１犽Π（γ，λ０），
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则有

Π（ε２，λ０）Π（ε１，λ０）＋
１

犽－１
［Π（ε１，λ０）－Π（γ，λ０）］Π（ε１，λ０）＋

１

犽－１
（犃?犃）．

　　由于犃是紧集，故它是有界的．因此，对于犡中原点的任意闭凸邻域犞，存在ρ＞０，使得犃?犃ρ犞．

因此有

Π（ε２，λ０）Π（ε１，λ０）＋ ρ
犽－１

犞． （６）

　　设δ＝δ０＜
ε０

ρ＋１
．考虑犖＝（ε０－δ０，ε０＋δ０）．在式（６）中，取ε１＝ε０－δ０ 和ε２＝ε０，犽＝ρ＋１，从而有１＜

犽＜ε２（ε２－ε１）
－１，又由式（４）可得到

Π（ε０，λ０）Π（ε０－δ０，λ０）＋犞 Π（ε，λ）＋犞．

故Π在（ε０，λ０）处是Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ下半连续．

在式（６）中，取ε１＝ε０，ε２＝ε０＋δ０，犽＝ρ＋１，可得到

Π（ε０＋δ０，λ０）Π（ε０，λ０）＋犞．

　　结合式（４），可得出Π（ε，λ）Π（ε０，λ０）＋犞，即Π在（ε０，λ０）处是 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ上半连续．

注１　当犉为单值映射时，就得到了文献［１６］的定理１，定理１推广了文献［１６］的定理１．

注２　定理１的假设条件ⅱ）是必不可少的，如下例所示．

例１　设犡＝犚，Λ＝［０，１］，犃＝［０，２］，犢＝犚，犆＝犚＋，犲＝１∈ｉｎｔ犆，ε０＝１０
－３，λ０＝０和犉（狓，狔，λ）＝

狓２－狓－２λ－１０
－３，狓２－狓－２λ－

１

２
１０［ ］－３ ．由此可以看到定理１的假设ⅰ）已经满足．当狓１＝０，狓２＝

１

２
，

狋＝
１

２
，有

犉
１

２
狓１＋

１

２
狓２，狔，λ（ ）０ ＝犉 １

４
，狔，（ ）０ ＝ －

３

１６
－１０

－３，－
３

１６
－
１

２
１０－［ ］３ ，

但由于

１

２
犉（狓１，狔，λ０）＋

１

２
犉（狓２，狔，λ０）＋犆＝

１

２
犉（０，狔，０）＋

１

２
犉
１

２
，狔，（ ）０ ＋犆＝

１

２
－１０

－３，－
１

２
１０－［ ］３ ＋１２ －

１

４
－１０

－３，－
１

４
－
１

２
１０－［ ］３ ＋犆＝

－
１

８
－１０

－３，＋∞）［ ，

显然有

犉
１

２
狓１＋

１

２
狓２，狔，λ（ ）０  １２犉（狓１，狔，λ０）＋

１

２
犉（狓２，狔，λ０）＋犆．

　　因此，犉的犆?凹性条件不满足．近似解映射Π在（１０
－３，０）处不是Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ连续的．因为０∈

Π（１０
－３，０）＝｛０｝∪［１，２］，取（ε狀，λ狀）＝ １０

－３＋
１

狀
，１（ ）狀 →（１０

－３，０），对于任意的狓狀∈Π（ε狀，λ狀）（１，］２ ，
都有狓狀 →／０．由引理１可知，Π在（１０

－３，０）处非下半连续；而由引理２可知，近似解映射Π在（１０
－３，０）处

不是 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ连续的．

注３　当犉退化为单值映射时，上例改进了文献［１６］中的例１．

注４　约束集的紧性条件不能删除，如下例所示．

例２　令犡＝犚，Λ＝［０，１］，犃＝（２，３］，犢＝犚，犆＝犚＋，犲＝１∈ｉｎｔ犆，ε０＝１０
－３，λ０＝０，且犉（狓，狔，λ）＝

［λ（狓－狔），λ（狓－狔）＋１］．易知满足定理１的假设．通过计算可以得到

Π（ε，λ）＝
（２，３］，　　λ＝０，

｛３｝，　　　λ≠０｛ ．

　　Π在（１０
－３，０）处非下半连续，由引理２可知，近似解映射Π在（１０

－３，０）处不是 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ连续的．

与定理１的证明类似，可以得到集值向量均衡问题的对偶问题近似解映射 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ连续性的充

分性条件．

５７２第２期　　　　　　　　　　　　　陈斌，等：集值向量均衡问题近似解映射的连续性
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定理２　对于ＤＳＶＥＰ，假设在参考点（ε０，λ０）∈犚＋×Λ的邻域内近似解存在，且ⅰ）犉（狔，狓，·）关

于犲∈ｉｎｔ犆在λ０ 处对于（狔，狓）∈犃×犃一致连续；ⅱ）对于所有狔∈犃，犉（狔，·，λ０）在凸集犃上是犆?凸

的．那么，Π
犱 在（ε０，λ０）是Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ连续的．
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