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　　　决策信息系统协调性的关系矩阵表示
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摘要：　从矩阵视角研究不完备信息系统的知识表示和属性约简．首先，引入关系矩阵，基于容差关系提出不

完备决策信息系统协调性判定方法．其次，利用关系矩阵求正域，并提出属性协调集的矩阵判定定理，从而给

出一种保持正域不变的约简的新方法．最后，基于上述框架，给出属性重要性度，进一步提出一种属性约简的

启发式算法，并通过分析和实例证明该方法的有效性．
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１９８２年，波兰数学家Ｐａｗｌａｋ提出经典粗糙集理论
［１］，为处理信息系统中模糊、不确定的知识提供

一种有效的数学工具，该理论被广泛应用于人工智能、模式识别、机器学习、数据挖掘、管理决策等领

域［２?５］．经典粗糙集以等价关系诱导的等价类为基本粒，这限制了粗糙集的应用范围．因此，为了适应现

实中不同数据类型、不同知识类型的研究需要，文献［６?９］提出多种拓展模型．为了处理知识的模糊性，

文献［７?８］提出模糊粗糙集，文献［９］提出覆盖粗糙集．在实际问题中，数据往往具有不完全、缺失等特

点，因此，将信息系统分为完备信息系统与不完备信息系统．由于信息系统每个属性对应一个二元关系，

通过在二元关系上定义一个关系矩阵，论域中对象的关系情况便会通过一个布尔矩阵进行直观的描述．

因此，布尔矩阵就成为研究信息系统的一种有效工具［１０?１４］．在粗糙集领域，王磊等
［１０］基于矩阵视角揭示

知识粒度与等价关系矩阵间的关系，进一步探讨属性增删时知识粒度的变化规律及属性约简方法．林艺
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东等［１１］研究覆盖族动态变化时知识近似的矩阵计算方法．Ｔａｎ等
［１２］定义新的矩阵运算，提出一种基于

覆盖信息系统的知识提取的快速方法．Ｍａ
［１４］研究３２对覆盖近似算子的矩阵表示．本文将对关系矩阵

在不完备信息系统中的应用进行研究．

１　基础知识

定义１
［２］
　定义信息系统为犛＝（犝，犃，犞），其中，犝＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝是一个非空有限集合，犃＝

｛犪１，犪２，…，犪犿｝是非空有限属性集．对于任意犪∈犃，满足犪：犝→犞犪，即犪（狓）∈犞犪，其中，犞犪＝｛犪（狓）｜狓∈

犝｝是属性犪的值域，犞＝∪犪∈犃犞犪，通常把信息系统简记为犛＝（犝，犃）．

若犪∈犃，狓∈犝，犪（狓）是一个单点集，称犛是一个完备的信息系统；若犪∈犃，狓∈犝，犪（狓）不

是一个单点集，称犛是一个不完备的信息系统．在不完备的信息系统中，若狓对应属性犪的属性值缺失

或者不唯一，常将其属性值看成犞犾，也有把属性值缺失或者唯一的情况给定一个空值，用表示．

定义２
［２］
　如果犛＝（犝，犃）是不完备信息系统，对于犪∈犃，狓∈犝，犝 上的容差关系犚犪 和狓的容差

类分别定义为

犚犪 ＝ ｛（狓，狔）∈犝×犝狘犪（狓）＝犪（狔）∨犪（狓）＝  ∨犪（狔）＝ ｝，

犚犪（狓）＝ ｛狔∈犝狘（狓，狔）∈犚犪｝．

　　对于犅犃，犚犅＝∩犪∈犅犚犪，显然，｛犚犅（狓）｜狓∈犝｝是犝 的一个覆盖．犚犅 具有自反性和对称性，但不具

有传递性．对于犅犃，犡犝，定义犡的上下近似集分别为

珚犚犅（犡）＝ 狓∈犝狘犚犅（狓）∩犡≠｛ ｝ ，

犚犅（犡）＝ ｛狓∈犝狘犚犅（狓）犡｝．

　　定义３
［１２］
　对于不完备的信息系统犛＝（犝，犃），犅犃，定义容差关系犚犅 对应的关系矩阵为犕犅＝

（狉犻，犼）狀×狀，其中，狉犻，犼＝
１，（狓犻，狓犼）∈犚犅，

０，（狓犻，狓犼）犚犅
｛ ．

　　定义４
［１２］
　设犝＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝，定义犡犝 的特征向量为犳（犡）＝（犳１，犳２，…，犳狀），其中，犳犻＝

１，狓犻∈犡，

０，狓犻犡
｛ ．

对于不完备信息系统犛＝（犝，犃），犅犃，关系矩阵犕犅 体现了犅 上的所有关系类，即若狉犻，犼＝１，则

狔犼∈犚犅（狓犻），所有狓犻的关系类犚犅（狓犻）就是关系矩阵犕犅 第犻行上所有１对应列的元素全体，所以由犕犅

的每一行，即可得出每个元素的关系类．由于容差关系犚犅 是对称的，所以犕犅 也是对称的，由犕犅 的每

表１　不完备信息系统

Ｔａｂ．１　Ｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ

犝
犃

犪１ 犪２ 犪３ 犪４

狓１ ０ ０ １ 

狓２ １ ２  ０

狓３ ０  １ 

狓４  ２ ２ ２

狓５ ２ １ １ １

狓６ ２ １ ２ 

一列也可得出每个元素的关系类．

犡犝 的特征向量犳（犡）上１对应的元素就属于犡，所以由

犳（犡）可以得出集合犡．

例１　不完备信息系统，如表１所示．不完备信息系统所确

定的容差关系的关系矩阵为

犕犃 ＝

１ ０ １ ０ ０ ０

０ １ ０ １ ０ ０

１ ０ １ ０ ０ ０

０ １ ０ １ ０ ０

０ ０ ０ ０ １ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０ ０ １

．

　　定义５　设犕１＝（狉犻，犼）狀×狀，犕２＝（狉′犻，犼）狀×狀均为关系矩阵，定义如下运算：

１）犕１∧犕２＝（狉犻，犼×狉′犻，犼）狀×狀；

２）犕犆１＝（１－狉犻，犼）狀×狀；

３）若犕１∧犕２＝犕１，则称犕１犕２．
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定义６　设犕＝（犿犻，犼）狀×狀，犿犻，犼≥０，犻，犼＝１，２，…，狀，定义犕＝（狉犻，犼）狀×狀，狉犻，犼＝
１，犿犻，犼≥１，

０，犿犻，犼＜１
｛ ．

　　例２　如犘＝
１ ２（ ）０ ３

，则（≈犘）＝
１ １（ ）０ １

．

定义７　对于不完备信息系统犛＝（犝，犃），有

１）若犅犃，使得犚犅（狓）＝犚犃（狓），狓∈犝，称犅是信息系统犛的一个协调集；

２）若犅是犃 的一个协调集，但对犅的任何真子集都不是犃 的协调集，称犅是犛的一个约简集；

３）若犪∈犃，满足犚犃－｛犪｝（狓）＝犚犃（狓），狓∈犝，则称犪是不必要属性，否则，称为必要属性；

４）系统犛的所有必要属性组成的集合称为犛的核，记为Ｃｏｒｅ（犃）．

由定义４，５直接可得定理８．

　　命题１　设论域犝＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝，犡，犢犝，则有犢犡犳（犢）犳（犡）犳（犢）∧（犳（犡））
犆＝０．

命题２　对于不完备信息系统犛＝（犝，犃），犅犃，其容差关系犚犅 所对应的关系矩阵为犕犅，因此有

犳（犚犅（狓犻））＝（狉犻，１，狉犻，２，…，狉犻，狀）．

　　例３　由例１对应的信息系统，有犳（犚犃（狓１））＝（１，０，１，０，０，０），犳（犚犃（狓６））＝（０，０，０，０，０，１）．

　　命题３　对于不完备信息系统犛＝（犝，犃），犅，犆犃，则有以下２个结论成立．

１）犚犅犚犆 的充要条件是犕犅犕犆．

２）犚犅＝犚犆 的充要条件是犕犅＝犕犆．

证明：１）因为犚犅犚犆狓犻∈犝，所以有犚犅（狓犻）犚犆（狓犻）狓犻∈犝，犳（犚犅（狓犻））犳（犚犆（狓犻））

犕犅犕犆．

　　命题４　对于不完备信息系统犛＝（犝，犃），犅，犆犃，则有

１）犕犅∪犆＝犕犅∧犕犆；

２）犅犃，犅＝（犪１，犪２，…，犪狊）犕犅＝犕犪
１
∧犕犪

２
∧…∧犕犪狊；

３）犆犅犕犅犕犆；

４）犪∈犃是不必要属性犕犃＝犕犃－｛犪｝；

５）犅犃，则犅是犃 的协调集犕犅＝犕犃；

６）若犅犃，犕犅＝犕犃，而对任意犆犅，犕犆≠犕犃，则犅是犃 的约简集．

２　利用关系矩阵讨论决策信息系统的协调性

　　定义８
［２］
　设犛＝（犝，犃∪｛犱｝）为不完备决策信息系统，其中，（犝，犃）是不完备信息系统，这里犝＝

｛狓１，狓２，…，狓狀｝是一个非空有限集合，称为论域，犃＝｛犪１，犪２，…，犪犿｝是非空有限属性集，称为条件属性

集，犱犃称为决策属性，犱：犝→犞犱 是一个单值映射，对任意的狓∈犝，犱（狓）∈犞犱，犞犱＝｛犱（狓）｜狓∈犝｝是

属性犱的值域．

由犱诱导的等价关系为犚犱＝｛（狓，狔）∈犝×犝｜犱（狓）＝犱（狔）｝．［狓］犱＝｛狔∈犝｜（狓，狔）∈犚犱｝为狓的等

价类，犝／犚犱＝｛犚犱（狓）｜狓∈犝｝为犚犱 的商集．对不完备决策信息系统犛＝（犝，犃∪｛犱｝），有

１）若犚犃犚犱，称系统犛是协调的，否则，称犛为不协调的；

２）若系统犛是协调的，犅犃，满足犚犅犚犱，称犅是决策协调集，若犅是决策协调集，但对任意犅

的真子集都不是决策协调集，称犅是决策约简集；

３）对于犅犃，Ｐｏｓ犅（犱）＝∪犝／犚犱｛犚犅（犇）｝称为条件属性子集犅在决策属性犱上的正域，假如存在

犅犃，使得Ｐｏｓ犅（犱）＝Ｐｏｓ犃（犱），称犅为系统犛 的保正域决策协调集，若犅为保正域决策协调集，而犅

的任意真子集都不是系统犛的保正域决策协调集，称犅为系统犛的保正域决策约简集．

显然，犛＝（犝，犃∪｛犱｝）协调当且仅当Ｐｏｓ犃（犱）＝犝．

２．１　协调的决策信息系统

定理１　设犛＝（犝，犃∪｛犱｝）为不完备决策信息系统，则犛是协调的犚犃犚犱犕犃犕犱犕犃∧

（犕犱）
犆＝０．
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　　定理２　设犛＝（犝，犃∪｛犱｝）是不完备决策信息系统，有

１）若犛是协调的，犅是决策协调集犚犅犚犱犕犅犕犱；

２）若犛是协调的，犅犃是决策约简集犕犅犕犱 成立，但对犅的任意真子集犆，犕犆犕犱 不成立；

表２　例４的不完备决策信息系统

Ｔａｂ．２　Ｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅｄｅｃｉｓｉｏｎｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ

ｓｙｓｔｅｍｏｆｅｘａｍｐｌｅ４

犝
犃

犪１ 犪２ 犪３ 犪４ 犱

狓１ ０ ０ １  

狓２ １ ２   １

狓３ ０  １  ０

狓４  ２ ２ ２ １

狓５ ２ １ １ １ ２

狓６ ２ １ ２  ２

３）犪∈犃是不必要属性犕犃－｛犪｝犕犱，犪是核心属性

犕犃－｛犪｝犕犱 不成立．

　　定理３　设犛＝（犝，犃∪｛犱｝）是不完备决策信息系统，犃

的所有核心属性构成的集合称为犃 的核，记为Ｃｏｒｅ（犃），对

于犪∈犃，若有犕Ｃｏｒｅ（犃）犕犪，则犪是绝对不必要属性．

证明：由于犕Ｃｏｒｅ（犃）犕犪，所以狓∈犝，有犚Ｃｏｒｅ（犃）（狓）

犚犪（狓）．又对犃的约简集犅，有Ｃｏｒｅ（犃）犅犃，犚犅（狓）

犚Ｃｏｒｅ（犃）（狓）犚犪（狓），故犪为绝对不必要属性．

　　例４　利用关系矩阵判定不完备决策信息系统（表２）的

协调性，有

犕犃 ＝

１ ０ １ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０ ０

１ ０ １ ０ ０ ０

０ ０ ０ １ ０ ０

０ ０ ０ ０ １ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０ ０ １

，　　犕犱 ＝

１ ０ １ ０ ０ ０

０ １ ０ １ ０ ０

１ ０ １ ０ ０ ０

０ １ ０ １ ０ ０

０ ０ ０ ０ １ １

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０ １ １

，　　犕犅 ＝

１ ０ １ ０ ０ ０

０ １ ０ １ ０ ０

１ ０ １ ０ ０ ０

０ １ ０ １ ０ ０

０ ０ ０ ０ １ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０ ０ １

．

　　因犕犃犕犱，故不完备决策信息系统是协调的，又犕犅犕犱，则犅＝｛犪１，犪２，犪３｝是一个决策协调集．

经计算，犕犪
１
，犪
２
犕犱，犕犪

１
，犪
３
犕犱，犕犪

１
，犪
４
犕犱，犕犪

２
，犪
４
犕犱，犕犪

３
，犪
４
犕犱，犕犪

２
，犪
３
犕犱 皆不成立，且

犕犪
１
，犪
２
，犪
４
犕犱，犕犪

１
，犪
３
，犪
４
犕犱，犕犪

２
，犪
３
，犪
４
犕犱 也都不成立，故犅＝｛犪１，犪２，犪３｝是一个决策约简集，犪４ 是不

必要属性．

２．２　不协调决策信息系统

定理４　设犛＝（犝，犃∪｛犱｝）是不完备决策信息系统，犅犃，记犓犅＝犕犅∧（犕犱）
犆，犓犅 的第犻行的和

记为犓犅（犻）（犻＝１，２，…，狀），则有

Ｐｏｓ犅（犱）＝∪ ｛狓犻∈犝狘犓犅（犻）＝０｝．

　　证明：因Ｐｏｓ犅（犱）＝∪犇∈犝／犚犱
｛犚犅（犇）｝＝∪｛狓犻∈犝｜犚犅（狓犻）犚犱（狓犻）｝，若犚犅（狓犻）犇犼，因犚犅（狓犻）∩

犚犱（狓犻）≠，得犇犼∩犚犱（狓犻）≠，所以犇犼＝犚犱（狓犻）．由命题１，２，３及犓犅（犻）的定义，有

犚犅（狓犻）犚犱（狓犻）犳（犚犅（狓犻））≤犳（犚犱（狓犻））犳（犚犅（狓犻））∧ ［犳（犚犱（狓犻））］
犆
＝０犓犅（犻）＝０．

所以，Ｐｏｓ犅（犱）＝∪｛狓犻∈犝｜犓犅（犻）＝０｝．

定理５　设犛＝（犝，犃∪｛犱｝）是不完备决策信息系统，犅犃，记犎犅＝犕犅∧犕犱，犎犅 的第犻行的和记

为犎犅（犻），犕犅 的第犻行的和，记为犕犅（犻）（犻＝１，２，…，狀），则

表３　例５的不完备决策信息系统

Ｔａｂ．３　Ｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅｄｅｃｉｓｉｏｎｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ

　ｓｙｓｔｅｍｏｆｅｘａｍｐｌｅ５

犝
犃

犪１ 犪２ 犪３ 犪４ 犪５ 犪６ 犱

狓１ １ １ ２ ０  ０ １

狓２ ０ １ ０ １  ０ １

狓３  ０ ０ ２ １ １ １

狓４ １  ２ ０   ２

狓５  ０ １ １  ０ ２

狓６ ０  ０ １ ０  ０

狓７ １ ２    １ ２

狓８ ０ ２  ２  ０ ０

Ｐｏｓ犅（犱）＝∪｛狓犻∈犝｜犎犅（犻）＝犕犅（犻）｝．

　　证明：由于Ｐｏｓ犅（犱）＝∪犇∈犝／犚犱
｛犚犅（犇）｝＝

∪｛狓犻∈犝｜犚犅（狓犻）犚犱（狓犻）｝，由命题１，２，３，以及

犓犅（犻）的定义，可得

犚犅（狓犻）犚犱（狓犻）

犳（犚犅（狓犻））≤犳（犚犱（狓犻））

犳（犚犅（狓犻））∧犳（犚犱（狓犻））＝犳（犚犅（狓犻））

犎犅（犻）＝犕犅（犻），

所以Ｐｏｓ犅（犱）＝∪｛狓犻∈犝｜犎犅（犻）＝犕犅（犻）｝．

例５　利用关系矩阵求不完备信息系统（表３）

的正域，有
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犕犃 ＝

１ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０ １ ０ ０

０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０

１ ０ ０ １ ０ ０ １ ０

０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０ １ ０ ０

０ ０ ０ １ ０ ０ １ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １

，　　犕犱 ＝

１ １ １ ０ ０ ０ ０ ０

１ １ １ ０ ０ ０ ０ ０

１ １ １ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ １ １ ０ １ ０

０ ０ ０ １ １ ０ １ ０

０ ０ ０ ０ ０ １ ０ １

０ ０ ０ １ １ ０ １ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０ ０ １ ０ １

，

犓犃 ＝

０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

，　　犎犃 ＝

１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ １ ０ ０ １ ０

０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０

０ ０ ０ １ ０ ０ １ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １

．

　　（犓犃（１），犓犃（２），…，犓犃（狀））＝（１，１，０，２，０，１，０，０），由定理５，得Ｐｏｓ犅（犱）＝｛狓３，狓５，狓７，狓８｝，则有

犕犃（１） 犕犃（２） … 犕犃（８）

犎犃（１） 犎犃（２） … 犎犃（８

烄

烆

烌

烎）
＝
２ ２ １ ３ １ ２ ２ １（ ）１ １ １ ２ １ １ ２ １

．

　　定理６　设犛＝（犝，犃∪｛犱｝）是不完备决策信息系统，犅犃，记犓犅＝犕犅∧（犕犱）
犆，犓犅 的第犻行的和

记为犓犅（犻）（犻＝１，２，…，狀），α犓
犅
＝（犓犅（１），犓犅（２），…，犓犅（狀）），则有犳（Ｐｏｓ犅（犱））＝（≈α犓

犅

）犆．

证明：由定理４，得Ｐｏｓ犅（犱）＝∪｛狓犻∈犝｜犓犅（犻）＝０｝，且犳犻＝１狓犻∈Ｐｏｓ犅（犱）犓犅（犻）＝０，犳犻＝０

狓犻Ｐｏｓ犅（犱）犓犅（犻）＝１．结合定义６，可得犳（Ｐｏｓ犅（犱））＝（≈α犓
犅

）犆．

定理７　假设犛＝（犝，犃∪｛犱｝）是不完备决策信息系统，犅犃，记犎犅＝犕犅∧犕犱，犎犅 的第犻行的和

记为犓犅（犻），犕犅 的第犻行的和记为犕犅（犻）（犻＝１，２，…，狀）．记β犎
犅
＝（
犎犅（１）

犕犅（１）
，犎犅（２）

犕犅（２）
，…，犎犅（狀）

犕犅（狀）
），则可

得犳（Ｐｏｓ犅（犱））＝（≈β犎
犅

）．

证明：由定理５，得Ｐｏｓ犅（犱）＝∪｛狓犻∈犝｜犎犅（犻）＝犕犅（犻）｝，并且有犳犻＝１狓犻∈Ｐｏｓ犅（犱）犓犅（犻）＝

犕犅（犻）；犳犻＝０狓犻Ｐｏｓ犅（犱）犓犅（犻）＜犕犅（犻）．结合定义６可得犳（Ｐｏｓ犅（犱））＝（≈β犎
犅

）．

例６　对例５给定的不完决策信息系统，可得α犓
犃
＝（１，１，０，２，０，１，０，０），由定义６，得（≈α犓

犃

）＝（１，

１，０，１，０，１，０，０），犳（狓３，狓５，狓７，狓８）＝（０，０，１，０，１，０，１，１）＝（≈α犓
犃

）犆，β犎
犃
＝（
１

２
，１
２
，１，
１

２
，１，０，１，１），由

定义６，得β犎
犃
＝（０，０，１，０，１，０，１，１），犳（狓３，狓５，狓７，狓８）＝（０，０，１，０，１，０，１，１）＝β犎

犃
．

定理８　对不完备的决策信息系统犛＝（犝，犃∪｛犱｝），犅犃，则

１）Ｐｏｓ犅（犱）＝Ｐｏｓ犃（犱）犳（Ｐｏｓ犅（犱））＝犳（Ｐｏｓ犃（犱））（≈α犓
犅

）＝（≈α犓
犃

）（≈β犎
犅

）＝（≈β犎
犃

）；

２）犪是不必要属性（≈α犓
犃－｛犪｝

）＝（≈α犓
犃

）β犎
犃－｛犪｝

＝β犎
犃
．

例７　求例５对应的不完备信息系统的一个保正域的决策协调集．取犅＝犃－｛犪５，犪６｝，有

犎犅 ＝

１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ １ ０ ０ １ ０

０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０ １ ０ ０

０ ０ ０ １ ０ ０ １ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０ ０ １ ０ １

（犕犅（犻），犎犅（犻））＝

２ １

２ １

１ １

３ ２

１ １

３ １

２ ２

烄

烆

烌

烎２ ２

．
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　　由定理７可知，（≈β犎
犅

）＝（０，０，１，０，１，０，１，１），（≈α犓
犅

）＝（≈α犓
犃

），Ｐｏｓ犅（犱）＝（狓３，狓５，狓７，狓８），

Ｐｏｓ犅（犱）＝Ｐｏｓ犃（犱），犅是一个保正域的决策协调集．

定理９　对不完备的决策信息系统犛＝（犝，犃∪｛犱｝），犆犅犃，则下列结论成立：１）（≈α犓
犆

）≤

（≈α犓
犅

）；２）β犎
犅
≤β犎

犆
．

证明：１）犆犅犃犚犅犚犆Ｐｏｓ犅（犱）Ｐｏｓ犆（犱）（≈α犓
犅

）犆≤（≈α犓
犆

）犆（≈α犓
犆

）≤（≈α犓
犅

）；

２）犆犅犃犚犅犚犆Ｐｏｓ犅（犱）Ｐｏｓ犆（犱）（≈β犎
犅

）≤（≈β犎
犆

）．

　　定理１０　对不完备决策信息系统犛＝（犝，犃∪｛犱｝），则有１）犅是犃 的决策约简集；２）（≈α犓
犅

）＝

（≈α犓
犃

），但对任意犅的真子集犆，（≈α犓
犆

）≠（≈α犓
犃

）；３）β犎
犅
＝β犎

犃

，但对任意犅的真子集犆，β犎
犆
≠β犎

犃
．

最后，利用关系矩阵定义一个属性重要度，利用启发式算法来求不完备不协调决策信息系统保正域

的一个约简集．

定义９　设不完备决策信息系统犛＝（犝，犃∪｛犱｝）是不完备决策信息系统和犅犃．对任意犪∈犃－

犅，称犐（犅｜犪）＝ （≈β犎
犅∪｛犪｝

）∧（≈β犎
犅

）犆 为属性犪相对于犅 的重要度．

定义１０　对不完备的决策信息系统犛＝（犝，犃∪｛犱｝），犅犃犪∈犅，定义属性犪的重要度为犐（犪｜

犅）＝‖（≈β犎
犅

）∧（≈β犎
犅－｛犪｝

）犆‖．这里‖犕‖表示布尔矩阵犕 中１的个数．

推论１　设犛＝（犝，犃∪｛犱｝）是不完备决策信息系统和犪∈犃．若犐（犪｜犃）＞０，则犪是核心属性．

证明：由犐（犪｜犃）＝‖（≈β犎
犃

）∧（≈β犎
犃－｛犪｝

）犆‖＞０，则有（≈β犎
犃－｛犪｝

）＜（≈β犎
犃

），所以犚犃－｛犪｝犚犃，犪

是核心属性．

犐（犅｜犪）和犐（犪｜犅）均是属性犪的重要性度量，前者反映犪加入犅 时，犪相对于犅 的重要度；而后者

反映的是将犪从犅 中删除时，犪相对于犅 的重要度．

如果犐（犪｜犅）＝０，则有（≈β犎
犅

）∧（≈β犎
犅－｛犪｝

）犆＝０，则有（≈β犎
犅－｛犪｝

）＝（≈β犎
犅

），即犚犅－｛犪｝＝犚犅，由定

理８的结论２）可得，犪相对犅 不必要，犐（犪｜犅）越大，说明属性犪对犅 保正域分类的影响越大．其算法为

输入：不完备决策信息系统犛＝（犝，犃，犱），其中，｜犝｜＝狀且｜犃｜＝犿；

输出：约简ｒｅｄ．

步骤１　计算犕犃，犕犱 和犎犃←犕犃∧犕犱；

步骤２　β犎
犃
←（
犎犃（１）

犕犃（１）
，…，犎犃（狀）

犕犃（狀）
）且令ｒｅｄ←；

步骤３　对犪∈犃，计算犐（犪｜犃）．如果犐（犪｜犃）＞０，则ｒｅｄ←ｒｅｄ∪｛犪｝；

步骤４　犃←犃－ｒｅｄ；

步骤５　Ｗｈｉｌｅ犃≠Φ

步骤６　计算犐（ｒｅｄ｜犪）＝ｍａｘ犫∈犃｛犐（ｒｅｄ｜犫）｝；

步骤７　如果犐（ｒｅｄ｜犪）＞０，则ｒｅｄ←ｒｅｄ∪｛犪｝且犃←犃－犪；如果犐（ｒｅｄ｜犪）＝０，结束循环；

步骤８　ＥｎｄＷｈｉｌｅ．

表４　例７的不完备决策信息系统

Ｔａｂ．４　Ｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅｄｅｃｉｓｉｏｎｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ

ｓｙｓｔｅｍｏｆｅｘａｍｐｌｅ７

犝
犃

犪１ 犪２ 犪３ 犪４ 犪５ 犱

狓１ ０ ０ ２ １ １ １

狓２ ０ ０ ２ ０ １ １

狓３ １ ０  １ ２ ２

狓４ １ ０ １   ２

狓５ １   ２ １ ３

狓６ １ １   ０ ３

步骤９　Ｆｏｒ犪∈ｒｅｄ

步骤１０　若犐（犪｜ｒｅｄ）＝０，则ｒｅｄ←ｒｅｄ－｛犪｝；

步骤１１　ＥｎｄＦｏｒ

根据定义，计算 犕犃 需要耗费犗（｜犝｜
２
｜犃｜），因此，

步骤１～２的复杂度为犗（｜犝｜
２
｜犃｜）．步骤３中，由于需

要计算每个犐（犪｜犃），所以其复杂度为犗（｜犝｜
２
｜犃｜

２）．步

骤５～８中，由于最坏的情形是犅＝及ｒｅｄ＝犃，所以复

杂度为犗（｜犝｜
２
｜犃｜

２）．由此可知，此算法的时间复杂度

为犗（｜犝｜
２
｜犃｜

２）．

例８　求如下不完备决策信息系统（表４）的一个决

策约简集．
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犺狋狋狆：∥狑狑狑．犺犱狓犫．犺狇狌．犲犱狌．犮狀

１）β犎
犃
＝（１，１，１，０，０，１），由于犐犃（犪）＝‖（≈β犎

犃

）∧（≈β犎
犃－｛犪｝

）犆‖，经计算，得犐（犪１｜犃）＝０，犐（犪２｜

犃）＝１，犐（犪３｜犃）＝犐（犪４｜犃）＝犐（犪５｜犃）＝０，因此，犪２ 为核心属性，则由步骤３，得ｒｅｄ＝｛犪２｝．

２）令犃＝犃－ｒｅｄ＝｛犪１，犪３，犪４，犪５｝，因为犐（ｒｅｄ｜犪１）＝０，犐（ｒｅｄ｜犪３）＝０，犐（ｒｅｄ｜犪４）＝０，犐（ｒｅｄ｜犪５）＝

１，由步骤６～７，得ｒｅｄ＝｛犪２，犪５｝，于是犃＝｛犪１，犪３，犪４｝．同样地，重复步骤５～７，可得ｒｅｄ＝｛犪１，犪２，犪５｝．

３）由步骤９～１０，得犐（犪１｜ｒｅｄ）＝２，犐（犪２｜ｒｅｄ）＝１，犐（犪３｜ｒｅｄ）＝１，故ｒｅｄ＝｛犪１，犪２，犪５｝是一个约简．

３　结束语

基于不完备信息决策系统，在容差关系中引入关系矩阵，研究系统的协调性，给出了一个用关系矩

阵判定协调性的方法．对于不协调的情况，利用关系矩阵，提出一个求正域的新方法，进一步研究了判定

协调集的方法．基于此理论框架，定义了属性重要性度量，设计一个属性约简的启发式算法并分析了其

时间复杂度．在后续的研究中，将进一步进行数值实验，以验证本算法的运算效率及分类性能等．
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