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摘要：　引进参数狆∈（０，∞），探讨单位圆盘到自身上解析函数的Ｂｏｈｒ型不等式．运用有界解析函数的偏差

定理和系数估计，推广经典的Ｂｏｈｒ定理和Ｐａｕｌｓｅｎ等得到的相应结果，且半径估计值都是精确的．
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１　预备知识

经典的Ｂｏｈｒ定理如下：任意单位圆盘到自身上的解析函数犳（狕）＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀，不等式

∑
∞

狀＝０

狘犪狀狘狉
狀
≤１ （１）

在圆盘｜狕｜＝狉＜
１

３
内成立．其中，

１

３
是满足上式的最大值，称为Ｂｏｈｒ半径．Ｂｏｈｒ定理是由Ｂｏｈｒ

［１］于

１９１４年首次提出，之后，学者们将Ｂｏｈｒ半径（也称Ｂｏｈｒ定理）推广到调和映照和多复变中，并进行了深

入的研究，发现其在Ｂａｎａｃｈ代数和双曲几何中都有广泛的应用
［２?６］．

经典的Ｂｏｈｒ定理的推广形式比较多，其中一种Ｂｏｈｒ型定理为Ｒｏｇｏｓｉｎｓｋｉ半径，即将式（１）改写为

狘犛犖（狕）狘：＝ ∑
犖－１

犽＝０

犪犽狕
犽
＜１．
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上式中：犛犖 称为犳的部分和或截断部分．由文献［２?３］可知，上式成立仅当｜狕｜＝狉＜
１

２
．类比于经典的

Ｂｏｈｒ定理，考虑用｜犳（狕）｜替换式（１）中｜犳（０）｜＝｜犪０｜，可得Ｂｏｈｒ?Ｒｏｇｏｓｉｎｓｋｉ半径
［７］

犚犳犖（狕）：＝狘犳（狕）狘＋∑
∞

犽＝犖

狘犪犽狘狉
犽
＜１

在圆盘｜狕｜≤犚犖 内成立，其中，犖 为给定的正整数．２０１７年，Ｋａｙｕｍｏｖ等
［７］运用有界解析函数的系数估

计和偏差定理，得到犚犖 的最佳值．

定理犃
［７］
　设犳（狕）＝∑

∞

犽＝０

犪犽狕
犽 是单位圆盘犇 上满足｜犳（狕）｜＜１的解析函数，则有

狘犳（狕）狘＋∑
∞

犽＝犖

狘犪犽狘狉
犽
≤１

在圆盘｜狕｜＝狉≤犚犖 内成立，其中，犚犖 是方程φ犖（狉）：＝２（１＋狉）狉
犖－（１－狉）２＝０在（０，１）内的正根，且

犚犖 是最佳的．

另外，狘犳（狕）狘
２
＋∑

∞

犽＝犖

狘犪犽狘狉
犽
≤１在圆盘｜狕｜＝狉≤犚′犖内成立，其中，犚′犖是方程λ犖（狉）：＝（１＋狉）×

狉犖－（１－狉）２＝０在（０，１）内的正根，且犚′犖也是最佳的．

Ｐａｕｌｓｅｎ等
［８］将｜犪０｜

２ 替换式（１）中的｜犪０｜，得到定理Ｂ．

定理犅
［８］
　设犳（狕）＝∑

∞

犽＝０

犪犽狕
犽 是单位圆盘犇 上满足｜犳（狕）｜＜１的解析函数，则

狘犪０狘
２
＋∑

∞

犽＝１

狘犪犽狘狉
犽
≤１

在狉≤１／２内成立．

通过引入参数狆∈（０，∞），运用有界解析函数的偏差定理和系数估计推广定理Ｂ和经典的Ｂｏｈｒ定

理，且半径估计值是精确的．

２　相关引理及其证明

引理犃
［９］
　若（狕）＝∑

∞

狀＝０

犪狀狕
狀 是单位圆盘犇 内解析函数，且｜（狕）｜＜１，狕∈犇，则｜犪狀｜≤１－｜犪０｜

２，

其中，狀＝１，２，３，…．

引理犅
［１０］
　若（狕）是单位圆盘犇内的解析函数，且｜（狕）｜＜１，狕∈犇，则有

１）
（狕）

狕
≤
１－｜（狕）｜

２

１－｜狕｜
２
，狕∈犇，其中，等号成立当且仅当是 Ｍ̈ｏｂｉｕｓ变换及其旋转；

２）｜犳（狕）｜≤
狉＋｜犪０｜
１＋｜犪０｜狉

，狕∈犇，其中，等号成立当且仅当是 Ｍ̈ｏｂｉｕｓ变换及其旋转．

引理１　设（狓）＝
１－狓２

１－狓狆
，狆＞０为［０，１）上实值函数，则有如下估计：

１）１≤（狓）≤
２

狆
，０＜狆≤２；

２）
２

狆
＜（狓）≤１，狆＞２．

证明：当狆≠２时，有

（狓）

狓
＝
狓（２狓狆－狆狓狆＋狆狓狆

－２
－２）

（１－狓狆）
２ ．

　　令犵（狓）＝２狓狆－狆狓狆＋狆狓狆
－２－２，即犵（１）＝０，则有

犵（狓）

狓
＝狆（狆－２）（１－狓

２）狓狆－３，　　狓∈ ［０，１］．

　　当狆∈（０，２）时，因为
犵（狓）

狓
＜０，且

（狓）

狓
＞０，故（狓）是［０，１）上单调递增函数，则有（狓）≥（０）＝
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１；当狆∈（２，＋∞）时，因为
犵（狓）

狓
＞０，且

（狓）

狓
＜０，所以，（狓）是［０，１）上的单调递减函数，则有（狓）≤

（０）＝１．

再考虑函数（狓）－
２

狆
＝
２狓狆－狆狓

２＋狆－２

狆（１－狓狆）
．设狇（狓）＝２狓狆－狆狓

２＋狆－２，则有狇（１）＝０，且
狇（狓）

狓
＝

２狆狓（狓狆
－２－１），狓∈［０，１］．当狆∈（０，２）时，易知

狇（狓）

狓
≥０，则有狇（狓）≤狇（１）＝０，即（狓）≤

２

狆
；当狆∈（２，

＋∞）时，易知
狇（狓）

狓
＜０，则有狇（狓）＞狇（１）＝０，即（狓）＞

２

狆
．

３　犅狅犺狉型半径估计

应用节２中引理，对解析函数的多种Ｂｏｈｒ型定理进行研究，有定理１～４．

定理１　设犳（狕）＝∑
∞

犽＝０

犪犽狕
犽 是单位圆盘上解析函数并且｜犳（狕）｜＜１，则有

１）当０＜狆≤２时，不等式｜犪０｜狆＋∑
∞

犽＝１

｜犪犽｜狉
犽
≤１在圆盘狉≤

狆
狆＋２

内成立；

２）当狆＞２时，不等式｜犪０｜狆＋∑
∞

犽＝１

｜犪犽｜狉
犽
≤１在圆盘狉≤

１

２
内成立．

上述Ｂｏｈｒ型半径估计值均精确．

证明：由引理Ａ，可知｜犪犽｜≤１－｜犪０｜
２，其中，犽＝１，２，３，…，则有

狘犪０狘
狆＋∑

∞

犽＝１

狘犪犽狘狉
犽
≤狘犪０狘

狆＋（１－狘犪０狘
２） 狉
１－狉

．

　　由｜犪０｜
狆＋（１－｜犪０｜

２）狉
１－狉

≤１，可得狉≤１／１＋
１－｜犪０｜

２

１－｜犪０｜（ ）狆 ．
１）当０＜狆≤２时，应用引理１，可得狉≤

１

１＋
２

狆

＝
狆
狆＋２

．

给定犪∈［０，１），考虑函数

犳（狕）＝
犪－狕
１－犪狕

＝犪－（１－犪
２）∑

∞

犽＝１

犪犽－１狕犽，　　狕∈犇， （２）

则有

狘犪０狘
狆＋∑

∞

犽＝１

狘犪犽狘狉
犽
＝犪狆＋（１－犪

２）∑
∞

犽＝１

犪犽－１狉犽 ＝犪狆＋（１－犪
２） 狉
１－犪狉

．

所以，由犪狆＋（１－犪２）
狉

１－犪狉
＞１，可得狉＞

１

犪＋
１－犪２

１－犪狆

≥
狆
狆＋２

．

２）当狆＞２时，应用引理１，可得狉≤
１

２
，且精确性可由式（２）类似得证．

由定理１可知，当狆＝１和狆＝２时，所得估计结果与文献［８］中定理２．１和推论２．７分别一致．而且

注意到定理１中，参数狆∈（０，∞）可取值所有正数，所以，定理１更具有一般性．运用引理Ａ，类似于定

理１，可以得到定理２．

定理２　 设犳（狕）＝∑
∞

犽＝０

犪犽狕
犽 是单位圆盘上解析函数，且｜犳（狕）｜＜１，则

１）当０＜狆≤２时，｜犪０｜狆＋∑
∞

犽＝１

犽２｜犪犽｜狉
犽
≤１在｜狕｜＝狉≤犚１ 内成立，其中，犚１ 是方程ω（狉）：＝２狉（１－

狉２）－狆（１－狉）
４＝０在（０，１）内的最小正根，且犚１ 是精确的；

２）当狆＞２时，｜犪０｜狆＋∑
∞

犽＝１

犽２｜犪犽｜狉
犽
≤１在｜狕｜＝狉≤犚２ 内成立，其中，犚２ 是式δ（狉）：＝狉（１－狉

２）－
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（１－狉）４＝０在（０，１）内的最小正根，且犚２ 是精确的．

定理３　 设犳（狕）＝∑
∞

犽＝０

犪犽狕
犽 是单位圆盘上的解析函数，且｜犳（狕）｜＜１，则

狘犳（狕）狘＋∑
∞

犽＝１

犽２狘犪犽狘狉
犽
≤１

在｜狕｜＝狉≤犚内成立，其中，犚是方程ρ（狉）：＝２（１＋狉）（１－狉
２）－（１－狉）５＝０在（０，１）内的最小正根，且

犚是精确的．

定理４　 设犳（狕）＝∑
∞

犽＝０

犪犽狕
犽 是单位圆盘上的解析函数，且｜犳（狕）｜＜１，则

狘犳（狕）狘
２
＋∑

∞

犽＝１

犽２狘犪犽狘狉
犽
≤１

在｜狕｜＝狉≤犚内成立，其中，犚是方程ν（狉）：＝－（１－狉
２）（１－狉）４＋狉（１＋狉）（１－狉２）＝０在（０，１）内的最小

正根，且犚是精确的．

４　截断的犅狅犺狉型半径估计

受定理Ａ的启发，对其截断的Ｂｏｈｒ型半径估计有定理５．

定理５　 设犳（狕）＝∑
∞

犽＝０

犪犽狕
犽 是单位圆盘犇 上的解析函数，满足狘犳（狕）狘＜１，则

１）当０＜狆≤２时，｜犪０｜狆＋∑
犿

犽＝１

｜犪犽｜狉
犽
≤１，犿 为正整数，在｜狕｜＝狉≤犚犿１内成立，其中，犚犿１是方程

ψ犿（狉）：＝２狉（１－狉
犿）－狆（１－狉）＝０在（０，１］内的最小正根，且犚犿１是精确的；

２）当狆＞２时，｜犪０｜狆＋∑
犿

犽＝１

｜犪犽｜狉
犽
≤１，犿为正整数，在｜狕｜＝狉≤犚犿２内成立，其中，犚犿２是式ζ犿（狉）：＝

狉（１－狉犿）－（１－狉）＝０在（０，１］内的最小正根，且犚犿２是精确的．

证明：因为犳（狕）是犇到自身上的解析函数，由引理Ａ可知犪犽｜≤１－｜犪０｜
２，其中，犽＝１，２，３，…，则

狘犪０狘
狆＋∑

犿

犽＝１

狘犪犽狘狉
犽
≤狘犪０狘

狆＋（１－狘犪０狘
２）∑

犿

犽＝１

狉犽 ≤狘犪０狘
狆＋（１－狘犪０狘

２）狉
（１－狉

犿）

１－狉
． （３）

　　１）当０＜狆≤２时，由于｜犳（狕）｜＜１，所以｜犪０｜＜１．由引理１的证明可知
１－｜犪０｜

２

１－｜犪０｜
狆
关于犪０∈［０，１）单

调递增，则有

１－狘犪狅狘
２

１－狘犪狅狘
狆

狉（１－狉
犿）

１－狉
≤
２

狆

狉（１－狉
犿）

１－狉
≤１

在狉≤犚犿１ 内成立．其中，犚犿１是ψ犿（狉）：＝２狉（１－狉
犿）－狆（１－狉）＝０在（０，１］内的最小正根．

事实上，因为有

ψ犿（狉）

狉
＝－２（犿＋１）狉

犿
＋狆＋２≥０，

所以，ψ犿（狉）在［０，１］内先递增后递减，由ψ犿（０）＝－狆＜０和ψ犿（１）＝０可知，狉∈ ０，
狆＋２
２犿（ ）＋２

１

［ ］
犿

［０，

１］，即当狆＜２犿时，存在犚犿１∈（０，１］，使ψ犿（狉）＝０．

固定犪∈［０，１），考虑函数

犳（狕）＝
犪－狕
１－犪狕

＝犪－（１－犪
２）∑

∞

犽＝１

犪犽－１狕犽，　　狕∈犇，

易验证犳（狕）满足定理中的条件，则

狘犪０狘
狆＋∑

犿

犽＝１

狘犪犽狘狉
犽
＝犪狆＋（１－犪

２）∑
∞

犽＝１

犪犽－１狉犽 ＝犪狆＋（１－犪
２）狉
［１－（犪狉）

犿］

１－犪狉
．

　　由引理１得
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１－犪
２

１－犪狆
狉［１－（犪狉）

犿］

１－犪狉
≤
２

狆
狉［１＋狉＋…＋狉

犿－１］．

所以，当狉＞犚犿１时，｜犪０｜狆＋∑
犿

犽＝１

｜犪犽｜狉
犽
＞１，从而说明犚犿１是精确的．

２）当狆＞２时，由于｜犳（狕）｜＜１，所以｜犪０｜＜１．将引理１应用于式（３）中，可得

１－狘犪０狘
２

１－狘犪０狘
狆

狉（１－狉
犿）

１－狉
≤
狉（１－狉

犿）

１－狉
≤１．

整理得到ζ犿（狉）：＝狉（１－狉
犿）－（１－狉）≤０，当狉≤犚犿２ 时成立．

类似于０＜狆≤２，可得犚犿２∈（０，１］是精确的．

由定理５，考虑狆＝１的情况，得到推论１．

推论１　 设犳（狕）＝∑
∞

犽＝０

犪犽狕
犽 是单位圆盘上的解析函数，且｜犳（狕）｜＜１，狕∈犇，则

狘犪０狘＋∑
犿

犽＝１

狘犪犽狘狉
犽
≤１

在｜狕｜＝狉≤犚犿 内成立，其中，犚犿 是方程η犿（狉）：＝２狉（１－狉
犿）－（１－狉）＝０在（０，１）内的最小正根，且犚犿

是精确的．

基于文献［７］中定理１的考虑，在定理５的基础上进一步得到定理６．

定理６　设犳（狕）＝∑
∞

犽＝０

犪犽狕
犽 是单位圆盘上解析函数，且｜犳（狕）｜＜１，狕∈犇，则

狘犳（狕）狘＋∑
犿

犽＝１

狘犪犽狘狉
犽
≤１

在｜狕｜＝狉≤犚犿 内成立，其中，犚犿 是方程α犿（狉）＝２狉（１＋狉）（１－狉
犿）－（１－狉）２＝０在（０，１）内的最小正根，

且犚犿 是精确的．

证明：由于犳（狕）＝∑
∞

犽＝０

犪犽狕
犽是单位圆盘上解析函数，且｜犳（狕）｜＜１，犳（０）＝犪０，则由引理Ａ，Ｂ，可知

｜犪犽｜≤１－｜犪０｜
２，其中，犽＝１，２，３，…，以及｜犳（狕）｜≤

狉＋｜犪０｜
１＋狉｜犪０｜

，则有

狘犳（狕）狘＋∑
犿

犽＝１

狘犪犽狘狉
犽
≤
狉＋狘犪０狘
１＋狉狘犪０狘

＋（１－狘犪０狘
２）狉
（１－狉

犿）

１－狉
．

　　因为有

狌（犪０，狉）＝（狉＋狘犪０狘）（１－狉）＋狉（１－狘犪０狘
２）（１－狉

犿）（１＋狉狘犪０狘）－（１－狉）（１＋狉狘犪０狘）＝

（１－狘犪０狘
２）狉（１－狉

犿）（１＋狉狘犪０狘）－（１－狉
２）（１－狘犪０狘）＝

（１－狘犪０狘）［（１＋狘犪０狘）狉（１＋狉狘犪０狘）（１－狉
犿）－（１－狉）

２］，

由于（１＋｜犪０｜）狉（１＋狉｜犪０｜）（１－狉
犿）－（１－狉）２ 关于｜犪０｜在［０，１］上单调递增，所以有

狌（犪０，狉）≤ （１－狘犪０狘）［２狉（１＋狉）（１－狉
犿）－（１－狉）

２］．

　　当狉≤犚犿 时，有α犿（狉）：＝２狉（１＋狉）（１－狉
犿）－（１－狉）２≤０，即狘犳（狕）狘＋∑

犿

犽＝１

狘犪犽狘狉
犽
≤１在狘狕狘＝

狉≤犚犿 内成立．

由α犿（狉）在［０，１］的连续性及端点处的值可知

α犿（０）＝－１，　　α犿（１）＝０，　　α犿（ ）１２ ＝
３

２
－ ３（ ）１２

犿＋１

＋［ ］１４ ＞０，

所以，存在犚犿∈（０，１），使得α犿（狉）＝０．

固定犪∈［０，１），考虑函数

犳（狕）＝
犪－狕
１－犪狕

＝犪－（１－犪
２）∑

∞

犽＝１

犪犽－１狕犽，　　狕∈犇．

则有
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狘犳（－狉）狘＋∑
犿

犽＝１

狘犪犽狘狉
犽
＝
狉＋犪
１＋犪狉

＋（１－犪
２）∑

犿

犽＝１

犪犽－１狉犽 ＝

狉＋犪
１＋犪狉

＋（１－犪
２）狉
（１－（犪狉）

犿）

１－犪狉
．

　　由于有

犺（犪，狉）＝（狉＋犪）（１－犪狉）＋狉（１＋犪狉）（１－犪
２）（１－（犪狉）

犿）－（１＋犪狉）（１－犪狉）＝

（１－犪
２）（１＋犪狉）狉（１－（犪狉）

犿）－（１－犪）（１－犪狉）（１－狉）＝

（１－犪）（１－犪狉）［（１＋犪）狉（１＋犪狉）（１＋犪狉＋（犪狉）
２
＋…＋（犪狉）

犿－１）－（１－狉）］，

而［（１＋犪）狉（１＋犪狉）（１＋犪狉＋（犪狉）２＋…＋（犪狉）犿－１）－（１－狉）］关于犪在［０，１］内单调递增，所以有

犺（犪，狉）≤ （１－犪）（１－犪狉）［２狉（１＋狉）（１＋狉＋狉
２
＋…＋狉

犿－１）－（１－狉）］．

故当狉＞犚犿 时，｜犳（－狉）｜＋∑
犿

犽＝１

｜犪犽｜狉
犽
＞１，从而说明犚犿 是精确的．

类似定理５可得定理７．

定理７　犳（狕）＝∑
∞

犽＝０

犪犽狕
犽 是单位圆盘上的解析函数，且｜犳（狕）｜＜１，狕∈犇，则

狘犳（狕）狘
２
＋∑

犿

犽＝１

狘犪犽狘狉
犽
≤１

在｜狕｜＝狉≤犚犿 内成立，其中，犚犿 是方程β犿（狉）：＝狉（１＋狉）
２（１－狉犿）－（１－狉）（１－狉２）＝０在（０，１）的最小

正根，且犚犿 是精确的．
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