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摘要：　研究单位圆盘犇＝｛狕狕｜＜１｝上满足Ｒｅ｛α狕［犺″（狕）＋犵″（狕）］＋犺′（狕）＋犵′（狕）｝＞０，狕∈犇，α＞０的单叶

调和函数犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）的拟共形性质，对复伸张狑（狕）＝
犵′（狕）

犺′（狕）
的模给出最好的最小上界估计，进而给出

该类函数到犇的余集犇犮 上的拟共形延拓，并对其复伸张的模给出最好的最小上界估计，改进和推广了２００４

年ＹａｌｃｉｎＳ等的研究成果．
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ｔｈｅｕｎｉｔｄｉｓｋ犇＝｛狕狕｜＜１｝ｗｉｔｈＲｅ｛α狕［犺″（狕）＋犵″（狕）］＋犺′（狕）＋犵′（狕）｝＞０，狕∈犇，α＞０，ａｎｄｏｂｔａｉｎｔｈｅ

ｂｅｓｔｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｍｏｄｕｌｅｏｆｔｈｅｄｉｌａｔａｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎ狑（狕）＝
犵′（狕）

犺′（狕）
．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｗｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔ

ｔｈｅｉｒｈａｒｍｏｎｉｃｑｕａｓｉｃｏｎｆｏｒｍａｌｅｘｔｅｎｓｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓｔｏｔｈｅｄｏｍａｉｎ犇
犮ｏｆ犇，ａｎｄｇｉｖｅｔｈｅｂｅｓｔｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄｅｓｔｉ
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１　预备知识

平面区域Ω犆上具有二阶连续可微的复值函数犳＝狌＋ｉ狏是调和的，狌，狏都是Ω 上的实值调和函

数．如果Ω为单连通区域，则犳可表示为犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕），犺（狕），犵（狕）为Ω上的解析函数．当犳为单

位圆盘犇＝｛狕狕｜＜１｝上的调和函数，满足犳（０）＝犳狕（０）－１＝０，则犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）＝狕＋

∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀
＋∑

∞

狀＝１

犫狀狕
狀．

Ｌｅｗｙ
［１］证明了犳（狕）为单位圆盘犇上保向、局部单叶，当且仅当犑犳（狕）＝｜犳狕（狕）｜

２－｜犳珔狕（狕）｜
２
＞０，
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即犳（狕）的复伸张的模满足｜狑（狕）｜＝
犵′（狕）

犺′（狕）
＜１．若犳（狕）在犇上单叶，满足｜狑（狕）｜≤犽＜１，则称犳（狕）

为调和犓?拟共形映照，犓＝
１＋犽
１－犽

≥１．犓?拟共形映照的几何意义在于把微小的圆映成微小的椭圆，它的

长、短轴之比限制于犓 内．单位圆盘上的单叶函数、拟共形映照和单叶调和函数是３个不同的函数类，

有许多共同性质，又有不少独特的特征，引起函数论学者的兴趣，如对系数猜想、偏差性质、区域模的增

长性等问题的研究［２?５］．对单位圆盘犇上的调和函数犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀
＋∑

∞

狀＝１

犫狀狕
狀，令

ＨＰ（α）＝ ｛犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）狘Ｒｅ｛α狕［犺″（狕）＋犵″（狕）］＋犺′（狕）＋犵′（狕）｝＞０，α≥０｝．Ｙａｌｃｉｎ等
［６］研

究 ＨＰ（α）类函数的单叶性及其偏差估计等问题，证明了下列定理．

定理犃　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀
＋∑

∞

狀＝１

犫狀狕
狀 是单位圆盘犇 上的调和函数，满足

∑
∞

狀＝１

狀［α（狀－１）＋１］（狘犪狀狘＋狘犫狀狘）≤２，　　０≤狘犫１狘＜１，　α≥０． （１）

则调和函数犳（狕）在单位圆盘犇上单叶保向，且犳（狕）∈ＨＰ（α）．

条件（１）给出犳（狕）∈ＨＰ（α）的一个必要条件，文献［６］引入 ＨＰ（α）的一个子族：ＨＦ（α）＝

犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）狘犳（狕）∈ＨＰ（α），犺（狕）＝狕－∑
∞

狀＝２

狘犪狀狘狕
狀，犵（狕）＝狕－∑

∞

狀＝１

狘犫狀狘狕｛ ｝狀 ，并对该

类函数的有界性、偏差、像区域等特征进行研究．对于ＨＦ（α）类函数的刻画，文献［６］证明下列两个主要

定理．

定理犅　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀
＋∑

∞

狀＝１

犫狀狕
狀是单位圆盘犇 上的调和函数，则犳（狕）∈

ＨＦ（α）的充要条件为

∑
∞

狀＝１

狀［α（狀－１）＋１］（狘犪狀狘＋狘犫狀狘）≤２，　　犪１ ＝１，　α≥０．

　　定理犆　设犳（狕）∈ＨＦ（α），则

（１－狘犫１狘）狉－
１－狘犫１狘
２（１＋α）

狉２ ≤狘犳（狕）狘≤ （１＋狘犫１狘）狉＋
１－狘犫１狘
２（１＋α）

狉２，　　狘狕狘＝狉＋１．

　　近年来，局部单叶调和函数的整体单叶性，单叶调和函数何时成为调和拟共形映照，单叶调和函数

何时可以到余集上的拟共形延拓等问题受到学者极大的关注，并得到一些成果［７１４］．文中对文献［６］所

考虑的调和函数类做进一步研究，刻画出该类单叶调和函数可成为单叶调和拟共形映照的性质，给出该

类调和函数到单位圆盘外区域的单叶拟共形延拓，并分别得到复伸张模的最小上界精确估计．

例１　令犳（狕）＝狕＋犫珔狕＋
１－犫
２
狕２，０＜犫＜１，狕∈犇，容易证明犳（狕）为单位圆盘犇上的单叶调和函数，

其复伸张函数为狑（狕）＝犫＋（１－犫）狕，从而犳（狕）不是单位圆盘犇上的调和拟共形映照．

２　主要定理及证明

研究满足定理Ａ条件的单叶调和函数的拟共形性质，基于例１，该类单叶调和函数必须有规范化的

条件，证明定理１．

定理１　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀
＋∑

∞

狀＝２

犫狀狕
狀 是犇 上的调和函数，其系数满足

∑
∞

狀＝２

狀［α（狀－１）＋１］（狘犪狀狘＋狘犫狀狘）≤１，　　α＞０， （２）

则犳（狕）为犇上的１＋
２

α
拟共形映照，犓＝１＋

２

α
为最大伸张模估计的最小上界，极值函数为犳（狕）＝狕＋

１

２（１＋α）
狕２．
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证明：设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）是单位圆盘犇上的调和函数，满足定理１的条件，根据定理Ａ，犫１＝０，

则犳（狕）为单位圆盘犇上的单叶调和函数．又根据文献［１］，有犺′（狕）≠０．

由于α＞０，有

狘犺′（狕）狘＝狘１＋∑
∞

狀＝２

狀犪狀狕狀－１狘≥１－∑
∞

狀＝２

狀狘犪狀狘≥１－∑
∞

狀＝２

狀［α（狀－１）＋１］狘犪狀狘．

　　另一方面，由式（２）可得

１－∑
∞

狀＝２

狀［α（狀－１）＋１］狘犪狀狘≥∑
∞

狀＝２

狀［α（狀－１）＋１］狘犫狀狘．

　　故有

狘犺′（狕）狘≥∑
∞

狀＝２

狀［α（狀－１）＋１］狘犫狀狘≥ （１＋α）∑
∞

狀＝２

狀狘犫狀狘≥ （１＋α）狘犵′（狕）狘，　　狕∈犇．

　　从而有

狘狑（狕）狘＝
犵′（狕）

犺′（狕）≤
１

１＋α
．

　　这证明犳（狕）为单位圆盘犇上的１＋
２

α
拟共形映照．要证明犓＝１＋

２

α
最好的最小上界估计，考虑函

数犳（狕）＝狕＋１＋
１

２（１＋α）
狕２，其满足定理１的条件，且犳（狕）为单位圆盘犇上的１＋

２

α
拟共形映照，这说

明犓＝１＋
２

α
是可达到的，定理１证毕．

研究满足定理Ａ条件下，单叶调和函数是否可以调和延拓到整个复平面上，证明定理２．

定理２　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀
＋∑

∞

狀＝２

犫狀狕
狀 是犇 上的调和函数，其系数满足

∑
∞

狀＝２

狀［α（狀－１）＋１］（狘犪狀狘＋狘犫狀狘）≤１，　　α＞０．

　　令犉犳（狕）＝
犳（狕），狘狕狘≤１，

β（狕），狘狕狘＞１
｛ ，β

（狕）＝犎（狕）＋犌（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犫狀
１

狕狀
＋∑

∞

狀＝２

犪狀
１

狕狀
，狘狕狘＞１，犉犳（狕）

是调和拟共形映照犳（狕）从单位圆盘犇到单位圆盘外犇
犮上的单叶保向调和映照延拓，且犉犳（狕）是犇

犮上

的调和 １

１＋α
拟共形映照，犓＝１＋

２

α
是拟共形延拓的最大伸张模估计的最小上界，函数犳（狕）＝狕＋

１

２（１＋α）
狕２ 到犇犮上的调和拟共形延拓β０（狕）＝狕＋

１

２（１＋α）
１

狕２
为犇犮上的１＋

２

α
拟共形映照．

证明：根据定理１，犳（狕）在犇内为调和拟共形映照．根据拟共形映照理论，犳（狕）可连续延拓到边界

上．由构造函数犉（狕），通过验算，可得在单位圆｜狕｜＝１上，犳（ｅｘｐ（ｉθ））＝β（ｅｘｐ（ｉθ）），０≤θ≤２π，且β（狕）

为犇犮上的调和函数，故犉犳（狕）是犳（狕）从犇到犇
犮上的调和延拓．

当狕∈犇
犮时，对于１＜｜狕１｜≤｜狕２｜＜∞，狕１≠狕２，有

狘β（狕１）－β（狕２）狘≥ 狕１－狕２＋∑
∞

狀＝２

犪狀
１

狕狀１
－∑

∞

狀＝２

犪狀
１

狕狀２
－ ∑

∞

狀＝２

犫狀
１

狕狀１
－∑

∞

狀＝２

犫狀
１

狕狀２
≥

狘狕１－狕２狘

１－ ∑
∞

狀＝２

犪狀
（狕狀－１２ ＋狕

狀－２
２ 狕１＋…＋狕２狕

狀－２
１ ＋狕

狀－１
１ ）

狕狀１狕
狀
２

－

∑
∞

狀＝２

犫狀
（狕狀－１２ ＋狕

狀－２
２ 狕１＋…＋狕２狕

狀－２
１ ＋狕

狀－１
１ ）

狕狀１狕
狀

烄

烆

烌

烎２

＞

狘狕１－狕２狘 １－ ∑
∞

狀＝２

狀狘犪狀狘＋∑
∞

狀＝２

狀狘犫狀（ ）［ ］狘 ．

　　由假设条件∑
∞

狀＝２

狀［α（狀－１）＋１］（狘犪狀狘＋狘犫狀狘）≤１，α＞０，有∑
∞

狀＝２

狀（狘犪狀狘＋狘犫狀狘）≤１，
１

（１＋α）
＜１．

故β（狕）在犇
犮上是单叶调和函数．
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对任何狕∈犇，经计算可得

犎狕（狕）＝１－∑
∞

狀＝２

犫狀
狀

狕狀＋１
，　　犌狕（狕）＝－∑

∞

狀＝２

犪狀
狀

狕狀＋１
，

犌狕（狕）

犎狕（狕）
＝

－∑
∞

狀＝２

犪狀
狀

狕狀＋１

１－∑
∞

狀＝２

犫狀
狀

狕狀＋１

≤
∑
∞

狀＝２

狀狘犪狀狘

１－∑
∞

狀＝２

狀狘犫狀狘

．

　　令狓＝∑
∞

狀＝２

狀狘犪狀狘，狔＝∑
∞

狀＝２

狀狘犫狀狘，则狓≥０，狔≥０，狓＋狔≤
１

（１＋α）
，通过计算极值，可得 犌狕（狕）

犎狕（狕）
≤

１

１＋α
，这证明了β（狕）为犇

犮上的 １

１＋α
拟共形映照．

经计算，犳（狕）＝狕＋
１

２（１＋α）
狕２，狕∈犇，满足定理２的条件，在犇

犮上的调和拟共形延拓为β０（狕）＝狕＋

１

２（１＋α）
１

狕２
，１＜｜狕｜＜∞，其最大伸张模为犓＝１＋

２

α
，定理２证毕．

定理Ｂ说明满足定理Ｂ条件的单叶调和函数是有界的．

定理３　设犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）＝狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀
＋∑

∞

狀＝２

犫狀狕
狀 是单位圆盘犇 上的调和函数，满足

∑
∞

狀＝１

狀［α（狀－１）＋１］（狘犪狀狘＋狘犫狀狘）≤２，　　０≤狘犫１狘＜１，　α＞０，

则对任何狕∈犇，有

狘犳（狕）狘≤（１＋狘犫１狘）狘狕狘＋
２（１＋狘犫１狘）

α
［狘狕狘＋（１－狘狕狘）ｌｎ（１－狘狕狘）］≤

（１＋狘犫１狘）＋
２（１＋狘犫１狘）

α
．

　　证明：根据定理３的条件，由定理Ａ可知，该类调和函数是单叶的．有界性证明如下．

∑
∞

狀＝２

狀［α（狀－１）＋１］（狘犪狀狘＋狘犫狀狘）≤１－狘犫１狘．

　　因此，当α≥１时，对于任何狀≥２的正整数，有

狘犪狀狘≤
１－狘犫１狘

α狀（狀－１）
，　　狘犫狀狘≤

１－狘犫１狘

α狀（狀－１）
，

狘犺（狕）狘≤ 狕＋∑
∞

狀＝２

犪狀狕
狀
≤狘狕狘＋∑

∞

狀＝２

１－狘犫１狘

α狀（狀－１）
狘狕

狀
狘＝

狘狕狘＋
１－狘犫１狘

α
［狘狕狘＋（１－狘狕狘）ｌｎ（１－狘狕狘）］，

狘犵（狕）狘≤ 犫１狕＋∑
∞

狀＝２

犫狀狕
狀
≤狘犫１狕狘＋∑

∞

狀＝２

１－狘犫１狘

α狀（狀－１）
狘狕

狀
狘＝

狘犫１狘狘狕狘＋
１－狘犫１狘

α
［狘狕狘＋（１－狘狕狘）ｌｎ（１－狘狕狘）］．

　　从而对任何狕∈犇，有

狘犳（狕）狘≤狘犺（狕）狘＋狘犵（狕）狘≤

（１＋狘犫１狘）狘狕狘＋
２（１－狘犫１狘）

α
［狘狕狘＋（１－狘狕狘）ｌｎ（１－狘狕狘）］≤

（１＋狘犫１狘）＋
２（１－狘犫１狘）

α
．

　　当０＜α＜１时，对于任何狀≥２的正整数，有

狘犪狀狘≤
１－狘犫１狘

α狀
２ ＜

１－狘犫１狘

α狀（狀－１）
，　　狘犫狀狘≤

１－狘犫１狘

α狀
２ ＜

１－狘犫１狘

α狀（狀－１）
．
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　　从而对任何狕∈犇，同样得到

狘犳（狕）狘≤狘犺（狕）狘＋狘犵（狕）狘≤

（１＋狘犫１狘）狘狕狘＋
２（１－狘犫１狘）

α
［狘狕狘＋（１－狘狕狘）ｌｎ（１－狘狕狘）］≤

（１＋狘犫１狘）＋
２（１－狘犫１狘）

α
．

　　定理３证毕．
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