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　　　求解二维犃犾犾犲狀?犆犪犺狀方程的

两种犃犇犐格式
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摘要：　为了构建二维ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程的高效数值格式，利用算子分裂方法将原方程离散成非线性方程和二

维热传导方程，其中，非线性方程有解析解．二维热传导方程时间离散采用ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ格式，空间离散分

别采用二阶中心差分和四阶Ｐａｄé逼近，得到两个稳定的数值格式．数值实验结果表明：格式具有有效性；能量

呈现递减规律．
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ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程是描述微观扩散理论中弯曲反相边界运动的一类方程
［１］，在材料流体动力学和反

应扩散问题中有着广泛的应用，如可浸液体中的粗化动力学［２］、晶体生长［３］、人群扩散现象［４］、随机扰

动［５］和图像处理［６７］问题等．Ｄｕ等
［８］采用谱方法解决非局部 ＡｌｌｅｎＣａｈｎ问题．Ｌｅｅ等

［９］利用半解析谱

（ＳＡＦＳ）方法计算ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程．Ｘｉａｏ等
［１０］分析ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程有限元方法的稳定性．Ｚｈａｉ等

［１１］提

出一种线性化高阶紧致差分方法，并采用交替方向隐格式（ＡＤＩ）格式减少计算量．Ｔａｎｇ等
［１２］建立求解

ＡｌｌｅｎＣａｈｎ问题的隐／显格式，并证明格式满足极大值原理．Ａｄｅｒｏｇｂａ等
［１３］采用显式非标准有限差分
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格式求解ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程．Ｓｔｒａｃｈｏｔａ等
［１４］利用有限体积方法求解 ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程并给出误差估计．

另外，ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程还可以采用重心插值配点法
［１５］和配点法［１６］求解．以上方法均从原问题出发，直

接建立数值逼近格式，思想简单易于理解，但在处理高维问题时，所建立格式将变得十分复杂，极大挑战

理论分析和数值计算．算子分裂方法是一种求解复杂问题的有效策略
［１７］，此方法已经成功应用于求解

ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程．Ｚｈａｉ等
［１７１８］结合解析法和谱方法，建立求解（分数阶）非局部ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程的快速

显式算子分裂方法，参考文献［１９２０］进一步推广此方法，并给出严格的误差分析．本文应用二阶中心差

分和四阶Ｐａｄé逼近，给出两个新算子分裂格式，并分别对其进行稳定性和极大值原理分析．

１　预备知识

考虑如下的二维ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程

狌狋＝Δ狌－
１

ε
２犉′（狌），　　（狓，狔）∈Ω，　狋∈ ［０，犜］，

狌（狓，狔，０）＝狌０（狓，狔），　　（狓，狔）∈Ω，

狌（狓，狔，狋）＝０，　　（狓，狔）∈Ω，　狋∈ ［０，犜］

烍

烌

烎．

（１）

式（１）中：犉′（狌）＝狌（狌２－１）；Ω＝［犪，犫］
２；ε为描述相界厚度的一个参数；当狌０∈［－１，１］时，有狌∈［－１，

１］，即ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程满足所谓的极值原理．

ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程的重要特征是将它视为Ｌｙａｐｕｎｏｖ能量泛函的犔２ 梯度流
［８］，即

犈（狌）＝∫
犫

犪∫
犫

犪

１

ε
２犉（狌）＋

１

２
狘狌

２［ ］狘ｄ狓ｄ狔． （２）

　　能量泛函犈（狌）关于时间狋求导，有

ｄ

ｄ狋
犈（狌）＝∫

犫

犪∫
犫

犪

１

ε
２犉′（狌）狌狋＋狌·狌［ ］狋 ｄ狓ｄ狔≤０． （３）

　　由式（３）可知：能量泛函犈（狌）不会增加．采用算子分裂方法
［１７］计算问题（１），将原始方程分裂为非

线性方程和线性方程，其解算子分别记为犛Ａ 和犛Ｂ，则问题（１）可通过以下二阶精度的Ｓｔｒａｎｇ分裂格

式［１７］进行求解，即

狌（狋＋Δ狋）＝犛Ａ
Δ狋（ ）２ 犛Ｂ（Δ狋）犛Ａ

Δ狋（ ）２ 狌（狋）＋犗（Δ狋２）． （４）

式（４）中：非线性部分采用解析法求解；线性部分采用有限差分法求解．

２　数值格式

令狓，狔方向取相同的空间节点数犕，空间步长犺＝（犫－犪）／犕，则狓方向空间节点为狓犻＝犪＋犻犺，犻＝

０，１，…，犕；狔方向空间节点为狔犼＝犪＋犼犺，犼＝０，１，…，犕．取时间节点数为犖，时间步长为τ＝犜／犖，时间

节点表示为狋狀＝狀τ，狀＝０，１，２，…，犖．同时，记狌
狀
犻，犼＝狌（狓犻，狔犼，狋狀）．

２．１　二维犃犾犾犲狀犆犪犺狀方程算子分裂方法的求解

根据算子分裂方法，将二维ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程分解为非线性方程犛Ａ：狌狋＝－
１

ε
２狌（狌

２－１）和二维热传

导方程犛犅：狌狋＝Δ狌．在狋∈ 狋狀，狋狀＋［ ］１
２
前半个时间步长内，通过算子犛Ａ 进行求解；在狋∈［狋狀，狋狀＋１］一个时间

步长内完整利用算子犛Ｂ 求解；在后半步狋∈ 狋狀＋１２，狋狀［ ］＋１ ，重新利用算子犛Ａ 进行求解，即

狌（狋＋Δ狋）＝犛Ａ
Δ狋（ ）２ 犛Ｂ（Δ狋）犛Ａ

Δ狋（ ）２ 狌（狋）． （５）

式（５）中：非线性方程犛Ａ 求解格式为

狌狀＋１ ＝
狌狀

ｅｘｐ（－２狋／ε
２）＋（狌

狀）２（１－ｅｘｐ（－２狋／ε
２

槡 ））
． （６）

２．２　二阶犃犇犐格式与极大值原理

引入二阶中心差分算子δ
２
狓狌

狀
犻，犼＝
狌狀犻－１，犼－２狌

狀
犻，犼＋狌

狀
犻＋１，犼

犺２
，δ
２
狔狌

狀
犻，犼＝
狌狀犻，犼－１－２狌

狀
犻，犼＋狌

狀
犻，犼＋１

犺２
，则二维热传导方
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程犛Ｂ：狌狋＝Δ狌有如下ＣＮ格式，即

狌狀＋１犻，犼 －狌
狀
犻，犼

τ
＝
１

２
δ
２
狓（狌

狀＋１
犻，犼 ＋狌

狀
犻，犼）＋

１

２
δ
２
狔（狌

狀＋１
犻，犼 ＋狌

狀
犻，犼）．

　　整理可得 １－
τ
２
δ
２
狓－
τ
２
δ
２（ ）狔 狌狀＋１犻，犼 ＝ １＋

τ
２
δ
２
狓＋
τ
２
δ
２（ ）狔 狌狀犻，犼，将其左右两边分别加上辅助项τ

２

４
δ
２
狓×

δ
２
狔狌
狀＋１
犻，犼 和

τ
２

４
δ
２
狓δ

２
狔狌

狀
犻，犼，有如下ＡＤＩ格式，即

１－
τ
２
δ
２（ ）狓 １－

τ
２
δ
２（ ）狔 狌狀＋１犻，犼 ＝ １＋

τ
２
δ
２（ ）狓 １＋

τ
２
δ
２（ ）狔 狌狀犻，犼， （７）

精度为犗（τ
２＋犺２）．

定理１　对任意的频率ω１，ω２ 和时间步长τ，差分格式（７）是无条件稳定的．

证明：令狌狀犻，犼＝狏
狀（ω１，ω２）ｅｘｐ（ｉω１狓犻＋ｉω２狔犼），其中，ｉ为虚数单位，则有

δ
２
狔狌

狀
犻，犼 ＝

狌狀犻，犼－１－２狌
狀
犻，犼＋狌

狀
犻，犼＋１

犺２
＝－

４

犺２
ｓｉｎ２

ω２犺（ ）２ 狌狀犻，犼． （８）

　　同理，有δ
２
狓狌

狀
犻，犼＝－

４

犺２
ｓｉｎ２

ω１犺（ ）２ ·狌狀犻，犼，将其带入式（７）中，并令狉＝τ／（２犺
２），有

狏狀＋１ ＝

１－４狉·ｓｉｎ
２ ω１犺（ ）（ ）２

１－４狉·ｓｉｎ
２ ω２犺（ ）（ ）２

１＋４狉·ｓｉｎ
２ ω１犺（ ）（ ）２

１＋４狉·ｓｉｎ
２ ω２犺（ ）（ ）２

狏狀， （９）

以及增长因子

犌１（τ，狀）＝
１－４狉·ｓｉｎ

２ ω１犺（ ）（ ）２
１－４狉·ｓｉｎ

２ ω２犺（ ）（ ）２

１＋４狉·ｓｉｎ
２ ω１犺（ ）（ ）２

１＋４狉·ｓｉｎ
２ ω２犺（ ）（ ）２

． （１０）

　　因此，当狉＞０时，则有｜犌１（τ，狀）｜≤１成立，差分格式（７）无条件稳定．证明完毕．

因为犛Ａ 是精确求解，所以整个算子分裂格式都是稳定的．根据式（５）～（７），得到方法ＳⅠ．即

ＳⅠ：

狌 ＝
狌狀

ｅｘｐ（－狋／ε
２）＋（狌

狀）２（１－ｅｘｐ（－狋／ε
２

槡 ））
，

１－
τ
２
δ
２（ ）狓 １－

τ
２
δ
２（ ）狔 狌

＝ １＋
τ
２
δ
２（ ）狓 １＋

τ
２
δ
２（ ）狔 狌，

狌狀＋１ ＝
狌

ｅｘｐ（－狋／ε
２）＋（狌）

２（１－ｅｘｐ（－狋／ε
２

槡 ））

烅

烄

烆
．

（１１）

定理２　如果初值满足｜狌０｜≤１，那么方法ＳⅠ的解满足｜狌
狀
｜≤１，狀＝１，２，３，…，犖．

证明：假设｜狌
狀
｜≤１，显然有１－（狌

狀）２≥０，根据式（６），有

狘狌

狘＝

狘狌
狀
狘

ｅｘｐ（－狋／ω
２）＋（狌

狀）２（１－ｅｘｐ（－狋／ω
２

槡 ））
＝１． （１２）

　　令狏
狀＝狌犻，犼ｅｘｐ（－（ｉω１狓犻＋ｉω２狔犼）），将其带入式（９），两边同乘ｅｘｐ（ｉω１狓犻＋ｉω２狔犼），则有

狌犻，犼 ＝

１－４狉·ｓｉｎ
２ ω１犺（ ）（ ）２

１－４狉·ｓｉｎ
２ ω２犺（ ）（ ）２

１＋４狉·ｓｉｎ
２ ω１犺（ ）（ ）２

１＋４狉·ｓｉｎ
２ ω２犺（ ）（ ）２

狌犻，犼． （１３）

　　由定理１，有｜狌犻，犼｜＝｜犌１（τ，狀）·狌

犻，犼｜≤｜狌


犻，犼｜≤１．由式（１２），有｜狌

狀＋１
｜＝｜犛Ａ狌


｜≤１．由于｜狌０｜≤

１，根据归纳假设，可得｜狌
狀
｜≤１，狀＝１，２，３，…，犖．

２．３　四阶紧致犃犇犐格式与极大值原理

为了提高格式（７）的犗（τ
２＋犺２）计算精度，引入如下四阶Ｐａｄé逼近格式，即


２狌（狓犻，狔犼，狋狀）

狔
２ ＝

δ
２
狔狌（狓犻，狔犼，狋狀）

１＋
犺２

１２

ｄ２

ｄ狔
２

＋犗（犺
４），　　


２狌（狓犻，狔犼，狋狀）

狓
２ ＝

δ
２
狓狌（狓犻，狔犼，狋狀）

１＋
犺２

１２

ｄ２

ｄ狓２

＋犗（犺
４）． （１４）
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　　令犔狓＝１＋
犺２

１２

ｄ２

ｄ狓２
，犔狔＝１＋

犺２

１２

ｄ２

ｄ狔
２
，则方程犛Ｂ 有如下ＣＮ格式，即

狌狀＋１犻，犼 －狌
狀
犻，犼

τ
＝
１

２

δ
２
狓

犔狓
狌狀＋１犻，犼 ＋

δ
２
狓

犔狓
狌狀犻，（ ）犼 ＋１２

δ
２
狔

犔狔
狌狀＋１犻，犼 ＋

δ
２
狔

犔狔
狌狀犻，（ ）犼 ． （１５）

　　将式（１５）两边同时乘上算子犔狓犔狔，再分别加上
τ
２

４
δ
２
狓δ

２
狔狌

狀＋１
犻，犼 和

τ
２

４
δ
２
狓δ

２
狔狌

狀
犻，犼，得到高阶紧ＡＤＩ格式为

犔狓－
τ
２
δ
２（ ）狓 犔狔－

τ
２
δ
２（ ）狔 狌狀＋１犻，犼 ＝ 犔狓＋

τ
２
δ
２（ ）狓 犔狔＋

τ
２
δ
２（ ）狔 狌狀犻，犼， （１６）

精度为犗（τ
２＋犺４）．

定理３　对任意的频率ω１，ω２ 和时间步长τ，差分格式（１６）是无条件稳定的．

证明：令狌狀犻，犼＝狏
狀（ω１，ω２）ｅｘｐ（ｉω１狓犻＋ｉω２狔犼），将其带入犔狔 算子中，有

犔狔狌
狀
犻，犼 ＝

狌狀犻，犼－１＋１０狌
狀
犻，犼＋狌

狀
犻，犼＋１

１２
＝ １－

１

３
ｓｉｎ２

ω２犺（ ）（ ）２
狌狀犻，犼． （１７）

同理，有犔狓狌
狀
犻，犼＝ １－

１

３
ｓｉｎ２

ω１犺（ ）（ ）２
狌狀犻，犼．

将式（８），（１７）带入式（１６）中，并令狉＝τ／（２犺
２），有

狏狀＋１ ＝

１－
１

３
ｓｉｎ２

ω１犺（ ）２ －４狉·ｓｉｎ
２ ω１犺（ ）（ ）２

１－
１

３
ｓｉｎ２

ω２犺（ ）２ －４狉·ｓｉｎ
２ ω２犺（ ）（ ）２

１－
１

３
ｓｉｎ２

ω１犺（ ）２ ＋４狉·ｓｉｎ
２ ω１犺（ ）（ ）２

１－
１

３
ｓｉｎ２

ω２犺（ ）２ ＋４狉·ｓｉｎ
２ ω２犺（ ）（ ）２

狏狀， （１８）

可得到增长因子

犌２（τ，狀）＝
１－

１

３
ｓｉｎ２

ω１犺（ ）２ －４狉·ｓｉｎ
２ ω１犺（ ）（ ）２

１－
１

３
ｓｉｎ２

ω２犺（ ）２ －４狉·ｓｉｎ
２ ω２犺（ ）（ ）２

１－
１

３
ｓｉｎ２

ω１犺（ ）２ ＋４狉·ｓｉｎ
２ ω１犺（ ）（ ）２

１－
１

３
ｓｉｎ２

ω２犺（ ）２ ＋４狉·ｓｉｎ
２ ω２犺（ ）（ ）２

． （１９）

　　当狉＞０，｜犌２（τ，狀）｜≤１．显然，差分格式（１６）无条件稳定．证明完毕．

因为犛Ａ 是精确求解，所以整个算子分裂格式都是稳定的．由式（５），（６）和（１６），可得到方法ＳⅡ，即

ＳⅡ：

狌 ＝
狌狀

ｅｘｐ（－狋／ε
２）＋（狌

狀）２（１－ｅｘｐ（－狋／ε
２

槡 ））
，

犔狓－
τ
２
δ
２（ ）狓 犔狔－

τ
２
δ
２（ ）狔 狌

＝ 犔狓＋
τ
２
δ
２（ ）狓 犔狔＋

τ
２
δ
２（ ）狔 狌，

狌狀＋１ ＝
狌

ｅｘｐ（－狋／ε
２）＋（狌）

２（１－ｅｘｐ（－狋／ε
２

槡 ））

烅

烄

烆
．

（２０）

　　定理４　如果初值满足｜狌０｜≤１，那么方法ＳⅡ的解满足｜狌
狀
｜≤１，狀＝１，２，３，…，犖．

证明：假设｜狌
狀
｜≤１，根据式（１２）可知｜狌｜≤１，令狏

狀＝狌犻，犼ｅｘｐ（－（ｉω１狓犻＋ｉω２狔犼）），将其带入方程

（１６）中，两边同乘以ｅｘｐ（ｉω１狓犻＋ｉω２狔犼），有

狌犻，犼 ＝

１－
１

３
ｓｉｎ２

ω１犺（ ）２ －４狉·ｓｉｎ
２ ω１犺（ ）（ ）２

１－
１

３
ｓｉｎ２

ω２犺（ ）２ －４狉·ｓｉｎ
２ ω２犺（ ）（ ）２

１－
１

３
ｓｉｎ２

ω１犺（ ）２ ＋４狉·ｓｉｎ
２ ω１犺（ ）（ ）２

１－
１

３
ｓｉｎ２

ω２犺（ ）２ ＋４狉·ｓｉｎ
２ ω２犺（ ）（ ）２

狌犻，犼． （２１）

　　由定理３可知，｜狌犻，犼｜＝｜犌２（τ，狀）·狌

犻，犼｜≤｜狌


犻，犼｜≤１．根据式（１２），有｜犛Ａ狌


｜≤１，即｜狌

狀＋１
｜≤１．又

因为｜狌０｜≤１，由归纳假设可知，对任意狀＝１，２，…，犖 有不等式｜狌
狀
｜≤１成立．证明完毕．

３　数值算例

３．１　算例一

由于没有真解，令犲狀犻，犼＝狌
狀
犻，犼－^狌

狀
犻，犼，其中，狌

狀
犻，犼表示狓，狔方向空间剖分均取犕 时，相应位置函数狌的

值；^狌狀犻，犼表示狓，狔方向空间剖分均取２犕 时，相应位置函数狌的值．定义方法ＳⅠ，ＳⅡ的最大误差Ｅｒｒ∞及

犔２ 误差Ｅｒｒ２ 分别为：Ｅｒｒ∞（τ，犺）＝ ｍａｘ
１≤犻≤犕，１≤犼≤犕

狘犲
狀
犻，犼狘，Ｅｒｒ２（τ，犺）＝犺 ∑

犕

犻，犼＝１

犲狀犻，犼槡
２．

５１４第３期　　　　　　　　　　　吴龙渊，等：求解二维Ａｌｌｅｎ?Ｃａｈｎ方程的两种ＡＤＩ格式
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假设Ｅｒｒ∞（τ，犺）＝犗（τ
狆＋犺狇），当τ取充分小值时，得到Ｅｒｒ∞（τ，犺）＝犮１犺

狇，且有

狇≈ｌｏｇ２
Ｅｒｒ∞（τ，２犺）

Ｅｒｒ∞（τ，犺（ ）） ≈ｌｏｇ２
Ｅｒｒ２（τ，２犺）

Ｅｒｒ２（τ，犺（ ）） ．

　　当犺取充分小值时，可得到Ｅｒｒ∞（τ，犺）＝犮２τ
狆，且有

狆≈ｌｏｇ２
Ｅｒｒ∞（２τ，犺）

Ｅｒｒ∞（τ，犺（ ）） ≈ｌｏｇ２
Ｅｒｒ２（２τ，犺）

Ｅｒｒ２（τ，犺（ ）） ．

　　狌０（狓，狔）＝０．５（ｓｉｎ（π·狓）＋ｓｉｎ（π·狔）），（狓，狔）∈（０，１）×（０，１），验证空间收敛阶，将时间剖分固定

犖＝２００００，根方法ＳⅠ，ＳⅡ的计算，ε＝０．１，犜＝１，犖＝２００００下的空间收敛阶，如表１所示．表１中：

Ｒａｔｅ为验证收敛阶．由表１可知：随着网格剖分变细，方法ＳⅠ和ＳⅡ的收敛率分别接近预期的二阶和

四阶精度；在保证相同空间误差的前提下，方法ＳⅡ所需的空间剖分要小于方法ＳⅠ所需的空间剖分．

表１　ε＝０．１，犜＝１，犖＝２００００下的空间收敛阶

Ｔａｂ．１　Ｓｐａｔｉａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｃｈｅｍｅｓ（ε＝０．１，犜＝１，犖＝２００００）

犖
ＳⅠ

Ｅｒｒ∞ Ｒａｔｅ Ｅｒｒ２ Ｒａｔｅ

ＳⅡ

Ｅｒｒ∞ Ｒａｔｅ Ｅｒｒ２ Ｒａｔｅ

２５０ ８．１８×１０－３ － ４．５７×１０－３ － ７．０９×１０－４ － ２．７９×１０－４ －

５００ １．９５×１０－３ ２．０７ １．０９×１０－３ ２．０７ ４．１３×１０－５ ４．１０ １．６５×１０－５ ４．０８

１０００ ４．８４×１０－４ ２．０１ ２．７１×１０－４ ２．０３ ２．５３×１０－６ ４．０３ １．０２×１０－６ ４．０２

２０００ １．２１×１０－４ ２．００ ６．７５×１０－５ ２．００ １．５８×１０－７ ４．０１ ６．３３×１０－８ ４．０１

４０００ ３．０３×１０－５ ２．００ １．６９×１０－５ ２．００ ９．８５×１０－９ ４．００ ３．９５×１０－９ ４．００

　　将空间剖分固定犕＝５０，分别根据方法ＳⅠ和方法ＳⅡ计算，ε＝０．１，犜＝１，犕＝５０下的时间收敛

阶，如表２所示．由表２可知：随着网格剖分变细，Ｅｒｒ∞及Ｅｒｒ２ 均减小，且收敛精度逐渐接近预期的二阶

精度；在相同情况下，两种格式的误差近似相等，符合预计情况．

表２　ε＝０．１，犜＝１，犕＝５０下的时间收敛阶

Ｔａｂ．２　Ｔｉｍｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｃｈｅｍｅｓ（ε＝０．１，犜＝１，犕＝５０）

犖
ＳⅠ

Ｅｒｒ∞ Ｒａｔｅ Ｅｒｒ２ Ｒａｔｅ

ＳⅡ

Ｅｒｒ∞ Ｒａｔｅ Ｅｒｒ２ Ｒａｔｅ

２５０ ９．５７×１０－１ － ３．４１×１０－１ － １．１２ － ４．０９×１０－１ －

５００ １．２１×１０－３ ９．６３ ４．８７×１０－４ ９．４５ １．２１×１０－３ ９．８５ ４．８７×１０－４ ９．７１

１０００ ３．０２×１０－４ ２．００ １．２２×１０－４ ２．００ ３．０３×１０－４ ２．００ １．２２×１０－４ ２．００

２０００ ７．５５×１０－５ ２．００ ３．０５×１０－５ ２．００ ７．５７×１０－５ ２．００ ３．０５×１０－５ ２．００

４０００ １．８９×１０－５ ２．００ ７．６２×１０－６ ２．００ １．８９×１０－５ ２．００ ７．６２×１０－６ ２．００

３．２　算例二

定义能量函数犈（狌）为

犈犺（狌狀）＝
犺２

４ε
２∑

犕

犻，犼＝０

［（狌狀犻，犼）
２
－１］

２
＋
犺２

２∑
犕

犼＝０
∑
犕－１

犻＝１

狌狀犻＋１，犼－狌
狀
犻－１，犼

２［ ］犺

２

＋
犺２

２∑
犕

犻＝０
∑
犕－１

犼＝１

狌狀犻，犼＋１－狌
狀
犻，犼－１

２［ ］犺

２

．

图１　能量随时间的变化

Ｆｉｇ．１　Ｅｎｅｒｇｙｖａｒｉａｔｉｏｎｗｉｔｈｔｉｍｅ

　　取定义域在（－１，１）×（－１，１）上的初值为

狌０（狓，狔）＝ （狓
２
－１）（狔

２
－１）（ｓｉｎ（π·狓）＋ｓｉｎ（π·狔）），

其相应的参数为ε＝０．０７，犜＝２．５，犖＝５００，犕＝１６，３２．

当方法ＳⅠ和方法ＳⅡ在空间剖分犕＝１６，３２时，量泛

函犈（狌）与时间狋的关系，如图１所示．图１中：ε＝０．０７，犜＝

２．５，犖＝５００．由图１可以知道：随着时间狋的增大，能量泛函

犈（狌）逐渐减少，并到达亚稳态，在短时间内随时间狋保持不

变，之后，能量泛函犈（狌）开始减小，并最终到达一个固定不

变值，即稳态．

当方法ＳⅠ和ＳⅡ取不同空间剖分时，狌（０．５，狔，狋）的数

值图像，如图２所示．由图２可知：对同一方法，随着犕 的增

大，图像越稳定，误差越小；对同一格式，随着犕 的增大，图像会越来越稳定，更早到达稳态；对不同格

式，在犕 相同的情况下，方法ＳⅡ要提前达到稳态．在犕 不同情况下，方法ＳⅡ，犕＝１６图像要比ＳⅠ，
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犕＝３２的图像提前达到稳态，说明在保证精度前提下，方法ＳⅡ所需的空间剖分更小，优于方法ＳⅠ．

（ａ）方法ＳⅠ，犕＝１６　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）方法ＳⅡ，犕＝１６

（ｃ）方法ＳⅠ，犕＝３２　　　　　　　　　　　　　　　（ｄ）方法ＳⅡ，犕＝３２

图２　狌（０．５，狔，狋）在不同方法，不同空间剖分下的数值图像

Ｆｉｇ．２　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ狌（０．５，狔，狋）ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｃｈｅｍｅｓａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｗａｙ

　　方程在狋不同处的数值图像，如图３～６所示．由图３～６及图１可知：当狋＝０．５时，数值解均处于亚

（ａ）狋＝０ｓ　　　　　　　　　　（ｂ）狋＝０．５ｓ　　　　　　　　　　（ｃ）狋＝２．０ｓ

图３　方法ＳⅠ在狋不同处的数值图像（犕＝１６）

Ｆｉｇ．３　ＮｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｓｃｈｅｍｅＳⅠａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅ（犕＝１６）

（ａ）狋＝０ｓ　　　　　　　　　　（ｂ）狋＝０．５ｓ　　　　　　　　　　（ｃ）狋＝２．０ｓ

图４　方法ＳⅡ在狋不同处的数值图像（犕＝１６）

Ｆｉｇ．４　ＮｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｓｃｈｅｍｅＳⅡａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅ（犕＝１６）
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（ａ）狋＝０ｓ　　　　　　　　　　（ｂ）狋＝０．５ｓ　　　　　　　　　　（ｃ）狋＝２．０ｓ

图５　方法ＳⅠ在狋不同处的数值图像（犕＝３２）

Ｆｉｇ．５　ＮｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｓｃｈｅｍｅＳⅠａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅ（犕＝３２）

（ａ）狋＝０ｓ　　　　　　　　　　（ｂ）狋＝０．５ｓ　　　　　　　　　　（ｃ）狋＝２．０ｓ

图６　方法ＳⅡ在狋不同处的数值图像（犕＝３２）

Ｆｉｇ．６　ＮｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｓｃｈｅｍｅＳⅡａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅ（犕＝３２）

稳态；狋＝２时，除方法ＳⅠ，犕＝１６的数值解未达到稳态，其他数值解均已达到稳态，这说明方法ＳⅠ需

要更细的空间剖分才能保证相应精度．因此，在实际计算时，应选择方法ＳⅡ处理问题减小计算机负担．

３．３　算例三

用方法犛Ⅱ进行计算，取定义域在（－１，１）×（－１，１）上的初值狌０（狓，狔）＝狌
１

０
（狓，狔）狌

２

０
（狓，狔），即有

狌１０（狓，狔）＝

ｔａｎｈ
３

ε
（（狓－０．５）

２
＋（狔－０．４）

２
－（０．２５）

２（ ）），　　狓＞０．３，

ｔａｎｈ
３

ε
（（狔－０．４）

２
－（０．１５）

２（ ）），　　－０．３≤狓≤０．３，

ｔａｎｈ
３

ε
（（狓＋０．５）

２
＋（狔－０．４）

２
－（０．２５）

２（ ）），　　狓＜－０．３
烅

烄

烆
．

狌２０（狓，狔）＝

ｔａｎｈ
３

ε
（狓２＋（狔－０．６）

２
－（０．２５）

２（ ）），　　狔＞０．４，

ｔａｎｈ
３

ε
（狓２－（０．１５）

２（ ）），　　－０．４≤狔≤０．４，

ｔａｎｈ
３

ε
（狓２＋（狔＋０．６）

２
－（０．２５）

２（ ）），　　狔＜－０．４
烅

烄

烆
．

图７　能量随时间变化图像

Ｆｉｇ．７　Ｅｎｅｒｇｙｖａｒｉａｔｉｏｎｗｉｔｈｔｉｍｅ

　　在ε分别取０．０７和０．１０时，能量随着时间的变化结果，

如图７～１０所示．

由图７可知：能量泛函犈（狌）满足能量的递减规律，且ε越

大，方程达到稳态所需的时间就越短，通过图８的结果进一步

说明了此现象．

对比图９，１０可以知道：当狋＝０．２时，ε＝０．０７的数值解仍

处于亚稳态；而当ε＝０．１０时，数值解已到达稳态．这进一步说

明ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程达到稳态所需的时间与ε成反比，与前面

的结论相符合．
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犺狋狋狆：∥狑狑狑．犺犱狓犫．犺狇狌．犲犱狌．犮狀

（ａ）ε＝０．０７　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）ε＝０．１０

图８　狌（０．５，狔，狋）的数值图像

Ｆｉｇ．８　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ狌（０．５，狔，狋）

（ａ）狋＝０ｓ　　　　　　　　　　（ｂ）狋＝０．１ｓ　　　　　　　　　　（ｃ）狋＝０．２ｓ

图９　方程在不同狋处的数值图像（ε＝０．０７）

Ｆｉｇ．９　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｅｑｕａｔｉｏｎｓａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔ狋（ε＝０．０７）

（ａ）狋＝０ｓ　　　　　　　　　　（ｂ）狋＝０．１ｓ　　　　　　　　　　（ｃ）狋＝０．２ｓ

图１０　方程在不同狋处的数值图像（ε＝０．１０）

Ｆｉｇ．１０　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｅｑｕａｔｉｏｎｓａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔ狋（ε＝０．１０）

４　结束语

采用二阶中心差分和四阶Ｐａｄé逼近，提出二维ＡｌｌｅｎＣａｈｎ方程的两种新的算子分裂格式，并给出

了稳定性和极大值原理的分析，数值实验结果与理论分析一致，方法ＳⅡ要优于方法ＳⅠ，且适用于不连

续初值的情况．
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