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　　　时变二次规划的高精度数值算法

李泽昕，徐凤，张孟玄，郭东生

（华侨大学 信息科学与工程学院，福建 厦门３６１０２１）

摘要：　提出一种用于求解时变二次规划问题的高精度数值算法．首先，给出求解时变二次规划问题的连续模

型；然后，采用新型泰勒差分公式将连续模型离散，得到具有高计算精度的数值算法；最后，通过理论分析和仿

真实验表明该数值算法的优越性和有效性，并将所提出的数值算法应用于一个五连杆机械臂的运动控制中．

研究结果表明：所提算法的计算稳态误差与采样间隔τ具有犗（τ４）的关系，该数值算法既可以有效地求解时

变二次规划问题，又能有效地应用于机械臂的运动控制．
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二次规划为许多学科和工程领域的发展做出了重要贡献［１?７］．近年来，如何有效求解时变二次规划

问题是一个研究热点．对于时变二次规划问题，许多学者设计了相应的求解方法
［６?１３］，如谢清等［９］展示

的数值算法，Ｚｈａｎｇ等
［１２］展示的原对偶神经网络模型，Ｚｈａｎｇ等

［１３］提出的新型神经网络模型．为了能够

在硬件系统（如数字电路）上实现连续时间计算模型，Ｌｉａｏ等
［８］给出基于欧拉差分公式［１４］和泰勒差分公
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式［１５］设计的数值算法，并表明前者具有犗（τ
２）的误差变化规律，后者具有犗（τ

３）的误差变化规律（τ为采

样间隔）．然而，本文给出一种新型的泰勒差分公式
［１６?１８］，并基于该公式的设计，开发出具有高计算精度

的数值算法，用于求解时变二次规划问题．通过理论分析和仿真实验验证所提数值算法的优越性和有效

性．考虑到机械臂的运动控制问题也可描述为时变二次规划问题
［８，１９?２１］，为体现该算法的应用前景，同

时，将该算法应用于一个五连杆机械臂中．

１　问题和算法描述

所研究的时变二次规划问题［８，１３］为

ｍｉｎ犳（狓（狋），狋）＝狓
Ｔ（狋）犙（狋）狓（狋）／２＋狆

Ｔ（狋）狓（狋），

ｓ．ｔ．犃（狋）狓（狋）＝犫（狋） ｝．
（１）

式（１）中：犙（狋）∈犚
狀×狀；犃（狋）∈犚

犿×狀（行满秩）；狆（狋）∈犚
狀 和犫（狋）∈犚

犿 分别为光滑时变的系数矩阵和向

量；狓（狋）∈犚
狀 是需要求解（１）而得到的未知向量．为保证狓（狋）的存在，仅考虑系数矩阵犙（狋）在时间狋∈

［０，＋∞）内是正定对称的情况．

在文献［１３］中，上述时变二次规划问题（１）的求解可转化为时变线性方程的求解，即

犆（狋）狔（狋）＋犱（狋）＝０． （２）

式（２）中：狔（狋）＝［狓
Ｔ（狋），犾Ｔ（狋）］Ｔ∈犚

狀＋犿，犾（狋）∈犚
犿 为拉格朗日乘子向量，系数矩阵犆（狋）和向量犱（狋）分别

定义为犆（狋）＝
犙（狋） 犃

Ｔ（狋）

犃（狋）
［ ］

０
∈犚

（狀＋犿）×（狀＋犿），犱（狋）＝
狆（狋）

－犫（狋
［ ］）∈犚狀＋犿．

为求解时变线性方程（２）及时变二次规划问题（１），文献［１３］给出的连续模型为

狔
·

（狋）＝－犆－
１（狋）犆

·

（狋）狔（狋）－犆
－１（狋）犱

·

（狋）－γ犆－
１（狋）（犆（狋）狔（狋）＋犱（狋））． （３）

式（３）中：狔
·

（狋）为状态向量狔（狋）的时间导数；犆
－１（狋）为矩阵犆（狋）的逆矩阵；设计参数γ＞０∈犚用来调节

模型的收敛率．对于模型（３），给定一个随机产生的初始状态，其状态向量狔（狋）会收敛到式（２）的理论解

中，而该解的前狀个元素将组成时变二次规划问题（１）的最优解
［１３］．

为了能够在硬件系统（如数字电路）上实现连续时间计算模型，采用欧拉差分公式［１４］对式（３）进行

离散，文献［８］给出的数值算法为

狔犽＋１ ＝狔犽－τ犆
－１
犽 犆

·

犽狔犽－τ犆
－１
犽 犱

·

犽－犺犆
－１
犽 （犆犽狔犽＋犱犽）． （４）

式（４）中：τ＞０∈犚为采样间隔；犺＝τγ＞０∈犚为步长；迭代次数犽＝０，１，２，…，且狔犽＝狔（狋犽＝犽τ），犆
－１
犽 ＝

犆－１（狋犽＝犽τ），犆
·

犽＝犆
·

（狋犽＝犽τ），犆犽＝犆（狋犽＝犽τ），犱犽＝犱（狋犽＝犽τ），犱
·

犽＝犱
·

（狋犽＝犽τ）．对于算法（４），固定犺的数

值不变，当τ的数值减小１０倍，其计算稳态误差可减小１００倍，即算法（４）的计算稳态误差具有犗（τ
２）的

变化规律［８］．

不同于欧拉差分公式，文献［８］进一步给出了一种泰勒差分公式
［１５］，并采用此差分公式进行离散公

式（３），从而得到的数值算法为

狔犽＋１ ＝１．５狔犽－狔犽－１＋０．５狔犽－２－τ犆
－１
犽 犆

·

犽狔犽－τ犆
－１
犽 犱

·

犽－犺犆
－１
犽 （犆犽狔犽＋犱犽）． （５）

　　对于算法（５），固定犺的数值不变，当τ的数值减小１０倍，其计算稳态误差可减小１０００倍，即算法

（５）的计算稳态误差具有犗（τ
３）的变化规律［６］．

２　高精度数值算法及其理论分析

基于一种新型泰勒差分公式［１６?１８］设计一个具有高计算精度的数值算法，用于求解时变二次规划问

题（１）．新型泰勒差分公式具体描述为

狔
·

犽 ≈ （２４狔犽＋１－５狔犽－１２狔犽－１－６狔犽－２－４狔犽－３＋３狔犽－４）／（４８τ）． （６）

　　对于差分公式（６），其具有犗（τ
３）的截断误差［１６１８］．采用该差分公式对模型（３）进行离散便可得到数

值算法，即
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狔犽＋１ ＝
５

２４
狔犽＋

１

２
狔犽－１＋

１

４
狔犽－２＋

１

６
狔犽－３－

１

８
狔犽－４－２τ犆

－１
犽 犆

·

犽狔犽－２τ犆
－１
犽 犱

·

犽－犺犆
－１
犽 （犆犽狔犽＋犱犽）．（７）

　　式（７）便是文中提出用以求解（１）的高精度数值算法．对于算法（７），其迭代计算需要５个初始值，即

狔０，狔１，狔２，狔３ 和狔４．结合算法（４），给定一个初始值狔０，其余的４个初始值通过如下公式计算，即

狔１ ＝狔０－τ犆
－１
０ 犆

·

０狔０－τ犆
－１
０ 犱

·

０－犺犆
－１
０ （犆０狔０＋犱０），

狔２ ＝狔１－τ犆
－１
１ 犆

·

１狔１－τ犆
－１
１ 犱

·

１－犺犆
－１
１ （犆１狔１＋犱１），

狔３ ＝狔２－τ犆
－１
２ 犆

·

２狔２－τ犆
－１
２ 犱

·

２－犺犆
－１
２ （犆２狔２＋犱２），

狔４ ＝狔３－τ犆
－１
３ 犆

·

３狔３－τ犆
－１
３ 犱

·

３－犺犆
－１
３ （犆３狔３＋犱３）

烅

烄

烆 ．

　　对于所提出的数值算法（７），可定义误差函数为

犲犽 ＝犆犽狔犽＋犱犽 ∈犚
狀＋犿．

　　显然，若犲犽＝０，则犆犽狔犽＋犱犽＝０，且狔犽 的前狀个元素（狓犽）组成时变二次规划问题（１）的最优解
［８］．因

此，经过一定次数的迭代计算后，数值算法（７）的计算误差‖犲犽‖２（‖·‖２ 为向量的二范数）将会变得

足够小，此时的状态向量狓犽＝狓（狋犽＝犽τ）即为问题（１）的最优解．如下的理论结果可进一步保证数值算法

（７）的计算性能．

命题１　所提出的数值算法（７）是一个以截断误差为犗（τ
４）的收敛方法．

证明：对于数值算法（７），其特征多项式为

ρ（θ）＝θ
５
－
５

２４
θ
４
－
１

２
θ
３
－
１

４
θ
２
－
１

６
θ＋

１

８
．

　　当求解ρ（θ）＝０时，有如下计算结果：θ１＝１，θ２＝０．３８３３，θ３＝－０．７６２７，θ４＝－０．２０６２＋０．６２０６犻，

θ５＝－０．２０６２－０．６２０６犻．

显然，有一个根在单位圆上，其余的根都在单位圆内．根据文献［２２］，数值算法（７）是零稳定的．考虑

泰勒差分公式（６），有

狔
·

犽 ＝ （２４狔犽＋１－５狔犽－１２狔犽－１－６狔犽－２－４狔犽－３＋３狔犽－４）／（４８τ）＋犗（τ
３）． （８）

　　基于上述分析，采用式（８）对模型（３）进行离散，可得

狔犽＋１ ＝
５

２４
狔犽＋

１

２
狔犽－１＋

１

４
狔犽－２＋

１

６
狔犽－３－

１

８
狔犽－４－

２τ犆
－１
犽 犆

·

犽狔犽－２τ犆
－１
犽 犱

·

犽－犺犆
－１
犽 （犆犽狔犽＋犱犽）＋犗（τ

４）．

　　去掉上式中的犗（τ
４），即为所提出的数值算法（７），这表明该算法具有４阶的一致性．

综上所述，数值算法（７）具有零稳定和一致性
［２２］．因此，所提出的数值算法（７）是一个收敛方法，且

其截断误差为犗（τ
４），证毕．

命题２　对于一个可求解的时变二次规划问题（１），所提数值算法（７）的计算稳态误差具有犗（τ
４）的

变化规律．

证明：由节１求解（１）可等价于时变线性方程（２）的求解．因此，定义狔犽 ∈犚
狀＋犿，且其满足犆犽狔


犽 ＋犱犽

＝０．由定理１的证明可得，当犽足够大时，有狔犽＝狔

犽 ＋犗（τ

４），进而可得

‖犲犽‖２ ＝‖犆犽狔犽＋犱犽‖２ ＝ ‖犆犽（狔

犽 ＋犗（τ

４））＋犱犽‖２ ＝

‖犆犽狔

犽 ＋犱犽＋犗（τ

４）‖２ ＝犗（τ
４）．

　　上式即为计算稳态误差ｌｉｍ
犽→∞
‖犲犽‖２＝犗（τ

４）．所提数值算法（７）对应的计算稳态误差具有犗（τ
４）的

变化规律，证毕．

３　数值实验验证

通过对比性的数值实验验证所提数值算法的优越性和有效性．对于时变二次规划问题（１），系数矩

阵和向量选择分别为
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犙（狋）＝
２ｓｉｎ狋＋４ ｃｏｓ狋

ｃｏｓ狋 ｓｉｎ狋＋
［ ］

２
∈犚

２×２，　　犃（狋）＝ ［ｃｏｓ３狋　ｓｉｎ３狋］∈犚
１×２，

狆（狋）＝ ［ｓｉｎ３狋　ｃｏｓ３狋］
Ｔ
∈犚

２，　　犫（狋）＝ｃｏｓ狋∈犚．

　　当τ＝０．０１和犺＝０．４时，采用所提出的数值算法（７）求解时变二次规划问题（１），其计算结果，如图

１所示．图１中：犽为迭代次数；狓犽 为不同迭代次数下的取值；‖犲犽‖２ 为计算误差．

　　 　（ａ）狓犽 的轨迹　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）计算误差的轨迹

图１　采用数值算法（７）求解时变二次规划问题（１）的实验结果（τ＝０．０１，犺＝０．４）

Ｆｉｇ．１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｕｓｉｎｇｎｕｍｅｒｉｃａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍ（７）ｆｏｒ

ｓｏｌｖｉｎｇｔｉｍｅｖａｒｙｉｎｇｑｕａｄｒａｔｉｃｐｒｏｇｒａｍ（１）（τ＝０．０１，犺＝０．４）

由图１（ａ）可知：从５个不同的初始状态出发，由数值算法计算得到的狓犽＝狓（狋犽＝犽τ）轨迹都收敛到

同一个时变轨迹．由图１（ｂ）可知：计算误差‖犲犽‖２＝‖犆犽狔犽＋犱犽‖２ 快速减小，并且维持在一个小的数

值范围内，其计算稳态误差的数量级为１０－３．这说明算法产生的狓犽 将会收敛到时变线性矩阵向量方程

（２）的理论解，也说明时变二次规划问题（１）的最优解．这些数值结果能很好地证明所提数值算法（７）的

有效性．

当τ＝０．００１和犺＝０．４时，采用所提出的数值算法（７）求解时变二次规划问题（１），其计算结果如图

２所示．

　　 　（ａ）狓犽 的轨迹　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）计算误差的轨迹

图２　采用数值算法（７）求解时变二次规划问题（１）的实验结果（τ＝０．００１，犺＝０．４）

Ｆｉｇ．２　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｕｓｉｎｇｎｕｍｅｒｉｃａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍ（７）ｆｏｒ

ｓｏｌｖｉｎｇｔｉｍｅｖａｒｙｉｎｇｑｕａｄｒａｔｉｃｐｒｏｇｒａｍ（１）（τ＝０．００１，犺＝０．４）

由图２（ａ）可知：由数值算法计算得到的狓犽 轨迹都收敛到同一个轨迹．由图２（ｂ）可知：算法的计算

误差快速减小并维持在一个更小的数值范围内，且其计算稳态误差数量级为１０－７．显然，这些数值结果

再次表明所提数值算法（７）能有效地求解时变二次规划问题（１）．值得指出的是，对比图１（ｂ），２（ｂ）可

知：当τ的数值减小（从０．０１到０．００１）时，算法的计算稳态误差也随之减小（从１０
－３到１０－７）．因此，所

提数值算法的计算性能可以通过减小τ得到有效提高．

采用不同数值的犺和τ对数值算法（４），（５）和（７）进行对比性的数值实验，结果如表１所示．表１

中：犲（狋）为稳态误差．

由表１可知：固定τ的数值不变，采用不同的犺，３种数值算法的计算性能都会有所不同，即相应的
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计算稳态误差有所差异；而通过适当增加犺的数值，算法的计算性能均可得到一定的提高．特别地，固定

犺的数值不变，当τ的数值减小１０倍，有如下３种情况．

表１　不同的犺和τ值下，采用数值算法（４），（５）和（７）求解时变二次规划问题（１）的计算稳态误差

Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｒｅｓｉｄｕａｌｅｒｒｏｒｓｏｆｕｓｉｎｇｎｕｍｅｒｉｃａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ（４），（５）ａｎｄ（７）ｕｎｄｅｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆ犺ａｎｄτｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇｔｉｍｅｖａｒｙｉｎｇｑｕａｄｒａｔｉｃｐｒｏｇｒａｍ（１）

算法 犺
犲（狋）

τ＝０．０１ τ＝０．００１ τ＝０．０００１
变化规律

数值算法（４）

０．２ ５．００５×１０－２ ５．７８７×１０－４ ４．０１９×１０－６

０．３ ３．６８７×１０－２ ４．０１５×１０－４ ４．００３×１０－６

０．４ ２．７３３×１０－２ ２．６９４×１０－４ ３．０１４×１０－６

０．５ ２．３８３×１０－２ ２．２９４×１０－４ ２．４１１×１０－６

０．６ ２．０１７×１０－２ １．９５１×１０－４ １．８９０×１０－６

犗（τ２）

数值算法（５）

０．２ １．５７０×１０－２ ２．０１９×１０－５ ２．１２２×１０－８

０．３ １．１８８×１０－２ １．４４１×１０－５ １．４４６×１０－８

０．４ ９．０３７×１０－３ １．０５２×１０－５ １．０３９×１０－８

０．５ ７．９９７×１０－３ ８．０３７×１０－６ ７．５４２×１０－９

０．６ ６．８２１×１０－３ ６．８３６×１０－６ ６．９１８×１０－９

犗（τ３）

数值算法（７）

０．２ １．９０２×１０－３ ４．６２１×１０－７ ３．４１７×１０－１１

０．３ １．６３１×１０－３ ３．０８０×１０－７ ４．７０２×１０－１１

０．４ １．３６３×１０－３ ２．７１６×１０－７ ２．７１４×１０－１１

０．５ １．２６３×１０－３ １．９１３×１０－７ １．９９７×１０－１１

０．６ １．１０４×１０－３ １．７５３×１０－７ １．７７２×１０－１１

犗（τ４）

　　１）算法（４）的计算稳态误差可减小１００倍，即其计算稳态误差具有犗（τ
２）的变化规律［６］．

２）算法（５）的计算稳态误差可减小１０００倍，即其计算稳态误差具有犗（τ
３）的变化规律［６］．

３）算法（７）的计算稳态误差可减小１００００倍，即其计算稳态误差具有犗（τ
４）的变化规律．

显然，对比算法（４），（５），通过减小τ的数值，所提算法（７）的计算性能可以得到更为有效的提高．并

且，在相同的犺和τ的条件下，算法（７）的计算精度均优于另外两种算法的计算精度．总的来说，上述对

比性实验结果很好地表明所提数值算法的优越性和有效性．

４　机械臂应用研究

机械臂的运动控制是近年来的研究热点之一［８，１５，１９?２１，２３］．基于节２，３的理论分析和数值实验，将所

提数值算法（７）应用于机械臂的运动控制中，以体现其应用前景．

一般而言，机械臂的运动控制问题可描述为，给定机械臂末端执行器的运动轨迹狉ｄ（狋）∈犚
犿，如何

有效地求解得到机械臂的关节角度向量θ（狋）∈犚
狀．已有的研究成果

［８，１９?２１］表明，可通过求解如下的二次

规划问题以实现机械臂运动控制的目的．即

ｍｉｎθ
·
Ｔ（狋）θ

·

（狋）／２＋４（θ（狋）－θ（０））
Ｔ
θ
·

（狋），

ｓ．ｔ．犑（θ（狋））θ
·

（狋）＝狉
·

ｄ（狋）
烍
烌

烎．

（９）

式（９）中：θ
·

（狋）为关节速度向量；θ（０）为关节角度初始值；犑（θ（狋））∈犚
犿×狀为机械臂的雅克比矩阵；狉

·

ｄ（狋）

为狉ｄ（狋）的时间导数．对于上述时变二次规划问题（９），可利用所提出的数值算法（７）进行求解，从而实现

对机械臂的运动控制．

通过基于五连杆机械臂的仿真结果表明算法（７）的有效性和应用性，五连杆机械臂的几何结构对应

的雅克比矩阵［１５］描述为

犑＝
－犾１狊１－犾２狊２－犾３狊３－犾４狊４－犾５狊５，－犾２狊２－犾３狊３－犾４狊４－

犾１犮１＋犾２犮２＋犾３犮３＋犾４犮４＋犾５犮５，犾２犮２＋犾３犮３＋犾４犮４
［

＋

　　
犾５狊５，－犾３狊３－犾４狊４－犾５狊５，－犾４狊４－犾５狊５，－犾５狊５

犾５犮５，犾３犮３＋犾４犮４＋犾５犮５，犾４犮４＋犾５犮５，犾５犮
］

５

．
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上式中：狊犻＝ｓｉｎ∑
犻

犼＝１

θ犼；犮犻＝ｃｏｓ∑
犻

犼＝１

θ犼；犾犻为 机械臂连杆的长度．

基于这样的机械臂完成不同的轨迹跟踪任务，对所提出的数值算法（７）进行计算机模拟仿真．仿真

中，机械臂各连杆的长度均设置为１ｍ，机械臂各关节角度的初始值均设置为１５°，相应的结果如图３，４

所示．图３，４中：狓，狔分别表示水平面的垂直和水平方向；犈为机械臂末端执行器的跟踪误差．

　（ａ）机械臂运动轨迹　　　　　　 　　　　　　　　　（ｂ）跟踪误差的轨迹

图３　采用数值算法（７）使五连杆机械臂完成圆形轨迹跟踪的仿真结果（τ＝０．０１，犺＝０．４）

Ｆｉｇ．３　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｕｓｉｎｇｎｕｍｅｒｉｃａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍ（７）ｆｏｒｆｉｖｅｌｉｎｋｒｏｂｏｔ

ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｔｒａｃｋｉｎｇｃｉｒｃｕｌａｒｐａｔｈ（τ＝０．０１，犺＝０．４）

　 （ａ）机械臂运动轨迹　　　　　　 　　　　　　　　　（ｂ）跟踪误差的轨迹

图４　采用数值算法（７）使五连杆机械臂完成三尖瓣图形轨迹跟踪的仿真结果（τ＝０．０１，犺＝０．４）

Ｆｉｇ．４　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｕｓｉｎｇｎｕｍｅｒｉｃａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍ（７）ｆｏｒｆｉｖｅｌｉｎｋｒｏｂｏｔ

ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｔｒａｃｋｉｎｇｔｒｉｃｕｓｐｉｄｐａｔｈ（τ＝０．０１，犺＝０．４）

由图３，４可知：五连杆机械臂的末端执行器能很好地完成给定轨迹（即圆形和三尖瓣图形）的跟踪

任务，且相应的跟踪误差都比较小（在１０－４的数量级）．由此可知，这些仿真结果表明了所提数值算法

（７）能有效地应用于机械臂的运动控制．

５　结束语

结合新型泰勒差分公式推导得到一种具有高计算精度的数值算法（７），以求解时变二次规划问题

（１）．理论分析和对比性数值实验证明算法（７）的优越性和有效性．理论分析和实验结果均表明算法（７）

的计算稳态误差与采样间隔τ具有犗（τ
４）的关系，且该算法可以有效地求解时变二次规划问题（１）．基

于五连杆机械臂的仿真结果，可进一步验证所提数值算法（７）的应用前景．
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