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摘要：　采用数学工具，在不忽略任何高阶微量的基础上，修改原有近似的挠曲线方程，推导出更精确、更符合

实际的方程式．通过有限元法验证该方程的可靠性，结果表明：传统的计算方法误差较大，且误差随着梁的跨

度、横截面、荷载大小、抗弯刚度变化而变化；文中方法得到的误差较小．
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结构设计最主要的原则是安全性，结构的安全性由其组成的各个构件（如梁、柱）体现，构件的安全

主要包括强度和刚度［１?２］．设计者往往会重视强度的设计，而对刚度的关注度不足．传统的刚度公式是在

忽略一些因素基础上得到的近似公式，因此，国内学者做了一些改进研究．刘明超等
［３］推导了拉氏变换

求解梁的挠曲线方程；李自林［４］推导了用积分法求变截面梁的挠曲线方程；何斌等［５］用直接定义法推导

梁的挠曲线微分方程．这些新方程在某种程度上提高了计算精度，但也存在忽略一些高阶微量的情

况［６?８］．基于此，本文在不忽略任何高阶微量的基础上，对梁的挠曲线方程进行精确推导．

１　梁刚度设计的理论基础

刚度设计主要考虑挠度和转角两部分．传统力学教材中给出了受弯构件挠曲线方程式
［９?１１］，即

犳″（狓）＝－犕（狓）／（犈犐Ｚ）． （１）
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式（１）中：犳（狓）为挠曲线方程；犕（狓）弯矩；犈为弹性模量；犐Ｚ 为惯性矩．

积分一次，得转角方程［１２］为

犈犐Ｚθ＝犈犐Ｚ犳（狓）′＝∫－犕（狓）ｄ狓＋犆． （２）

式（２）中：θ为转角，犆为常数项．

在式（２）的基础上，再积分一次，得挠度方程
［１３?１４］为

犈犐Ｚ犳（狓）＝－犕（狓）ｄ狓ｄ狓＋犆狓＋犇． （３）

式（３）中：犇为常数项．

传统方法在推导转角方程和挠度方程时忽略了很多因素［１５?１６］，这种近似虽然可以满足工程精度的

要求［１７?１８］，但仍有必要对最接近真实情况的方程进行研究．

２　精确推导过程

悬臂梁受弯变形示意图，如图１所示．由图１可知：一矩形截面悬臂梁犃犅左端为固定端约束，右端

悬挑；右端受一个垂直向下的荷载犉作用；水平向右为犡轴正向，垂直向下为犢 轴正向．为了说明问题，

任取一个形心为犆的截面，在外荷载作用下，梁的挠曲线如图１虚线所示，犆从原来位置移动到犆′位

图１　悬臂梁受弯变形示意图

Ｆｉｇ．１　Ｂｅｎｄｉｎｇｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍ

置，截面转过的角度为θ，挠度为狔．

挠曲线是狓的函数，可以写成狔＝犳（狓）．由几何关系及

导数定义可知，犳′（狓）＝ｔａｎθ或θ＝ａｒｃｔａｎ犳′（狓）．又知曲率

１

ρ
与抗弯刚度及弯矩犕 的关系，则有

１

ρ
＝
犕
犈犐Ｚ

． （４）

式（４）中：ρ为曲率半径．

在非纯弯曲情况下，弯矩和曲率随狓的变化而变化，因

此，弯矩和曲率都是狓的函数，式（４）可以写成一般函数表达式，即

１

ρ（狓）
＝
犕（狓）

犈犐Ｚ
． （５）

　　从几何上考虑，曲线上任一点的曲率公式为

１

ρ（狓）
＝±

犳″（狓）

［１＋犳′
２（狓）］

３
２

． （６）

　　对犳′（狓）＝ｔａｎθ左右两次各求一次导，可得犳″（狓）＝ｓｅｃ
２
θ．将其代入式（６），并考虑式（５），有

１

ρ（狓）
＝±

ｓｅｃ２θ

（１＋ｔａｎ
２
θ）

３
２

＝±
犕（狓）

犈犐Ｚ
． （７）

　　因为１＋ｔａｎ
２
θ＝ｓｅｃ

２
θ，故式（７）可以简化为

１

ｓｅｃθ
＝±

犕（狓）

犈犐Ｚ
． （８）

即ｃｏｓθ＝±
犕（狓）

犈犐Ｚ
．对犳′（狓）＝ｔａｎθ进行积分，可得犳（狓）＝∫ｔａｎθｄθ．经过数学变换，式（８）等价于

犳（狓）＝－∫
１

ｃｏｓθ
ｄｃｏｓθ． （９）

　　积分的结果为

犳（狓）＝－ｌｎｃｏｓθ＋犆． （１０）

　　把ｃｏｓθ＝±
犕（狓）

犈犐Ｚ
代入式（１０），可得

犳（狓）＝－ｌｎ ±
犕（狓）

犈犐［ ］
Ｚ
＋犆． （１１）
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式（１１）中：当弯矩犕（狓）为负值时，正负号取负号；当犕（狓）为正值时，取正号．

式（１１）就是精确的挠曲线方程表达式，结合几何关系和导数定义可以求出转角，把狓位置代入式

（１１）就可以求出任意位置的挠度．式（１１）相对于传统求转角和挠度的式（２），（３）而言，不仅仅去掉了双

重积分，成功地简化了公式，而且推导过程中没有忽略高阶微量项，故结果更接近真实情况．

３　有限元分析

为了进一步验证方程的可靠性，采用有限元方法对传统公式和文中公式进行对比分析．

利用有限元软件ＡＮＳＹＳ建立有限元模型，如图２所示．边界条件为模型左侧完全约束，右侧杆状

结构可看作一个悬臂梁．为了便于阐述，以期达到较大变形，采用矩形截面钢梁进行对比分析．悬臂梁的

几何及物理力学参数如下：梁宽犫为０．３ｍ；梁宽犺为０．６ｍ；弹性模量犈为２１０ＧＰａ；泊松比υ为０．３；

梁长犔为６ｍ；计算得到的惯性矩犐Ｚ为０．００５４ｍ
４；右端垂直轴线集中荷载犉为１０００ｋＮ．梁最右端受

到一个垂直梁轴线的集中荷载．

选择轴对称矩形悬臂梁，为了节省计算资源，采用二维模型进行计算．程序中，对适合梁的Ｂｅａｍ３

单元进行模拟，并定义了相关实常数，划分网格后加载求解．梁变形后的位移图，如图３所示．关键各节

点运动矢量图，如图４所示．该梁的弯矩图，如图５所示．有限元计算的各节点挠度值，如表１所示．

图２　悬臂梁有限元模型 图３　梁变形后位移图

Ｆｉｇ．２　Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌｏｆｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍ Ｆｉｇ．３　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｆｔｅｒｂｅａｍｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ

图４　关键各节点运动矢量图 图５　梁的弯矩图　　

Ｆｉｇ．４　Ｍｏｔｉｏｎｖｅｃｔｏｒｄｉａｇｒａｍｏｆｋｅｙｎｏｄｅｓ Ｆｉｇ．５　Ｂｅａｍｂｅｎｄｉｎｇｍｏｍｅｎｔｄｉａｇｒａｍ

表１　有限元计算的各节点挠度值

Ｔａｂ．１　Ｅａｃｈｎｏｄｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｖａｌｕｅｂｙｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

节点号 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７

挠度／ｍ ０ ０．６６６６７ ０．６７５１５×１０－２ ０．２６２３５×１０－１ ０．５７２９２×１０－１ ０．９８７６５×１０－１ ０．１４９５０

节点号 ８ ９ １０ １１ １２ １３

挠度／ｍ ０．２０８３３ ０．２７４１１ ０．３４５６８ ０．４２１８８ ０．５０１５４ ０．５８３５３

　　由图３，４和表１可知：最大挠度发生在节点编号为２的位置，最大挠度为０．６６６６７ｍ．由图５可知：

最大弯矩为６０００ｋＮ·ｍ，发生在１节点位置，这个结果和理论计算结果完全一致，足以说明有限元计

算的可靠性．采用传统方法，利用式（３）计算各个节点的挠度，最大误差接近１０％，且误差随着狓的变化

而变化；而采用文中方法，利用式（１１）计算的结果和有限元计算结果非常接近，最大误差不到３％，最小

误差不到１％．为节省篇幅，具体计算过程不再赘述．
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上述分析以悬臂梁为例，其他形式的梁经文中方法计算后，发现都与悬臂梁呈现一样的规律，且当

梁的跨度越大、横截面积越小、抗弯刚度越小时，传统计算方法的误差越大．

４　结论

１）经过精确推导，得到了挠曲线计算公式，该公式计算不需要计算二重积分，外形简单，便于计算．

２）通过有限元方法和室内实验分别验证了传统公式和文中公式的精确度，发现利用文中公式计算

出的结果精确度高，误差较小．

３）梁在弯曲变形过程中，严格从数学角度上分析，轴向（对于梁来说一般指水平方向）也会有一定

微小的变形，该部分研究将会在后续继续开展．
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