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　　　应用犇犌方法的新型局部变差间断监测器（英文）
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摘要：　受到总变差有界（ＴＶＢ）方法中总变差概念的启示，提出适用于间断伽辽金（ＤＧ）方法的局部变差概念．在

此基础上，对Ｓｏｂｌｅｖ空间中的误差估计进行严格的界定，建立一种能够准确甄别激波与接触间断等间断位置的新

型识别器．研究结果表明：与有限体积方法中的间断监测器相比，该新型识别器完全基于单元局部，不需要依靠相

邻单元的任何信息，具有典型的有限元方法的固有属性，更容易在算法上实现．通过典型的数值算例对该识别器进

行验证，结果表明：该识别器非常出色地实现对间断位置的识别，可用于间断元方法的间断位置监测．

关键词：　间断监测器；间断伽辽金方法；局部变差；盖根鲍尔重构；欧拉方程
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ｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｔｈｅｒｅｆｏｒｅａｎｅｗｉｎｄｉｃａｔｏｒｏｆｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｉｅｓｆｏｒＤＧｍｅｔｈｏｄｉｓｐｒｅｓｅｎｔｅｄｂａｓｅｄｏｎｌｏｃａｌｖａｒｉ

ａｔｉｏｎｒｅｆｅｒｒｉｎｇｔｏｔｈｅｃｏｎｃｅｐｔｓｏｆＴＶＢｍｅｔｈｏｄ．Ｔｏｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｆｒｏｍｔｈｅａｂｏｖｅｄｅｔｅｃｔｏｒｓ，ｗｅｃａｌｌｉｔａｎ

ｉｎｄｉｃａｔｏｒｆｏｒａｍｕｃｈｓｈａｒｐｅｒｃａｐｔｕｒｅｃａｐａｂｉｌｉｔｙｆｏｒｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｉｅｓ．

１　犇犻狊犮狅狀狋犻狀狌狅狌狊犌犪犾犲狉犽犻狀犕犲狋犺狅犱

Ｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗｓｏｆｔｈｅｆｏｒｍ狇狋＋犳狓（狇）＝０，狇＝狇
０，狇＝狇

犫．狇ｉｓｔｈｅｃｏｎ

ｓｅｒｖａｔｉｖｅｖａｒｉａｂｌｅ，ａｎｄ犳ｉｓｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｆｌｕｘ．狓ｉｓｔｈｅＣａｒｔｅｓｉａｎｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｉｎｐｈｙｓｉｃａｌｄｏｍａｉｎ

Ω．Ｔｈｅｓｕｐｅｒｓｃｒｉｐｔ０ａｎｄ犫ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｉｎｉｔｉａｌａｎｄｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｂｙａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｎｇ

ｔｈｅｄｏｍａｉｎΩ ｗｉｔｈａｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎｏｆｇｅｏｍｅｔｒｙｃｏｎｆｏｒｍｉｎｇｅｌｅｍｅｎｔｓΩ犽ａｓΩ ≈ ∑
犓

犽＝１

Ω犽，ｗｈｅｒｅ犓ｉｓｔｈｅ

ｎｕｍｂｅｒｏｆｅｌｅｍｅｎｔｓ．Ｔｈｅｎｅｘｐｒｅｓｓｔｈｅｌｏｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｎａｎｅｌｅｍｅｎｔｉｎｔｈｅｎｏｄａｌｆｏｒｍｔｈｒｏｕｇｈｔｈｅａｓ

ｓｏｃｉａｔｅｄＬａｇｒａｎｇｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ犾犼（狓），ａｓ狓 ∈Ω犽：狇犽 ＝ ∑

狀
ｐ

犻＝１

狇犽（狓犻）犾犻（狓）．Ｗｈｅｒｅ狀ｐｉｓｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆ

ｎｏｄｅｓ．Ａｓｓｕｍｅ犖ｉｓｔｈｅｔｏｐｄｅｇｒｅｅｏｆｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ，ａｓ狀ｐ＝（犖＋犱，犖）．

ＩｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｔｈｅｓｙｓｔｅｍｏｖｅｒΩ犽，ｐｒｅｆｅｒｒｉｎｇｔｈｅｓｐａｃｅｏｆｗｅｉｇｈｔｅｄｏｒｔｅｓｔｆｕｎｃｔｉｏｎｓｔｏｂｅｔｈｅｓａｍｅ

ｗｉｔｈｔｈｅｂａｓｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓ，ｗｅｆｏｒｍｔｈｅＧａｌｅｒｋｉｎｆｏｒｍｕｌａ．Ｂｙｐｅｒｆｏｒｍｉｎｇｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｂｙｐａｒｔｓ，ｏｒｕｓｉｎｇ

ｔｈｅｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅｔｈｅｏｒｅｍｔｗｉｃｅ，ｗｅｏｂｔａｉｎ

（犾犼，狇狋）Ω犽 ＋（犾犼，犳狓）Ω犽 ＋〈犾犼，（犳

狀 －犳狀）〉Ω犽 ＝０，

ａｓｔｈｅｓｔｒｏｎｇｆｏｒｍｏｆＤＧｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ．（·）ａｎｄ〈·〉ｄｅｎｏｔｅｔｈｅｖｏｌｕｍｅａｎｄｓｕｒｆａｃｅｉｎｎｅｒｐｒｏｄｕｃｔｓ

ｉｎ犔２ｓｐａｃｅｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｔｈｅｓｕｐｅｒｓｃｒｉｐｔ“”ｉｎｄｉｃａｔｅｓｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｆｌｕｘｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｂｙｔｈｅｅｘａｃｔＲｉ

ｅｍａｎｎｓｏｌｖｅｒｏｒａｎａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅＲｉｅｍａｎｎｓｏｌｖｅｒ．犳狀＝犳·狀ｉｓｔｈｅｏｕｔｗａｒｄｎｏｒｍａｌｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆｔｈｅ

ｆｌｕｘａｔｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙ．Ｔｈｏｕｇｈｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇｒｅｍａｒｋａｂｌｅａｌｉａｓｉｎｇｅｒｒｏｒｓ，ｗｅｐｒｅｆｅｒａｎｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｏｆ犳

１２５第４期　　　　 ＨＵＡＮＧＲｉｘｉｎ，犲狋犪犾：ＮｅｗＤｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙＩｎｄｉｃａｔｏｒｆｏｒＤＧＭｅｔｈｏｄＵｓｉｎｇＬｏｃａｌＶａｒｉａｔｉｏｎ
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ｉｎｔｈｅｓａｍｅｍａｎｎｅｒａｓ狇．Ｔｈｅｎｄｅｆｉｎｅｔｈｅｍａｓｓｍａｔｒｉｘａｎｄｔｈｅｓｔｉｆｆｍａｔｒｉｘｏｆｔｈｅｆｏｒｍａｒｅ犕犻，犼＝（犾犻，

犾犼），犛犻，犼＝（犾犻，犾犼，狓）．

Ｎｏｔｅｔｈａｔ，ｔｈｅｍｏｄａｌｆｏｒｍｏｆｔｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｉｓｕｔｉｌｉｚｅｄｔｏｅａｓｅｔｈｅｃｏｍｐｕｔａ

ｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｓｅｍａｔｒｉｃｅｓｄｕｒｉｎｇｆｕｒｔｈｅｒｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎｓ，ａｎｄｔｈｅｎａｆｔｅｒｓｅｖｅｒａｌｍａｎｉｐｕｌａｔｉｏｎｓｏｆｍａｔｒｉｘ

ａｎｄｖｅｃｔｏｒ，ｗｅｆｉｎａｌｌｙｇｅｔｔｈｅｓｅｍｉ?ｄｉｓｃｒｅｔｅｆｏｒｍｉｓ
ｄ狇
ｄ狋
＝犚（狇）．

ＡｆｏｕｒｔｈｏｒｄｅｒｅｘｐｌｉｃｉｔＳＳＰ?ＲＫｍｅｔｈｏｄ
［１１１２］ｉｓｕｓｅｄｈｅｒｅｆｏｒｔｉｍｅｍａｒｃｈｉｎｇ．

２　犐狀犱犻犮犪狋狅狉

Ｆｏｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｐｒｏｂｌｅｍｓｗｉｔｈｓｍｏｏｔｈｓｏｌｕｔｉｏｎｓ，ｔｈｅＤＧ ｍｅｔｈｏｄｈａｓｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｒｒｏｒｅｓｔｉ

ｍａｔｅｓ
［１３］，ａｓ‖狇－狇犺‖０，１≤犆犺

犖＋１
｜狌｜犖＋１，１． Ｗｈｅｒｅａｒｅｇｕｌａｒｇｒｉｄ，犺＝ｍａｘ（犺犽），ｉｓｕｓｅｄ．狇ａｎｄ狇犺ａｒｅ

ｅｘａｃｔａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．犆ｉｓａｃｏｎｓｔａｎｔｄｅｐｅｎｄｉｎｇｏｎ狇，犖，ａｎｄｔｉｍｅ，ｂｕｔｎｏｔｏｎ

犺．ＡｌｌｅｒｒｏｒｓａｒｅｍｅａｓｕｒｅｄｉｎＳｏｂｌｅｖ′ｓｓｐａｃｅ．Ｗｈｅｎｗｒｉｔｔｅｎｌｏｃａｌｌｙ，ｔｈｅｅｒｒｏｒｅｓｔｉｍａｔｅｓｏｆａｌｏｃａｌｅｌｅ

ｍｅｎｔｗｉｔｈｓｍｏｏｔｈｓｏｌｕｔｉｏｎｓｍｕｓｔｂｅｂｏｕｎｄｅｄｉｎｔｈｅｓａｍｅｍａｎｎｅｒａｓｔｈｅａｂｏｖｅｅｑｕａｔｉｏｎ．ＦｏｒＤＧ

ｍｅｔｈｏｄ，ｄｅｆｉｎｅｌｏｃａｌｖａｒｉａｔｉｏｎｆｏｒａｎｅｌｅｍｅｎｔａｓＬＶ＝‖狇犺－珔狇‖０，１，ｔｈｅｎｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ

ｅｒｒｏｒｂｏｕｎｄｓ

ＬＶ≤ ‖狇犺－狇‖０，１＋‖狇－珔狇‖０，１ ≤犆犺狘狇狘１，１＋犗（犺
犖＋１）， （１）

ａｎｄｆｉｎａｌｌｙｗｅｈａｖｅ

ＬＶ

狘狌犺狘１，１
≤
犆犺狘狌狘１，１＋犗（犺

犖＋１）

狘狌狘１，１
～犆犺． （２）

Ｎｏｗ，ｗｅｄｅｆｉｎｅｔｈｅｉｎｄｉｃａｔｏｒａｓ
ＬＶ

｜狌犺｜１，１犺
．

Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈｅｃｕｒｒｅｎｔｅｌｅｍｅｎｔｃｏｎｔａｉｎｓａｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ，ｔｈｅａｂｏｖｅｅｒｒｏｒｅｓｔｉｍａｔｅｓａｒｅｎｏｔｈｅｌｄａｎｄ

ａｎａｂｒｕｐｔｉｎｃｒｅａｓｅｏｆＬＶｃａｎｂｅｏｂｓｅｒｖｅｄｄｕｅｔｏｔｈｅａｌｉａｓｉｎｇ?ｄｒｉｖｅｎｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ．Ｉｎｐｒａｃｔｉｃａｌｕｓｅｓ，ａ

ｐｒｏｂｌｅｍｄｅｐｅｎｄｅｎｔｔｈｒｅｓｈｏｌｄｖａｌｕｅｗｉｌｌｂｅｇｉｖｅｎ，ａｎｄｂｅｙｏｎｄｔｈｉｓｖａｌｕｅｔｈｅｃｕｒｒｅｎｔｃｅｌｌｉｓｉｎｄｉｃａｔｅｄａｓ

ａｔｒｏｕｂｌｅｃｅｌｌ．

３　犌犲犵犲狀犫犪狌犲狉犚犲犮狅狀狊狋狉狌犮狋犻狅狀

ＡＧｅｇｅｎｂａｕｅｒｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ（ＧＲ）ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｉｓｕｓｅｄｈｅｒｅｔｏｗｉｐｅｏｆｆｔｈｅｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｓ，ｓｅｅｍｏｒｅ

ｄｅｔａｉｌｓｉｎｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ［１４１５］．Ｆｏｒｔｈｅｇｉｖｅｎｎｕｍｂｅｒｏｆ犿ａｎｄλ，ｔｈｅＧＲｐｒｏｃｅｄｕｒｅｉｓｉｍｐｌｅｍｅｎｔｅｄｉｎ

ｅａｃｈｉｎｔｅｒｖａｌｓｃｏｎｓｉｓｔｓｏｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｗｏｓｔｅｐｓ．

犛狋犲狆１　ＣｏｍｐｕｔｅｔｈｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆＧｅｇｅｎｂａｕｅｒｅｘｐａｎｓｉｏｎｆｏｒ狇（狓），ａｓ

犵^
λ
犽 ＝

１

犺λ犽∫
１

－１

（１－狓
２）λ－

１
２狇（狓）犆λ犽（狓）ｄ狓． （３）

　　Ｗｈｅｒｅ犆
λ
犽（狓）ａｒｅｔｈｅＧｅｇｅｎｂａｕｅｒｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ，ａｎｄｓａｔｉｓｆｙｔｈｅｒｅｃｕｒｒｅｎｃｅｒｅｌａｔｉｏｎ

犆λ犽（狓）＝
２（λ＋犽－１）

犽
狓犆λ犽－１（狓）－

２λ＋犽－２
犽

犆λ犽－２（狓）， （４）

ａｎｄ０≤犽≤犿．ＴｈｅｆｉｒｓｔｔｗｏＧｅｇｅｎｂａｕｅｒｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓａｒｅｇｉｖｅｎｂｙ犆
λ
０（狓）＝１，犆

λ
１（狓）＝２λ狓，ａｎｄｔｈｅ

ｎｏｒｍａｌｉｚａｔｉｏｎｃｏｎｓｔａｎｔｓａｒｅ

犺λ犽（狓）＝π
１
２
Γ（犽＋２λ）

狀！Γ（２λ）
Γ（λ＋１／２）

Γ（λ）（犽＋λ）
． （５）

ｗｈｅｒｅΓ（狓）ｉｓＧａｍｍａｆｕｎｃｔｉｏｎ．Ｔｈｅｅｘａｃｔｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｉｓａｖａｉｌａｂｌｅｗｉｔｈｔｈｅｈｅｌｐｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｔｅｇｒａ

ｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｂａｓｅｄｏｎＧａｕｓｓｑｕａｄｒａｔｕｒｅｒｕｌｅ．Ｔｏｅｖａｌｕａｔｅｔｈｅｖａｌｕｅｓａｔｔｈｅｑｕａｄｒａｔｕｒｅｐｏｉｎｔｓ，ｗｅｔａｋｅ

ａｄｉｆｆｅｒｅｎｔｗａｙｆｒｏｍｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌＧＲｍｅｔｈｏｄｉｎｔｈｅｓｐｅｃｔｒａｌｍｅｔｈｏｄ．ＩｎｔｈｅＤＧｍｅｔｈｏｄ，ｔｈｅｓｅｖａｌｕｅｓ

ｃａｎｂｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｅｄｄｉｒｅｃｔｌｙ，ｗｈｉｌｅｉｎｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｖｅｒｓｉｏｎ，ｔｈｅｙｎｅｅｄｔｏｂｅｒｅｃｏｍｐｕｔｅｄｆｒｏｍａｇｌｏｂａｌ

ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｗｈｏｌｅｄｏｍａｉｎ．

２２５ 华 侨 大 学 学 报 （自 然 科 学 版）　　　　　　　　　　　　　　２０１８年
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犛狋犲狆２　ＣｏｎｓｔｒｕｃｔｔｈｅＧｅｇｅｎｂａｕｅｒｓｅｒｉｅｓ狇
犌
＝∑

犿

犽＝０

犵^
λ
犽犆

λ
犽（狓）．Ｉｔｉｓｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｔｈｅｔｒｕｎｃａｔｉｏｎａｎｄ

ｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓｏｆｔｈｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｓｏｌｕｔｉｏｎｃａｎｂｅｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｌｙｓｍａｌｌｆｏｒａｐｐｒｏｐｒｉａｔｅｃｈｏｉｃｅｏｆ
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＋
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ｗｉｔｈｔｈｅｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅｖｅｃｔｏｒａｎｄｆｌｕｘｏｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｆｏｒｍ

犝 ＝ （ρ，ρ狌，犈）
Ｔ，　　犉＝ （ρ狌，ρ狌

２
＋狆，狌（犈＋狆））

Ｔ． （６）

　　Ｗｈｅｒｅρｉｓｄｅｎｓｉｔｙ，狌ｉｓｖｅｌｏｃｉｔｙ，犈ｉｓｔｏｔａｌｅｎｅｒｇｙ，狆ｉｓｐｒｅｓｓｕｒｅ，ａｎｄ犈＝狆／（γ－１）＋
１

２ρ
狌２ｗｉｔｈ

γ＝１．４．ＩｎｄｏｍａｉｎΩ＝［－１，１］，ｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｒｅ（ρ，狌，狆）＝
（１，０，１），狓≤０．５；

（０．１２５，０，０．１），狓＞０．｛ ５．
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（ρ，狌，狆）＝
（３．８５７１４３，２．６２９３６９，１０．３３３３３３），　　狓≤－４，
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