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摘要：　推广一个关于环形区域模函数μ（狉）的不等式，对拟共形映照的偏差函数λ（犓）作出更精确的估计，得
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．

　　同样，由式（１）有

μ（狉）＝
１

２３μ
（狉３）＞

１

２３
ｌｏｇρ＝

１

８
ｌｏｇ

１＋
４

１－狉槡槡 ２
＋

８

８
４

１－狉槡
２（１＋ １－狉槡

２槡 ）

１＋
４

１－狉槡槡 ２
－

８

８
４

１－狉槡
２（１＋ １－狉槡

２槡 ）
．

故有

ｌｏｇ
１＋

４

１－狉槡槡 ２
＋

８

８
４

１－狉槡
２（１＋ １－狉槡

２槡 ）

１＋
４

１－狉槡槡 ２
－

８

８
４

１－狉槡
２（１＋ １－狉槡

２槡 ）
＜８μ（狉）＜

ｌｏｇ
２（１＋

４

１－狉槡
２
＋

４

８
４

１－狉槡
２（１＋ １－狉槡

２槡 ））

１＋
４

１－狉槡
２
－

４

８
４

１－狉槡
２（１＋ １－狉槡

２槡 ）
．

　　定理１证毕．

定理２的证明：对犓＞１，取狉＝μ
－１（１
２
π犓），则λ（犓）＝

１

狉２
－１．由定理１，有

μ（狉）＝
１

２
π犓 ＜

１

８
ｌｏｇ
２（１＋

４

１－狉槡
２
＋

４

８
４

１－狉槡
２（１＋ １－狉槡

２槡 ））

１＋
４

１－狉槡
２
－

４

８
４

１－狉槡
２（１＋ １－狉槡

２槡 ）
．
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　 　 因 此，
１＋

４

１－狉槡
２－

４

８
４

１－狉槡
２（１＋ １－狉槡

２槡 ）

１＋
４

１－狉槡
２＋

４

８
４

１－狉槡
２（１＋ １－狉槡

２槡 ）
＜２ｅ

－４π犓，于 是 有

４

８
４

１－狉槡
２（１＋ １－狉槡

２槡 ）

１＋
４

１－狉槡
２

＞

１－２ｅ－４π犓

１＋２ｅ－４π犓
，从而８

４

１－狉槡
２（１＋ １－狉槡

２）

（１＋
４

１－狉槡
２）４

＞（
１－２ｅ－４π犓

１＋２ｅ－４π犓
）４．再设狋＝ｅ－π犓（０＜狋＜

１

２３
），狊＝

１－
４

１－狉槡
２

１＋
４

１－狉槡
２
（０＜

狊＜１），于是，１－狊
４＝
８

４

１－狉槡
２（１＋ １－狉槡

２）

（１＋
４

１－狉槡
２）４

，则１－狊４＞（
１－２狋４

１＋２狋４
）４，狊＜

４

１－（
１－２狋４

１＋２狋４
）槡
４＝
２狋

４

１＋４狋槡
８

１＋２狋４
＜

２狋（１＋狋８）

１＋２狋４
．记狆＝

２狋（１＋狋８）

１＋２狋４
，则

４

１－狉槡
２
＞
１－狆
１＋狆

，得到狉２＜１－（
１－狆
１＋狆

）４，从而

λ（犓）＝
１

狉２
－１＞

（１－狆）
４

（１＋狆）
４
－（１－狆）

４ ＝
（１－狆）

４

８狆（１＋狆
２）＝

（１－２狋＋２狋
４
－２狋

９）４

１６狋（１＋２狋
４）（１＋狋

８）（１＋４狋
２
＋４狋

４
＋４狋

８
＋８狋

１０
＋４狋

１８）
．

　　注意到０＜狋＝ｅ
－π犓
＜１／２３，因此，有（１－２狋＋２狋

４－２狋９）４＞１－８狋＋２４狋
２－３２狋３＋２４狋４－４８狋５＋９６狋６－

６４狋７＋２４狋８－１０４狋９ 及（１＋２狋４）（１＋狋８）（１＋４狋２＋４狋４＋４狋８＋８狋１０＋４狋１８）＜１＋４狋
２＋６狋４＋８狋６＋１４狋８，又１－

８狋＋２４狋２－３２狋３＋２４狋４－４８狋５＋９６狋６－６４狋７＋２４狋８－１０４狋９－（１－８狋＋２０狋２－６２狋４＋２１６狋６－６４２狋８）（１＋４狋２＋

６狋４＋８狋６＋１４狋８）＝８狋９＋１４８８狋１０＋２９９２狋１２＋２１１２狋１４＋８９８８狋１６＞０，从而

（１－２狋＋２狋
４
－２狋

９）４

１６狋（１＋２狋
４）（１＋狋

８）（１＋４狋
２
＋４狋

４
＋４狋

８
＋８狋

１０
＋４狋

１８）＞

１－８狋＋２４狋
２
－３２狋

３
＋２４狋

４
－４８狋

５
＋９６狋

６
－６４狋

７
＋２４狋

８
－１０４狋

９

１６狋（１＋４狋
２
＋６狋

４
＋８狋

６
＋１４狋

８） ＞

１

１６狋
（１－８狋＋２０狋

２
－６２狋

４
＋２１６狋

６
－６４２狋

８）．

因此，有

λ（犓）＞
（１－２狋＋２狋

４
－２狋

９）４

１６狋（１＋２狋
４）（１＋狋

８）（１＋４狋
２
＋４狋

４
＋８狋

１０
＋４狋

１８）＞

１

１６狋
（１－８狋＋２０狋

２
－６２狋

４
＋２１６狋

６
－６４２狋

８）．

即可得到λ（犓）的下界估计．

下面估计其上界，同样由定理１，有

μ（狉）＝
１

２
π犓 ＞

１

８
ｌｏｇ

１＋
４

１－狉槡槡 ２
＋

８

８
４

１－狉槡
２（１＋ １－狉槡

２槡 ）

１＋
４

１－狉槡槡 ２
－

８

８
４

１－狉槡
２（１＋ １－狉槡

２槡 ）
．

因此， １＋
４

１－狉槡槡 ２ －
８

８
４

１－狉槡
２（１＋ １－狉槡

２槡 ）

１＋
４

１－狉槡槡 ２ ＋
８

８
４

１－狉槡
２（１＋ １－狉槡

２槡 ）
＞ｅ

－４π犓，于是，

８

８
４

１－狉槡
２（１＋ １－狉槡

２槡 ）

１＋
４

１－狉槡
２

＜
１－ｅ－４π犓

１＋ｅ－４π犓
，

则

４

８
４

１－狉槡
２（１＋ １－狉槡

２槡 ）

１＋
４

１－狉槡
２

＞（
１－ｅ－４π犓

１＋ｅ－４π犓
）２．设狋＝ｅ－π犓（０＜狋＜

１

２３
），狊＝

１－
４

１－狉槡
２

１＋
４

１－狉槡
２
（０＜狊＜１），于是，１－

狊４＝
８

４

１－狉槡
２（１＋ １－狉槡

２）

（１＋
４

１－狉槡
２）４

，则１－狊４＜（
１－狋４

１＋狋４
）８，狊＞

４

１－（
１－狋４

１＋狋４
）槡
８ ＝
２狋

４
（１＋狋８）（１＋６狋８＋狋１６槡 ）
（１＋狋４）２

＞

２狋
（１＋狋４）２

．记狇＝
２狋

（１＋狋４）２
，则

４

１－狉槡
２
＜
１－狇
１＋狇

，得到狉２＞１－（
１－狇
１＋狇

）４，从而

λ（犓）＝
１

狉２
－１＜

（１－狇）
４

（１＋狇）
４
－（１－狇）

４ ＝
（１－狇）

４

８狇（１＋狇
２）＝

（（１＋狋
４）２－２狋）

４

１６狋（１＋狋
４）２（１＋４狋

２
＋４狋

４
＋６狋

８
＋４狋

１２
＋狋

１６）＜

（（１＋狋
４）２－２狋）

４

１６狋（１＋狋
４）２（１＋２狋

２）２ ＜
（（１＋狋

４）２－２狋）
４

１６狋（１＋４狋
２
＋６狋

４
＋８狋

６
＋９狋

８）
．

　　注意到０＜狋＝ｅ
－π犓
＜１／２３，因此，有（１－２狋＋２狋

４＋狋８）４＜１－８狋＋２４狋
２－３２狋３＋２４狋４－４８狋５＋９６狋６－
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６４狋７＋２８狋８－１２０狋９＋１４４狋１０及（１＋狋４）２（１＋４狋２＋４狋４）＞１＋４狋
２＋６狋４＋８狋６＋９狋８，又１－８狋＋２４狋２－３２狋３＋

２４狋４－４８狋５＋９６狋６－６４狋７＋２８狋８－１２０狋９＋１４４狋１０－（１＋４狋２＋６狋４＋８狋６＋９狋８）（１－８狋＋２０狋２－６２狋４＋２１６狋６－

６３３狋８）＝－４８狋９＋１６９６狋１０＋２６２８狋１２＋３１２０狋１４＋５６９７狋１６＜０．

因此，有

λ（犓）＜
（（１＋狋

４）２－２狋）
４

１６狋（１＋狋
４）２（１＋２狋

２）２ ＜
１

１６狋
（１－８狋＋２０狋

２
－６２狋

４
＋２１６狋

６
－６３３狋

８）．

综上可得，

１

１６狋
（１－８狋＋２０狋

２
－６２狋

４
＋２１６狋

６）－
３２１

８
狋７ ＜λ（犓）＜

１

１６狋
（１－８狋＋２０狋

２
－６２狋

４
＋２１６狋

６）－
６３３

１６
狋７．

因此，有

１

１６
ｅπ犓 －

１

２
＋
５

４
ｅ－π犓 －

３１

８
ｅ－３π犓 ＋

２７

２
ｅ－５π犓 －

３２１

８
ｅ－７π犓 ＜λ（犓）＜

１

１６
ｅπ犓 －

１

２
＋
５

４
ｅ－π犓 －

３１

８
ｅ－３π犓 ＋

２７

２
ｅ－５π犓 －

６３３

１６
ｅ－７π犓．

从而有

λ（犓）＝
１

１６
ｅπ犓 －

１

２
＋
５

４
ｅ－π犓 －

３１

８
ｅ－３π犓 ＋

２７

２
ｅ－５π犓 －犮（犓）ｅ－

７π犓，

式中：６３３
１６
＜犮（犓）＜

３２１

８
．
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