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　　　求解时变线性不等式离散算法

的设计与分析

郭东生，徐凤

（华侨大学 信息科学与工程学院，福建 厦门３６１０２１）

摘要：　提出一种用于求解时变线性不等式的数值算法．通过引入一个时变向量（其每个元素都大于或等于

零），将时变线性不等式转化为一个时变矩阵向量方程，并给出用于求解该方程的连续时间模型（即神经网

络）．采用欧拉差分公式将其离散化，推导得到相应的离散算法，并通过理论分析和数值实验验证该离散算法

的有效性．结果表明：所提出的离散算法的稳态误差（ＳＳＲＥ）具有犗（τ２）的变化规律，当τ的数值减小１０倍，算

法的稳态误差可减小１００倍．
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近年来，不等式在科学研究和工程应用领域扮演着越来越重要的角色［１?６］．在不等式的研究中，如何

有效求解形如犃狓≤犫的线性不等式是一个重要课题，且已受到广泛关注．对于线性不等式，许多研究学

者提出了相应的求解方法［７?１０］，如文献［７］设计的迭代算法，开发的连续时间神经网络模型，文献［８］展

示的离散时间神经网络模型．但是，这些方法都是针对时不变线性不等式进行设计的，而对于时变线性

不等式，采用前述方法进行求解得到的结果会有明显滞后误差［１１］．针对时变线性不等式的求解，文献
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［１１］设计一种新型神经网络模型，并通过对比来说明该模型的有效性和优越性．文献［１２?１３］分别开发

以隐式动力学方程和显式动力学方程描述的两种神经网络模型．为了硬件（如数字电路）实现的目的，针

对文献［１３］的神经网络模型，本文设计开发相应的数值算法，用以求解时变线性不等式．

１　问题和模型描述

不失一般性，所研究的时变线性不等式［１１?１３］为

犃（狋）狓（狋）≤犫（狋）． （１）

式（１）中：犃（狋）∈犚
狀×狀和犫（狋）∈犚

狀 分别是光滑时变的系数矩阵和向量；狓（狋）∈犚
狀 是需要求解（１）得到的

未知向量．需要说明的是，式（１）是一个具有代表性的时变线性不等式，文中的设计方法可拓展求解其他

类型的不等式（如时变李雅普诺夫矩阵不等式［１４］）．为了保证式（１）中狓（狋）的存在，文中仅考虑系数矩阵

犃（狋）在时间狋∈［０，＋∞）内是非奇异的情况．

文献［１３］展示了时变线性不等式（１）的求解可等价于时变矩阵向量方程的求解，即

犃（狋）狓（狋）－犫（狋）＋Λ
２（狋）＝０． （２）

式（２）中：Λ（狋）＝［λ１（狋），λ２（狋），…，λ狀（狋）］
Ｔ
∈犚

狀 是一个需要求解的未知向量；时变向量Λ
２（狋）＝犇（狋）×

Λ（狋）∈犚
狀，其中，对角线矩阵犇（狋）∈犚

狀×狀，犇（狋）＝ｄｉａｇ（λ１（狋），λ２（狋），…，λ狀（狋））．

基于上述转换，文献［１３］设计了如下的神经网络模型，用以求解时变矩阵向量方程（２）及时变线性

不等式（１），即

狔（狋）＝犕
＋ （狋）犘（狋）狔（狋）＋犕

＋犫（狋）－γ犕＋ （犙（狋）狔（狋）－犫（狋））． （３）

式（３）中：狔（狋）＝［狓
Ｔ（狋）Λ

Ｔ（狋）］Ｔ∈犚
２狀为神经网络模型的状态向量；狔（狋）为其时间导数；设计参数γ＞０∈

犚用来调节网络模型的收敛率；犕＋（狋）＝犕Ｔ（犕（狋）犕Ｔ（狋））－１为矩阵犕（狋）的伪逆．系数矩阵犕（狋），犘（狋）

和犙（狋）的定义分别为犕（狋）＝［犃（狋）　２犇（狋）］∈犚
狀×２狀，犘（狋）＝［－犃（狋）　０］∈犚

狀×２狀，犙（狋）＝［犃（狋）　犇

（狋）］∈犚
狀×２狀．对于模型（３），有如下的定理１（相应的证明详见文献［１３］）．

定理１　对于时变线性不等式（１），给定一个光滑时变的非奇异系数矩阵犃（狋）∈犚
狀×狀和一个光滑时

变的系数向量犫（狋）∈犚
狀，则模型（３）的状态向量狔（狋）从一个随机产生的初始状态狔（０）∈犚

２狀出发，收敛

到时变矩阵向量方程（２）的一个精确解．该解的前狀个元素组成时变线性不等式（１）一个精确的时变解．

２　新离散算法及其理论分析

提出一种新型离散算法用以求解时变线性不等式（１），即对于神经网络模型（３），采用欧拉差分公式

狔（狋犽＝犽τ）≈［狔（犽＋１）τ－狔（犽τ）］／τ，其中，τ＞０∈犚为采样间隔，迭代次数犽＝０，１，２，…，将其离散
［１５?１７］．

为了描述方便，定义狔犽＝狔（狋犽＝犽τ），犕
＋
犽 ＝犕

＋（狋犽＝犽τ），犘犽＝犘（狋犽＝犽τ），犙犽＝犙（狋犽＝犽τ），犫犽＝犫（狋犽＝犽τ），

犫犽＝犫（狋犽＝犽τ）
［１８］．因此，采用欧拉差分公对式（３）进行离散化，并进一步整理，可得离散算法为

狔犽＋１ ＝狔犽＋τ犕
＋
犽（犘犽狔犽＋犫犽）狔犽－犺犕

＋
犽（犙犽狔犽－犫犽）． （４）

式（４）中：犺＝τγ＞０∈犚为步长．式（４）便是文中所提出用以求解（１）的离散算法．

为验证离散算法（４）的有效性，给出误差函数犲犽＝犙犽狔犽－犫犽∈犚
２狀．若犲犽＝０，则有犃犽狓犽－犫犽＋Λ

２
犽＝

０．由于Λ
２
犽≥０，犃犽狓犽－犫犽＝－Λ

２
犽≤０，最终得到犃犽狓犽≤犫犽．因此，离散算法（４）经过一定次数的迭代后将

使犲犽 足够小（即‖犲犽‖２→０，其中‖·‖２ 表示向量的二范数），则其对应的状态向量狓犽＝狓（狋犽＝犽τ）就是

时变线性不等式（１）的一个精确时变解．关于离散算法（４）的计算性能，有如下的理论结果．

定理２　所提出的离散算法是一个一致的和收敛的方法，且对于所有的时间狋犽∈［狋０，狋ｆｉｎａｌ］，以其截

断误差犗（τ
２）的阶数收敛．

证明　对于离散算法（４），其特征多项式为ρ（θ）＝θ－１．显然，θ－１＝０只有一个根为θ＝１且在单位

圆上．根据文献［１８］，离散算法（４）是零稳定的．考虑欧拉差分公式，有狔犽＝（狔犽＋１－狔犽）／τ＋犗（τ）．基于前

文的分析，对神经网络模型（３）进行离散可得

狔犽＋１ ＝狔犽＋τ犕
＋
犽（犘犽狔犽＋犫犽）狔犽－犺犕

＋
犽（犙犽狔犽－犫犽）＋犗（τ

２）． （５）

　　显然，去掉式（５）中的犗（τ
２），正是文中所提出的离散算法（４）．换言之，离散算法（４）的截断误差为
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犗（τ
２），这表明该算法具有２阶的一致性．

综合上述分析可得，离散算法（４）是零稳定和一致的
［１９］．因此，所提出的离散算法（４）是一个一致的

和收敛的方法，且对于所有的时间狋犽∈［狋０，狋ｆｉｎａｌ］，以其截断误差犗（τ
２）的阶数收敛．证毕．

定理３　对于时变线性不等式（１），给定一个光滑时变的非奇异系数矩阵犃（狋）∈犚
狀×狀和一个光滑时

变的系数向量犫（狋）∈犚
狀，则所提出的离散算法（４）对应的稳态误差ｌｉｍ

犽→∞
‖犲犽‖２ 具有犗（τ

２）的变化规律．

证明　定义狔

犽 ∈犚

２狀，且满足犙犽狔

犽 －犫犽＝０．基于定理２证明，当犽足够大，有狔犽＝狔


犽 ＋犗（τ

２），即有

‖犲犽‖２ ＝ ‖犙犽狔犽－犫犽‖２ ＝ ‖犙犽（狔

犽 ＋犗（τ

２））－犫犽‖２ ＝ ‖犙犽狔

犽 －犫犽＋犗（τ

２）‖２ ＝犗（τ
２）．

即稳态误差ｌｉｍ
犽→∞
‖犲犽‖２＝犗（τ

２），所提出的离散算法对应的稳态误差具有犗（τ
２）的变化规律．证毕．

３　数值实验验证

对于时变线性不等式（１），系数矩阵犃（狋）和向量犫（狋）为

犃（狋）＝

５＋ｓｉｎ（２狋） ｃｏｓ（２狋）／２ ｃｏｓ（２狋）

ｃｏｓ（２狋）／２ ５＋ｓｉｎ（２狋） ｃｏｓ（２狋）／２

ｃｏｓ（２狋） ｃｏｓ（２狋）／２ ５＋ｓｉｎ（２狋

熿

燀

燄

燅）

∈犚
３×３，　　犫（狋）＝

　　ｓｉｎ（２狋）

　　ｃｏｓ（２狋）

ｓｉｎ（２狋）＋ｃｏｓ（２狋

熿

燀

燄

燅）

∈犚
３．

　　当τ＝０．０１和犺＝０．５时，采用所提离散算法求解变线性不等式（１），其数值结果如图１所示．

　　（ａ）狓犽 的轨迹 （ｂ）Λ犽 的轨迹

　　（ｃ）计算误差的轨迹 （ｄ）测试误差的轨迹

图１　采用离散算法求解时变线性不等式（１）的数值实验结果（τ＝０．０１，犺＝０．５）

Ｆｉｇ．１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｕｓｉｎｇｄｉｓｃｒｅｔｅａｌｇｏｒｉｔｈｍ（τ＝０．０１，犺＝０．５）ｔｏｓｏｌｖｅｔｉｍｅ?ｖａｒｙｉｎｇｌｉｎｅａｒｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（１）

由图１（ａ），（ｂ）可知：基于５个随机产生的初始状态，由离散算法计算得到的狓犽 和Λ犽 的状态轨迹

是时刻变化的．图１（ｃ）显示了计算误差‖犲犽‖２＝‖犙犽狔犽－犫犽‖２ 的变化特点，即计算误差快速减小并维

持在一个小的数值范围内，且其最大稳态误差为１．０５６×１０－３．这就意味着狓犽 和Λ犽 正是时变矩阵向量

方程（２）的时变解．对于满足式（２）的狓犽，这就是时变线性不等式（１）的一个时变解，即犃犽狓犽≤犫犽．

为更好地理解，对测试误差珋犲犽＝犃犽狓犽－犫犽 进行了探讨，其对应的轨迹变化情况如图１（ｄ）所示．由图

１（ｄ）可知：珋犲犽 中所有的元素都小于或等于零，再次说明图１（ａ）中的狓犽 是（１）的一个解．这些结果很好表

明了所提出的离散算法的有效性．

当τ＝０．００１和犺＝０．５时，采用所提离散算法求解变线性不等式（１），其数值结果如图２所示．

由图２（ａ）可知：由离散算法计算得到狓犽 的状态轨迹是时变的．由图２（ｂ）可知：计算误差快速减小

并维持在一个小数值范围内，且其最大稳态误差为１．０５９×１０－５．显然，这些结果再次表明离散算法能

有效求解时变线性不等式（１）．另外，对比图１（ｃ）和图２（ｂ）可知：随着τ的减小（从０．０１到０．００１），相应
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　　　（ａ）狓犽 的轨迹 （ｂ）计算误差的轨迹

图２　采用离散算法求解时变线性不等式（１）的数值结果（τ＝０．００１，犺＝０．５）

Ｆｉｇ．２　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｕｓｉｎｇｄｉｓｃｒｅｔｅａｌｇｏｒｉｔｈｍ（τ＝０．００１，犺＝０．５）

ｔｏｓｏｌｖｅｔｉｍｅ?ｖａｒｙｉｎｇｌｉｎｅａｒｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（１）

的稳态误差也减小（从１０－３到１０－５）．因此，离散算法的计算性能可以通过减小τ的数值来得到提高．

为了进一步研究，采用不同的τ和犺来对所提出的离散算法进行数值实验，结果如图３，４所示．

　（ａ）τ＝０．１ （ｂ）τ＝０．０１ （ｃ）τ＝０．００１

图３　不同τ值采用离散算法求解时变线性不等式（１）的误差状态轨迹（犺＝０．４）

Ｆｉｇ．３　Ｅｒｒｏｒｓｔａｔｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｕｓｉｎｇｄｉｓｃｒｅｔｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｕｎｄｅｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔτｖａｌｕｅｓ（犺＝０．４）ｔｏｓｏｌｖｅｔｉｍｅ?ｖａｒｙｉｎｇｌｉｎｅａｒｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（１）

　　（ａ）τ＝０．１ （ｂ）τ＝０．０１ （ｃ）τ＝０．００１

图４　不同的τ值下采用离散算法求解时变线性不等式（１）的误差状态轨迹（犺＝０．６）

Ｆｉｇ．４　Ｅｒｒｏｒｓｔａｔｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｕｓｉｎｇｄｉｓｃｒｅｔｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｕｎｄｅｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔτｖａｌｕｅｓ（犺＝０．６）ｔｏｓｏｌｖｅｔｉｍｅ?ｖａｒｙｉｎｇｌｉｎｅａｒｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（１）

由图３，４可知：对于固定τ的数值，采用不同的犺的数值，离散算法的计算性能都有所不同（即相应

的稳态误差都不一样）．特别地，对于固定的犺，减小τ的数值，离散算法的计算性能能够得到更有效的

提高．具体而言，当τ的数值减小１０倍，离散算法的稳态误差能够减小１００倍，即所提出的离散算法的

稳态误差具有犗（τ
２）的变化规律．这也就意味着可通过合理地减小τ的值来有效地满足应用实践中所

需要的精度．总的来说，上述的数值实验结果很好地表明了所提出离散算法的有效性．

４　结束语

为求解时变线性不等式（１），结合欧拉差分公式推导得到一种离散算法，并给出相应的理论结果来

说明其计算性能．通过数值实验，进一步验证所提出的离散算法的有效性．结果表明，所提出的离散算法
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的稳态误差与采样间隔τ具有犗（τ
２）的变化关系，可以有效地求解时变线性不等式（１）．
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