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摘要：　针对希尔伯特?黄变换（ＨＨＴ）在信号处理中存在的模态混叠现象，引入解析模态分解定理（ＡＭＤ）提

取时变结构响应的一阶本征函数，并构建一阶本征函数能量比指标识别结构的损伤位置．从损伤位置处的响

应信号出发，引入连续小波变换和时间窗思想，提出一阶本征函数小波能量变化率指标来预测结构的损伤演

化过程．通过一个刚度突变和线性变化的三层剪切型结构数值算例，对一阶本征函数能量比和一阶本征函数

小波能量变化率指标进行验证．结果表明：所提出的指标能够有效识别结构的损伤位置和损伤时间．
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工程结构在服役期间受到不断变化的外加荷载和环境作用时，其损伤不断积累，本质上属于时变和

非线性结构系统，其响应信号呈现非平稳性［１］．采用信号处理方法识别结构时变损伤时，需要时频的分
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析工具［２?４］．Ｈｕａｎｇ等
［５?６］提出的希尔伯特?黄变换（ＨＨＴ），通过经验模态分解（ＥＭＤ）将原始信号分解

成一系列本征函数（ＩＭＦ），然后，对每一个ＩＭＦ进行希尔伯特变换，从而实现信号瞬时特征参数的提

取．为解决模态叠混问题，Ｗｕ等
［７］在经验模态分解方法的基础上提出了集合经验模态分解（ＥＥＭＤ）．

ＨＨＴ这一类方法虽然能够有效处理非平稳信号，但是该方法本身也存在一定的问题
［８］．为此，Ｃｈｅｎ

等［９］提出解析模态分解（ＡＭＤ）定理提取分量信号
［１０?１１］．在结构服役期间，损伤位置处响应信号的各组

成成分能量在损伤前后通常会发生比较大的变化．因此，可以采用一阶ＩＭＦ分量信号的能量作为损伤

指标来识别结构的损伤位置［１２?１３］．目前，关于时变结构损伤识别方法的研究工作并不多见
［１４?１７］．在前人

研究的基础上，本文提出基于解析模态分解和小波变换的损伤识别方法，并通过算例对一阶本征函数能

量比和一阶本征函数小波能量变化率指标进行验证．

１　基本原理

１．１　解析模态分解定理

ＡＭＤ的本质是一个自适应低通滤波器，它利用希尔伯特变换把每一具有特定频率成分的分量信

号解析地分解出来．对于任意由狀个信号分量狓
（犱）
犻 （狋）（犻＝１，２，…，狀）组成的原信号狓（狋），如果它的每

一分量的频率ω１，ω２，…，ω狀，ω犻＞０（犻＝１，２，…，狀）满足 （｜ω１｜＜ω犫，１），（ω犫，１＜｜ω２｜＜ω犫，２），…，（ω犫，（狀－２）＜

｜ω狀－１｜＜ω犫，（狀－１））和（ω犫，（狀－１）＜｜ω狀－１｜）．其中：ω犫犻∈（ω犻，ω犻＋１）（犻＝１，２，…，狀－１）为狀－１个二分截止频

率．那么，它的每一信号分量都可以解析为狓
（犱）
犻 ＝狊１（狋），…，狓

（犱）
犻 （狋）＝狊犻（狋）－狓犻－１（狋），…，狓

（犱）
狀 （狋）＝狓（狋）－

狊犻－１，狊犻（狋）＝ｓｉｎ［ω犫，犻（狋）］犎｛狓（狋）ｃｏｓ［ω犫，犻（狋）］｝－ｃｏｓ［ω犫，犻（狋）］犎｛狓（狋）ｓｉｎ［ω犫，犻（狋）］｝．其中：犻＝１，２，…，狀－

１；犎［·］表示希尔伯特变换算子．

１．２　小波变换

小波变换是一种窗口大小固定，形状可以改变的自适应时频分析方法．由于小波变换在时域和频域

均具有良好的局部化性质，目前已被广泛应用于信号处理、参数识别与损伤识别等多个领域．

设定小波母函数ψ（狋）为平方可积函数，即ψ（狋）∈犔
２（犚），如果其傅里叶变换＾ψ（ω）满足容许性条件

－∞ ＜犆ψ ＝∫
∞

０

狘^ψ（ω）狘
２

ω
ｄω＜＋∞，则 将母函数ψ（狋）进行伸缩和平移，可得到小波基函数为

ψ犪，犫（狋）＝
１

槡犪
·ψ（
狋－犫
犪
）． （１）

式（１）中：犪为尺度因子，与频率成反比关系；犫为平移因子，与时间有关．通过改变犪和犫的值可以实现

小波的伸缩和平移．

将任意犔２（犚）空间的信号狓（狋）在小波基下展开，即为连续小波变换，其表达式为

犠狓（犪，犫）＝∫
∞

－∞
狓（狋）

１

槡犪
·ψ（
狋－犫
犪
）ｄ狋． （２）

式（２）中：ψ（
狋－犫
犪
）为ψ（

狋－犫
犪
）的共轭复数．连续小波系数犠狓（犪，犫）揭示了信号狓（狋）与小波基函数在尺度

犪和时间点犫的相似程度，其逆变换为

狓（狋）＝
１

犆ψ∫
∞

－∞∫
∞

－∞

１

犪２
犠狓（犪，犫）ψ（

狋－犫
犪
）ｄ犪ｄ犫． （３）

２　损伤识别指标

２．１　一阶本征函数能量比

在地震作用下，若结构某层出现损伤，可以看做该层发生软化现象从而吸收更多的地震能量，最终

导致该层响应的能量相对于其他层的能量增加．因此，可以利用各层一阶本征函数能量比的变化来识别

结构的损伤位置．

首先，定义整个地震时间历程内第犼层一阶本征函数能量为

犈犼，１ ＝∫
狋
２

狋
１

（ＩＭＦ犼，１）
２ｄ狋． （４）
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式（４）中：ＩＭＦ犼，１为第犼层结构响应的一阶ＩＭＦ分量，可通过ＡＭＤ定理提取；狋１ 和狋２ 分别为地震波记

录的起止时间．

在此基础上，定义第犼层一阶本征函数能量比为

狉犼 ＝犈犼，１／∑
狀

犼＝１

犈犼，１． （５）

式（５）中：狀为结构总层数．

２．２　一阶本征函数小波能量变化率

实际工程结构的损伤是一个损伤逐渐积累的渐变过程，渐变的损伤过程需要时变损伤指数作为表

征．在对损伤位置处一阶ＩＭＦ分量进行连续小波变换的基础上，引入时间窗思想定义一阶本征函数小

波能量变化率（犚ＦＯＩＭＦＥ）为时变损伤指数，该指标仅需已知结构响应信号，即能实现时变损伤的识别．

首先，采用ＡＭＤ定理提取损伤位置处响应信号的一阶ＩＭＦ分量，然后，对其进行连续小波变换得

到小波系数矩阵犠１（犪犻，犫犼）犿×狀．其中：犿代表尺度犻个数；狀为采样时间点犫犼 个数．由于小波尺度与频率

存在一一对应关系，按犪＝（犉ｃ·犳ｓ）／犳犪，可进行频率与尺度之间的转换．其中：犪为小波尺度；犉ｃ为小波

中心频率；犳ｓ为采样频率；犳犪 为尺度犪对应的频率．对所有尺度所对应的小波系数进行求和，可得

犠ｓ（犫犼）＝∑
犿

犻＝１

犠１（犪犻，犫犼）． （６）

式（６）中：犠ｓ（犫犼）为求和后的小波系数，是狀维行向量．

为追踪结构的时变损伤，在提取各阶ＩＭＦ分量后，沿求和后的小波系数犠ｓ（犪犻，犫犼）曲线设置一个滑

动时间窗，窗口长度为２Δ狋，以窗内的小波能量平均值代表滑动窗中心点小波能量．令窗口沿时间轴不

图１　三层剪切型

结构模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｒｅｅ?ｓｔｏｒｙ

ｓｈｅａｒｓｔｒｕｃｔｕｒｅｍｏｄｅｌ

断滑动，可求得一阶本征函数小波能量在每个中心点的值，即

犈１（狋）＝∫
狋＋Δ狋

狋－Δ狋

犠ｓ（犫犼）
２

２Δ狋
ｄ狋＝ ∑

犫
犼∈
［狋－Δ狋，狋＋Δ狋］

犠ｓ（犫犼）
２

２Δ狋
． （７）

　　设结构未损伤工况和损伤工况下的一阶本征函数小波能量分别为犈
０
１（狋）和

犈ｄ１（狋），则有犚ＦＯＩＭＦＥ＝（犈
ｄ
１（狋）－犈

０
１（狋））／（犈

０
１（狋）·２Δ狋）．

３　数值验证

为验证所提出损伤指标的有效性，以三层剪切型结构模型为例，对刚度突变

和线性变化两种损伤工况进行识别．图１为三层剪切型结构模型，表１为主要结

构参数．表１中：犿为质量；犽１ 为初始刚度；犮１ 为阻尼系数．

采用１９４０ＥｌＣｅｎｔｒｏ地震波作为外加激励，通过龙格?库塔法求解位移响应，

采样频率犳ｓ＝１０００Ｈｚ．为考虑噪声的影响，按犚ＳＮ＝１０ｌｇ（犃
２
ｓｉｇｎａｌ／犃

２
ｎｏｉｓｅ）＝２０ｌｇ（犃ｓｉｇｎａｌ／犃ｎｏｉｓｅ），对位移响

表１　三层剪切型结构参数

Ｔａｂ．１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｒｅｅ?ｓｔｏｒｙｓｈｅａｒｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

楼层 犿／×１０５ｋｇ犽１／×１０
５ｋＮ·ｍ－１ 犮１／ｋＮ·ｓ·ｍ

－１

第一层 １．５ ２．０ １９７

第二层 １．６ ２．０ １５６

第三层 １．７ ２．０ １０３

应信号施加高斯白噪声．噪声水平由信噪比

（犚ＳＮ）定义．

３．１　刚度突变工况下的损伤识别

设定三层剪切型结构某层的刚度发生突

变，刚度的折减可以通过降低弹性模量实现，

具体的损伤工况如表２所示．结构各层的位

移（Δ）响应通过龙格?库塔法求解，其中，采样频率为１０００Ｈｚ，添加的高斯白噪声水平为１５％．为简单

起见，图２中只给出了ＤＳ２工况下结构第一层位移响应．

通过ＡＭＤ定理提取ＤＳ２工况中三层剪切型结构第一层位移响应的一阶分量信号和余量信号，结

果如图３所示．同理，可得第二层和第三层位移响应的一阶分量信号和余量信号．在成功提取各层一阶

ＩＭＦ分量信号的基础上，根据式（４），（５）求解一阶本征函数能量比指标狉犼，如表２所示．

由表２可知：相比ＤＳ１工况，即结构完好无损时，ＤＳ２工况下第一层位移响应的一阶本征函数能量

比值狉１ 相应增加，因此，可以判定剪切型结构的第一层出现了损伤，即发生软化现象，吸收了更多的能

量，其结果必然是一阶本征函数能量比值相应增加．同样地，ＤＳ６和ＤＳ７工况中的损伤指标值狉２ 和狉３
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比ＤＳ１工况中的相应值增加．这说明ＤＳ６和ＤＳ７工况中的损伤位置分别为剪切型结构的第二层和第

三层，这与事先设定的损伤情况是完全吻合的．因此，一阶本征函数能量比指标能够准确识别剪切型结

构的损伤位置．

　图２　ＤＳ２工况下结构第一层位移响应

　Ｆｉｇ．２　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆ

　ｆｉｒｓｔｓｔｏｒｙｕｎｄｅｒＤＳ２ｃａｓｅｓ

表２　不同工况下一阶ＩＭＦ能量比

Ｔａｂ．２　ＦｉｒｓｔｏｒｄｅｒＩＭＦｅｎｅｒｇｙｒａｔｉｏｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄａｍａｇｅ

ｃａｓｅｓｗｉｔｈａｂｒｕｐｔｓｔｉｆｆｎｅｓｓｒｅｄｕｃｔｉｏｎ

损伤工况 损伤描述 狉１ 狉２ 狉３

ＤＳ１ 结构未损伤 ０．２３０９ ０．６０６２ ０．１６２９

ＤＳ２
犽１ 在第５秒
突降１０％

０．２４５９↑ ０．５９４９↓ ０．１５９１↓

ＤＳ３
犽２ 在第５秒
突降１０％

０．２０７４↓ ０．６３４２↑ ０．１５３８↓

ＤＳ４
犽３ 在第５秒
突降１０％

０．２２６３↓ ０．５９９２↓ ０．１７４５↑

　　在成功识别结构损伤位置的基础上，以ＤＳ２工况为例，采

用复 Ｍｏｒｌｅｔ小波对提取的一阶ＩＭＦ信号进行连续小波变换，

并根据式（６）对小波系数进行求和；然后，在求和后的小波系

　　（ａ）一阶ＩＭＦ （ｂ）余量信号

图３　ＤＳ２工况下ＡＭＤ定理提取的分量信号

Ｆｉｇ．３　ＣｏｍｐｏｎｅｎｔｓｉｇｎａｌｓｅｘｔｒａｃｔｅｄｂｙＡＭＤｔｈｅｏｒｅｍｕｎｄｅｒＤＳ２ｃａｓｅｓ

图４　ＤＳ２工况损伤识别结果

Ｆｉｇ．４　Ｄｅｔｅｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆ

ｄａｍａｇｅｕｎｄｅｒＤＳ２ｃａｓｅｓ

数曲线上设置一个滑动时间窗，选取时间窗长为１００（０．１ｓ），

以窗内的小波能量平均值代表滑动窗中心点的小波能量．同

理，可以求出ＤＳ１未损伤工况下结构第一层响应的一阶本征

函数小波能量．至此，可求解一阶本征函数小波能量变化率

（犚ＦＯＩＭＦＥ），如图４所示．由图４可知：犚ＦＯＩＭＦＥ在狋＝５ｓ时的突然

增加，与剪切型结构第一层刚度突然降低１０％有关．１５％水平

的高斯白噪声和端点效应虽然对损伤识别结果有一定的影

响，但是时变损伤指标犚ＦＯＩＭＦＥ仍然能够有效探测到结构损伤

的发生时间．

３．２　刚度线性变化工况下的损伤识别

设定三层剪切型结构某层的刚度发生线性变化，具体损

伤工况如表３所示．结构各层的位移（Δ）通过龙格?库塔法求

解，其中，采样频率仍为１０００Ｈｚ．为简单起见，只给出了ＤＳ５工况下三层剪切型结构第一层的位移响

应，如图５所示．通过ＡＭＤ定理提取ＤＳ５工况下三层剪切型结构第一层位移响应的一阶分量信号和余

量信号，结果如图６所示．同理可得第二层和第三层位移响应的一阶分量信号和余量信号．在成功提取

各层一阶ＩＭＦ分量信号的基础上，根据式（７），（８）求解一阶本征函数能量比狉犼，如表３所示．

由表３可知：相比ＤＳ１工况即结构完好无损时，ＤＳ５工况中第一层位移响应的一阶本征函数能量

比值狉１ 增加，由此可知剪切型结构的第一层发生了软化现象，吸收了更多的能量，故而一阶本征函数能
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量比值相对增加．同理，在ＤＳ６和ＤＳ７工况中，根据一阶本征函数能量比指标值的变化，可以判断出结

构相应的损伤位置分别为结构第二层和第三层，这与设定的损伤情况是完全吻合的．因此，一阶本征函

数能量比指标完全可以准确识别刚度线性变化工况下结构的损伤位置．

　图５　ＤＳ５工况下结构第一层位移响应

　Ｆｉｇ．５　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆ

　ｆｉｒｓｔｓｔｏｒｙｕｎｄｅｒＤＳ５ｃａｓｅｓ

表３　不同刚度线性变化工况下一阶ＩＭＦ能量比

Ｔａｂ．３　ＦｉｒｓｔｏｒｄｅｒＩＭＦｅｎｅｒｇｙｒａｔｉｏｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｄａｍａｇｅｃａｓｅｓｗｉｔｈｌｉｎｅａｒｓｔｉｆｆｎｅｓｓｒｅｄｕｃｔｉｏｎ

损伤工况 损伤描述 狉１ 狉２ 狉３

ＤＳ１ 结构未损伤 ０．２３０９ ０．６０６２ ０．１６２９

ＤＳ５
犽１ 在第４～８秒
内线性降低４０％

０．２５３５↑ ０．５９１４↓ ０．１５５１↓

ＤＳ６
犽２ 在第４～８秒
内线性降低４０％

０．２０８９↓ ０．６２８４↑ ０．１６２７↓

ＤＳ７
犽３ 在第４～８秒
内线性降低４０％

０．２１９８↓ ０．５９９９↓ ０．１８０３↑

　　以ＤＳ５工况为例，在成功识别结构损伤位置的基础上，可

采用复 Ｍｏｒｌｅｔ小波对提取的第一层位移响应的一阶ＩＭＦ分

量信号进行连续小波变换，并根据式（６）对小波系数进行求

　　（ａ）一阶ＩＭＦ （ｂ）余量信号

图６　ＤＳ５工况下ＡＭＤ定理提取的分量信号

Ｆｉｇ．６　ＣｏｍｐｏｎｅｎｔｓｉｇｎａｌｓｅｘｔｒａｃｔｅｄｂｙＡＭＤｔｈｅｏｒｅｍｕｎｄｅｒＤＳ５ｃａｓｅｓ

和；然后，在求和后的小波系数曲线上设置一个滑动时间窗，选取时间窗长为１００（０．１ｓ），以窗内的小波

能量平均值代表滑动窗中心点的小波能量．同理，可求出ＤＳ１未损伤工况下结构第一层位移响应的一

图７　ＤＳ５工况损伤识别结果

Ｆｉｇ．７　Ｄｅｔｅｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆ

ｄａｍａｇｅｕｎｄｅｒＤＳ５ｃａｓｅｓ

阶本征函数小波能量，并求解犚ＦＯＩＭＦＥ，如图７所示．

由图７可知：时变损伤指标犚ＦＯＩＭＦＥ在狋＝４～８ｓ时间范围

内的线性增加，与剪切型结构第一层刚度在时间４～８ｓ范围

内线性降低４０％有关．但是在第４秒附近，该指标的损伤识别

效果并不是很好．这主要是因为以第４秒为中心点窗长包含

了３．９５～４．００ｓ和４．００～４．０５ｓ这两个时间段，前一个时间

段结构尚未发生损伤，而后一时间段结构发生了损伤，因此，

损伤识别结果受到影响．此外，由于１５％水平高斯白噪声的随

机性，这个识别误差有可能在一定程度上被放大．但是总的来

说，时变损伤指标犚ＦＯＩＭＦＥ能够有效识别结构的损伤演化趋势．

４　结论

为解决ＨＨＴ变换中存在的模态混叠问题，构建一阶本征函数能量比和一阶本征函数小波能量变

化率两个损伤指标，并分别对结构的损伤位置和损伤时间进行识别．通过一个三层剪切型结构数值算例

验证了损伤指标的有效性，得到以下２点主要结论．

１）相比结构完好无损时结构某层一阶本征函数能量比值的增加，表明该层出现损伤，从而发生软
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化现象，吸收了更多的能量，同时也验证了一阶本征函数能量比指标识别损伤位置的准确性．

２）在成功识别损伤位置的基础上，对损伤位置处的一阶ＩＭＦ分量进行连续小波变换，并引入滑动

时间窗思想提出的时变损伤指标犚ＦＯＩＭＦＥ，其能够有效识别刚度突变和线性变化两种工况下结构的损伤

发生时间．
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